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§1. Введение

Теория перенормировок [1] является стандартным инструментом
для устранения расходящихся величин в квантовой теории поля. Не-
смотря на то, что эта теория имеет широкий спектр применений и
продолжает развиваться, она содержит несколько открытых вопросов,
таких как наличие нелогарифмических сингулярностей и инвариант-
ность конечных величин относительно процесса регуляризации.

Одними из самых распространенных типов регуляризации являют-
ся размерная [2,3] и регуляризация с импульсом обрезания [4,5]. Пер-
вая из них основана на изменении размерности пространства. Хотя
такой подход сохраняет калибровочную инвариантность, его физиче-
ский смысл не до конца определен. В этом смысле регуляризация с
импульсом обрезания, которая подразумевает обрезание интеграла на
нижнем или верхнем пределе интегрирования, противоположна.

Данная работа посвящена модификациям и смешиваниям упомя-
нутых выше схем регуляризации. В качестве тестовой теории мы ис-
пользуем модель φ4, так как она проста для вычислений. Более того,
она позволяет получить расходимости, характерные для теории Янга–
Миллса.
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Автор благодарит А. В. Иванова за обсуждение и ценные комментарии. Работа
выполнена за счет гранта в форме субсидий из федерального бюджета на создание
и развитие международных математических центров мирового уровня, соглашение
между МОН и ПОМИ РАН № 075-15-2019-1620 от 8 ноября 2019 г.

242



РЕГУЛЯРИЗАЦИИ СМЕШАННОГО ТИПА 243

Одна из задач данной статьи – это показать процесс регуляризации
на примере асимптотического разложения теплового ядра. Мы рас-
сматриваем модификацию регуляризации с импульсом обрезания, ос-
нованную на сдвиге функции Грина. Затем изучается размерная регу-
ляризация с целью упростить петлевые расчеты и найти нелогарифми-
ческие расходимости. Мы показываем, что обе задачи могут быть до-
стигнуты путем добавления функций специального вида к ядру функ-
ции Грина.

Работа построена следующим образом. В Разделе 2 мы приводим
краткое описание разложения теплового ядра и схем регуляризаций,
а также обсуждаем примеры сдвигов функции Грина. Раздел 3 содер-
жит обсуждение нелогарифмических сингулярностей. Некоторые до-
полнительные открытые вопросы и краткие комментарии приведены
в Разделе 4.

§2. Функция Грина и ее регуляризации

Определения. Основным объектом исследования данной работы яв-
ляется функция Грина для оператора Лапласа. Она широко исполь-
зуется в различных областях, и, в частности, является центральным
объектом в диаграммной технике Фейнмана [6] и петлевом разложе-
нии. Мы рассматриваем скалярную φ4-модель, для которой оператор
Лапласа имеет следующий вид

N(x) = −∂µ∂
µ − v(x), (1)

где v(x) – гладкий скалярный потенциал.
Для работы с функцией Грина такого оператора мы используем

метод теплового ядра [7], согласно которому

G(x, y) =

+∞
∫

0

dτ

[

e−r2/4τ

(4πτ)d/2

(

+∞
∑

k=0

τkak(x, y)

)]

, (2)

где ak(x, y) – коэффициенты Сили–деВитта и r = |x− y|.
Отметим, что нас интересуют инфракрасные (ИК) расходимости в

координатном представлении, что приводит к рассмотрению области
x ∼ y. При таких условиях, асимптотическое разложение функции
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Грина в четырехмерном пространстве имеет вид (см. [8, 9])

G(x, y) =
1

4π2r2
−

ln(rµ)2

16π2
a1(x, y)+

r2 ln(rµ)2

64π2
a2(x, y)+PS(x, y)+ o(r3),

(3)
где

a1(x, y) = v(y) +
1

2
(x− y)µ∂µv(y) +

1

6
(x− y)µν∂µνv(y) + o(r2), (4)

a2(x, y) =
1

6
∂µµv(y) +

1

2
v2(y) + o(1), (5)

и PS(x, y) – нелокальная регулярная часть [10]. Мы ввели вспомога-
тельный размерный параметр µ, который не влияет на вычисления,
чтобы сохранить безразмерность аргумента ln( · ).

Регуляризация с импульсом обрезания. Введем регуляризацию с
импульсом обрезания, как это было предложено в [11]. Она получается
с помощью следующей замены в показателе экспоненты в (2)

r → rΛ =

{

r , 1/Λ 6 r;

1/Λ , 0 6 r < 1/Λ.
(6)

Здесь Λ – размерный параметр. Тогда, используя характеристическую
функцию χ, мы получаем следующее разложение

GΛ(x, y) = G(x, y)
∣

∣

rΛ=1
χ(rΛ<1) +G(x, y)χ(rΛ>1), (7)

где коэффициенты Сили–деВитта не изменяются.
Заметим, что функция Грина может быть изменена следующим об-

разом

GΛ(x, y) → GΛ(x, y) + fΛ(x, y) : N(x)fΛ(x, y) −→
Λ→+∞

0, (8)

где N(x) – оператор Лапласа (1).
В частности, это означает, что мы можем изменить первый член в

формуле (7), поскольку функция fΛ(x, y) = Λ2χ(rΛ<1) удовлетворя-
ет последнему условию из (8). Например, мы можем опустить первое
слагаемое полностью, так как верно равенство

G(x, y)
∣

∣

rΛ=1
=

Λ2

4π2
(1 + o(1)), rΛ < 1, Λ → +∞. (9)

Стоит отметить, что в зависимости от рассматриваемой модели,
можно использовать различные условия. В скалярной теории удобно
положить первое слагаемое в формуле (7) равным нулю, тогда как в
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теории Янга–Миллса, которая содержит дифференциальный оператор
в вершинах, удобнее сохранять непрерывность и использовать другое
условие (см. [11]).

Размерная регуляризация. Рассмотрим функцию Грина (2) в про-
странстве с нецелой размерностью d = 4 − 2ε, где ε > 0 достаточно
мало. Легко проверить, что тогда мы имеем следующие изменения
в (3).

1

4π2r2
→

r2ε−2µ2εΓ(1− ε)

4π2−ε
;

−
ln(rµ)2

16π2
→

1

(4π)2−εε
+

(rµ)2εΓ(−ε)

42π2−ε
−

(rµ)2

4(4π)2−ε(ε− 1)
+ . . . ;

r2 ln(rµ)2

64π2
→

µ2εr2ε+2Γ(−1− ε)

43π2−ε
−

r2

43−επ2−εε
+

µ−2

(4π)2−ε(ε+ 1)
+ . . . ,

где µ – вспомогательный размерный параметр и Γ(x) – Гамма-функ-
ция. Заметим, что в этом случае функция Грина может быть изменена
следующим образом

Gε(x, y) → Gε(x, y) + fε(x, y) : N(x)fε(x, y) −→
ε→0

0. (10)

Выбирая fε(x, y) = εr2ε−2, что удовлетворяет условию (10), мы мо-
жем получить функцию Грина в виде

Gε(x, y) =
1

4π2r2−2ε
−

ln(rµ)2

16π2
a1(x, y) +

r2 ln(rµ)2

64π2
a2(x, y)

+ PS(x, y) + o(r3),

(11)

где только первое слагаемое отличается от (3).
Отметим несколько важных моментов. С одной стороны, деформа-

ция функции Грина, описанная выше, значительно упрощает петлевые
вычисления, так как нам не придется работать с громоздкими рядами
по степеням ε. Однако с другой стороны, мы можем потерять важные
свойства, такие как калибровочная инвариантность в теории Янга–
Миллса, которую потом придется дополнительно восстанавливать.

Также необходимо сделать еще одно замечание. В случае размерной
регуляризации мы должны изменять размерность не только функции
Грина, но и полей, и меры интегрирования. На самом деле мы может
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избежать таких модификаций, определив новую размерную регуляри-
зацию путем деформации только функции Грина, а остальные объек-
ты оставить без изменений. В отличие от стандартного подхода, такой
случай имеет ясный физический смысл, так как размерность d = 4
сохраняется.

§3. Нелогарифмические расходимости

Рассмотрим трех-петлевую диаграмму для модели φ4. Она имеет
следующий вид

∫

d4x

∫

d4y [G4(x, y)−G4(x, y)
∣

∣

v=0
]. (12)

Это показательный пример, так как он дает расходимости, харак-
терные для двух-петлевых вкладов в эффективное действие Янга–
Миллса (см. [12]). Для ее подсчета нам необходимо применить регу-
ляризацию и использовать разложение функции Грина (3), где ко-
эффициенты Сили–деВитта aj(x, y) могут быть представлены рядами
Тейлора (4)–(5). Далее мы делаем сдвиг x − y → x, так что расходя-
щиеся части факторизуются в виде I · J , где I – сингулярный член,
независящий от v, и J – конечный функционал от v.

Рассмотрим вклады I, которые соответствуют расходимостям. На-
помним, что мы рассматриваем ИК сингулярности, поэтому после пе-
рехода в полярные координаты будем анализировать только окрест-
ность нуля, например, шар с центром в начале координат. В Таблице 1
мы приводим типичные расходимости для регуляризации с импульсом
обрезания (7), где первое слагаемое положено равным нулю, и для раз-
мерной регуляризации (11).

Регуляризация с импульсом обрезания Размерная регуляризация

интеграл расходимости интеграл расходимости

∫ 1
1/Λ dr r

−3
O(Λ2)

∫ 1
0 dr r

−3+αε ∫
∞

0 dr e
(2−αε)r =

αε62
∞

∫ 1
1/Λ dr r

−3 ln(r) O(Λ2
L)

∫ 1
0 dr r

−3+αε ln(r)
∫
∞

0 dr e
(2−αε)r

r =
αε62

∞

∫ 1
1/Λ dr r

−1 lnn(r) O(Ln+1)
∫ 1
0 dr r

−1+βε lnn(r) O(ε−n−1)

Таблица 1. Типичные интегралы и их расходимости
для (12), полученные с помощью регуляризации с им-
пульсом обрезания и размерной регуляризации, где
L = ln(Λ/µ), µ = 1, α, β ∈ N и n = 0, 1, 2.
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Из таблицы видно, что при размерной регуляризации возникают
бесконечные вклады. Некоторые статьи предлагают следующее реше-
ние этой проблемы: сначала интеграл вычисляется при значении па-
раметра αε > 2, а затем аналитически продолжается в область αε 6 2.
Это означает, что такие вклады дают сингулярность, пропорциональ-
ную полюсу (αε− 2)−1 (см. [13]). Однако, такое объяснение не совсем
корректно, так как формула (12) может не существовать в области
αε > 2 и могут возникнуть другие расходимости.

Мы хотим предложить другой подход. Воспользуемся свойст-
вом (10) и добавим к функции Грина (11) следующий вклад

fε(x, y) = −
1

4π2r2−2ε
χ(0, e−g(ε)), (13)

где g(ε) – возрастающая функция при ε → +0, свойства которой опре-
делим ниже. Такая добавка означает, что мы вырезаем область
(0, e−g(ε)) в интегралах (12). Другими словами, мы смешиваем раз-
мерную регуляризацию и регуляризацию с импульсом обрезания.

Ясно, что функция должна обладать свойством g(ε) → +∞ при
ε → +0 для того, чтобы можно было снять регуляризацию. Сформу-
лируем еще несколько предположений, которые позволят найти допол-
нительные ограничения:

(1) бесконечные вклады должны быть регуляризованы;
(2) стандартные полюса 1/εk не должны быть изменены.

Первое условие может быть достигнуто требованием g(ε) < +∞ для
всех ε > 0. Действительно, после замены переменных, бесконечные
вклады из Таблицы 1 имеют следующий вид

∫ g(ε)

0

dr e(2−αε)rrn =
1

2
gn(ε)e(2−αε)g(ε)(1 + o(1)), (14)

где n = 0, 1, и ε достаточно мало.
Чтобы удовлетворить второму условию, необходимо проверить, что

следующая разность стремится к нулю при ε → +0

∞
∫

0

dr e−βεrrn −

g(ε)
∫

0

dr e−βεrrn =

∞
∫

0

dr (r + g(ε))ne−βεre−βεg(ε)

= P (ε−1, g(ε)) e−βεg(ε),

(15)
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где n = 0, 1, 2, и P – полином конечной степени. Например, она стре-
мится к нулю, если g(ε) = σε−1−δ для произвольных положитель-
ных δ и σ. Таким образом, в смешанной регуляризации мы сохранили
полюса 1/ε, а также получили экспоненциально большие сингуляр-
ности (14), которые позволяют провести аналогию с регуляризацией
обрезанием.

Рассмотрим предельный случай, когда δ = 0 и σ = 1/2. При таких
значениях разность (15) не стремится к нулю, и второе условие на-
рушается. Это означает, что формула (15) дает дополнительные лога-
рифмические сингулярности, которые изменяют значение коэффици-
ентов около полюсов. Кроме того, это приводит к возникновению син-
гулярностей двух типов, ε−1 и exp(ε−1), согласно формуле (14), между
которыми строго экспоненциальное отношение, так как 2εg(ε) = 1.

§4. Обсуждение

В данной статье мы рассмотрели несколько идей модификации про-
цесса регуляризации. Было показано, что функция Грина может быть
изменена с помощью сдвига. Его явный вид зависит от рассматрива-
емой теории и регуляризационной схемы. Такое преобразование поз-
воляет упростить вычисления. Также мы отметили, что нецелую раз-
мерность пространства можно использовать только для деформации
функции Грина, так что размерная регуляризация приобретает четкий
физический смысл. Однако, в этих случаях калибровочная инвариант-
ность может быть нарушена, что требует дальнейшего изучения.

Кроме того, мы представили регуляризацию смешанного типа. Мы
показали, как бесконечные вклады могут быть регуляризованы с по-
мощью подходящего выбора функции g(ε), и что это приводит к нело-
гарифмическим расходимостям. В то же время стандартные полюса
остаются без изменений. Мы хотим подчеркнуть, что в данной работе
для простоты изложения мы рассматривали смешанную регуляриза-
цию, основанную на функции Грина со сдвигом. Также, как отмечено
выше, мы вернулись к размерности d = 4 для анализа расходимостей
трех-петлевой диаграммы. Однако, эти предположения не являются
необходимыми, поэтому более общий случай смешанной регуляриза-
ции может быть рассмотрен.
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