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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МЕЛЛИНА–БАРНСА ДЛЯ
ДВУХПЕТЛЕВОЙ МАСТЕР-ДИАГРАММЫ

§1. Введение

В теории квантовых интегрируемых моделей (см. обзоры [1–3]) од-
ним из эффективных методов исследования является метод разделе-
ния переменных Е. К. Склянина [3–5]. Этот подход основан на ис-
пользовании унитарного преобразования для перехода из координат-
ного представления в представление разделенных переменных, в кото-
ром задача исследования исходного Гамильтониана кардинально упро-
щается. Такое унитарное преобразование осуществляется интеграль-
ным оператором, ядром которого служат общие собственные функции
специального семейства коммутирующих операторов. Двумя содержа-
тельными примерами квантовых интегрируемых моделей, где удалось
полностью реализовать программу разделения переменных, являют-
ся квантовая цепочка Тоды [4, 6, 7] и двумерная модель некомпактной
спиновой цепочки [11].

В работах Л. Н. Липатова [8, 9], Л. Д. Фаддеева и Г. П. Корчем-
ского [10] было открыто, что двумерная модель некомпактной спино-
вой цепочки описывает высоко-энергетические процессы в квантовой
хромодинамике. Оператор перехода в представление разделенных пе-
ременных для этой модели был построен явным образом в [11]. В са-
мом простом случае получается либо двумерное преобразование Фу-
рье, либо двумерное обобщение преобразования Меллина, так что об-
щий случай является далеко идущим обобщением двух классических
интегральных преобразований.

Переход к разделенным переменным оказался очень удобным ин-
струментом для вычисления многопетлевых фейнмановских диаграмм
в квантовой теории поля. В работе Бассо–Диксона “Gluing Ladder
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Feynman Diagrams into Fishnets” [14] в качестве гипотезы было пред-
ложено замечательное детерминантное представление для специально-
го класса фейнмановских диаграмм, которые играют доминирующую
роль в четырехмерной модели Fishnet CFT [12]. Затем в [15] с помощью
интегрального преобразования к разделенным переменным был выве-
ден аналог детерминантного представления Бассо–Диксона для диа-
грамм двумерной модели Fishnet CFT [13], а в [16] получено обобщение
на четырехмерный случай. Тем самым гипотеза Бассо–Диксона была
доказана и основным используемым инструментом оказалось преоб-
разование к разделенным переменным. Необходимое для этого обоб-
щение основных формул [11] с двумерного на четырехмерный случай
было разработано в [16].

Важным открытым вопросом является обобщение на произвольное
число измерений, однако в самом простом случае необходимые форму-
лы достаточно очевидны и известны [13,17]. По аналогии с двумерным
случаем, мы будем называть самое простое интегральное преобразо-
вание преобразованием Меллина–Барнса. В данной работе преобра-
зование Меллина–Барнса применяется для вычисления двухпетлевой
мастер-диаграммы [32,33].

Статья организована следующим образом. Во втором разделе фор-
мулируется общая схема вычислений. В третьем разделе изложенная
схема применяется к вычислению двухпетлевой диаграммы в двумер-
ном случае. Последний раздел посвящен случаю произвольного числа
измерений. В приложении мы приводим доказательство унитарности
преобразования Меллина–Барнса для произвольного числа измерений.

Двумерный случай выделен отдельно по двум причинам. Во-пер-
вых, в двумерии все вычисления можно провести для диаграммы с
произвольными тензорными линиями, не ограничиваясь только ска-
лярными пропагаторами. Во-вторых, в двумерии происходит замеча-
тельная факторизация: двукратная сумма факторизуется в произве-
дение двух однократных.

§2. Постановка задачи

В данном разделе мы попытаемся схематически сформулировать
задачу и общие правила игры. Пусть N – абстрактное множество ин-
дексов, элементы которого α ∈ N могут иметь достаточно сложную
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структуру, включая непрерывные и дискретные параметры. Далее вве-
дем пространство интегрирования V , а также переменные z как функ-
ции V → C. Меру интегрирования мы будем обозначать Dz. Введем
семейство функций

Dα(z1, z2) : V × V → C, α ∈ N . (1)

Такие функции являются базовыми элементами диаграммной тех-
ники и будут обозначаться направленной линией из точки z1 в точку
z2 с индексом α, как это показано на Рис. 1. В свою очередь, интегри-
рование по V с мерой Dz мы будем обозначать точкой.

Dα(z1, z2) = z1 z2
α

Рис. 1. Элемент диаграммной техники “линия”.

Сейчас мы готовы выписать основной объект, см. Рис. 2, изуче-
нию которого и посвящена эта работа. Сразу отметим, что как функ-
ция внешних параметров α1, . . . , α5 указанный интеграл понимается в
смысле аналитического продолжения из выбранной области сходимо-
сти в комплексную плоскость.

z1 z2

α2

α1

α3

α4

α5

Рис. 2. Двухпетлевая диаграмма.

Как правило, в теории интегрируемых моделей функции Dα обла-
дают дополнительными свойствами, которые упрощают задачу и поз-
воляют выписать явный ответ. Мы отметим три основных:

(1) Пусть α, β ∈ N , тогда

Dα(z1, z2)D
β(z1, z2) = Dc(z1, z2), (2)

где c ∈ N – функция параметров α и β;
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(2) Пусть α, β ∈ N , тогда цепное правило изображено на Рис. 3,
где ĉ ∈ N – функция параметров α и β;

(3) Преобразование Меллина–Барнса, изображенное на Рис. 4, в

котором D̃s является мерой на множестве N , z0 – свободный
параметр, а c̃1 ∈ N и c̃2 ∈ N – функции параметров α и s.

z1 z2 = B(α, β)z1 z2
α β ĉ(α, β)

Рис. 3. Цепное правило.

z1 z2
α

=
∫
D̃sC(α, s) z0

z1

z2

c̃1(α, s)

c̃2(α, s)

Рис. 4. Преобразование Меллина–Барнса.

В дальнейшем мы будем предполагать, что эти свойства выполне-
ны. Они позволяют с легкостью получить ответ для диаграммы. Дей-
ствительно, применим преобразование Меллина–Барнса к диагонали с
индексом α5 на Рис. 2, выбрав свободный параметр z0 равным z1 (или
z2), а затем дважды применим свойство (2) и цепное правило. Тогда
ответ выписывается в виде

Db(z1, z2) =

∫
D̃sC(α5, s)B(b1(s), α4)B(b2(s), α3), (3)

где
b1(s) = c(α1, c̃1(α5, s)), b2(s) = c(α2, c̃2(α5, s))

и
b = c(ĉ(b1, α4), ĉ(b2, α3)).

В остальной части работы мы представим два частных случая (дву-
мерный и многомерный). При этом в первом случае свойства 1)–3)
уже известны и основным результатом является подсчет интеграла
(3) и дальнейшая факторизация ответа. Второй же случай посвящен
изучению вышеизложенных свойств 2) и 3), а также подсчету полу-
чившегося интеграла по вычетам.
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§3. Двумерный случай

Множеством индексов N в этом случае является C. При этом для
каждого индекса α ∈ C удобно определить «сопряженный» α по пра-
вилу α− α = nα ∈ Z. Введем для удобства вспомогательные функции

a(α) =
Γ(1− α)

Γ(α)
и a(α) =

Γ(1− α)

Γ(α)
, (4)

где Γ – стандартная Гамма-функция Эйлера. Для краткости произве-
дение таких объектов будем обозначать a(α1, . . . , αn) = a(α1) · · · a(αn).
Нетрудно проверить, что такие коэффициенты обладают свойствами

a(α)a(1 − α) = 1, a(α)a(1 − α) = (−1)nα ,

а также содержат простые полюса, рапределенные согласно следую-
щей Лемме.

Лемма 3.1. Пусть n ∈ N, m ∈ Z, x, y ∈ R, ν ∈ C, s = n
2 + iν,

s = −n
2 + iν, α = x+ iy и α = x+m+ iy, тогда функция a(1 − α± s)

имеет простые полюса по переменной ν в точках

ν = ∓i

(
α+

m+ | n∓m |

2
+ k

)
, k ∈ N ∪ {0}.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай со знаком плюс.
Введем вспомогательные переменные

n = n′ +m, ν = ip+ y, b = x+
m

2
,

тогда функцию можно переписать в виде:

a(1 − α+ s) =
Γ(α− s)

Γ(1 − α+ s)
=

Γ(x+ iy + n
2 − iν)

Γ(1−m− x− iy + n
2 + iν)

=
Γ(b+ n′

2 + p)

Γ(1 − b+ n′

2 − p)
.

Учитывая полюса верхней Гамма-функции и нули нижней, можно сде-

лать вывод, что особенности имеются в точках p = −b − |n′|
2 − k,

k ∈ N ∪ {0} по переменной p. Тогда утверждение следует из обрат-
ной замены переменной. �

Пространство интегрирования V совпадает с C, переменные явля-
ются комплексными числами и мера интегрирования имеет вид Dz =
dRe(z)d Im(z).
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Пусть ν ∈ R, n ∈ Z, s = n
2 + iν и s = −n

2 + iν, тогда, с учетом
определений

∫
D̃s =

∑

n∈Z

∫

R

dν и Dα(z1, z2) = (z2 − z1)
α(z2 − z1)

α,

оставшиеся коэффициенты и функции выписываются в виде:

c(α, β) = α+ β, (5)

B(α, β) = (−1)nα+nβπa(α, β, 2 − α− β), ĉ(α, β) = α+ β − 1, (6)

C(α, s) =
(−1)nα+ns

2π
a(α, 1 − s, 1 + s− α),

c̃1(α, s) = s, c̃2(α, s) = α− s. (7)

Тогда формула (3) принимает вид

π

2
Dα12345−2(z1, z2)a(α3, α4, α5)(−1)

nα1234

∫

γ

D̃sa(1−s, α25−s, 2−α14−s)

a(1 + s− α5, α1 + s, 2− α235 + s)(−1)n, (8)

где контур γ совпадает с R за исключением точки ν = 0, которую он
обходит снизу. Для упрощения формул мы будем использовать сле-
дующие сокращенные обозначения для сумм αik = αi + αk , nαik

=
nαi

+ nαk
, αikj = αi + αk + αj , nαikj

= nαi
+ nαk

+ nαj
и т.д.

Очевидно, что интегранд имеет на комплексной плоскости шесть
серий полюсов, три из которых (с аргументом −s) уходят на бесконеч-
ность в верхнюю полуплоскость, а остальные – в нижнюю.

Для удобства введем набор вспомогательных обозначений:

β2 = 1− α25, β3 = −1 + α14,

β4 = α5, β5 = 1− α1, β6 = −1 + α235,

тогда условия, при которых контур R отделяет «верхние» серии от
«нижних», с учетом Леммы 3.1, можно сформулировать так:

Re(βi)+nβi
/2 > 0, i = 2, 3, и Re(βj)+nβj

/2 > 0, j = 4, 5, 6. (9)

Замечание. Мы будем предполагать, что условия (9) выполнены и
контур вдоль вещественной оси разделяет серии полюсов. Все осталь-
ные случаи понимаются в смысле аналитического продолжения.
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Теорема 3.2. С учетом вышеизложенных предположений и условий

(9) интеграл (8) равен

π2Dα12345−2(z2, z1)(I1 + I2 + I3),

где Ii, i = 1, 2, 3, диктуются равенствами после формулы (12).

Доказательство. Используя определение (4), представим интегранд
в виде произведения Гамма-функций. Далее обозначим произведение
множителей, содержащих переменную s, через g(s), а произведение с
переменной s – через f(s).

Сразу отметим, что мы замкнем контур в верхней полуплоскости.
Следовательно, удобно отделить функции c особенностями, то есть
представить f(s) в виде

f(s) = Γ(s)f1(s) = Γ(β2 + s)f2(s) = Γ(β3 + s)f3(s). (10)

Тогда подынтегральное выражение представимо тремя способами

(−1)n
Γ(s)f1(s)

g(s)
= (−1)n

Γ(β2 + s)f2(s)

g(s)
= (−1)n

Γ(β3 + s)f3(s)

g(s)
. (11)

Далее, используя Лемму 3.1, выпишем серии полюсов по переменной
ν:

{
i

(
| ns |

2
+ k

)
, k ∈ N ∪ {0}

}
,

{
i

(
β2 +

nβ2+ | ns + nβ2 |

2
+ k

)
, k ∈ N ∪ {0}

}
,

{
i

(
β3 +

nβ3+ | ns + nβ3 |

2
+ k

)
, k ∈ N ∪ {0}

}
.

�

После подсчета вычетов мы получим три слагаемых, каждый из
которых содержит двойную сумму по множеству Z×N. Оказывается,
что ответ можно преобразовать при помощи следующего утверждения
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Лемма 3.3. Пусть k ∈ N, n,m ∈ Z, и h1, h2 ∈ C(Z,C) – достаточно

быстро убывающие на бесконечности функции, тогда верно соотно-

шение

∑

n∈Z

∞∑

k=0

(−1)nh1

(
m+ n+ | n+m |

2
+ k

)
h2

(
n−m− | n+m |

2
− k

)

=

(
∞∑

k=0

(−1)kh1(k)

)(
∞∑

n=0

(−1)m+nh2(−m− n)

)
.

Доказательство. Разделим суммирование по переменной n ∈ Z на
две части: n+m > 0 и n+m < 0.

Сделаем в первой сумме замену n→ −m−k−n, а затем используем
дискретную теорему Тонелли–Фубини

∞∑

k=0

∞∑

n=k

→
∞∑

n=0

n∑

k=0

.

Во второй части суммы также сделаем замену n → −m − k + n,
затем переобозначим переменные n ↔ k, после чего получим сумму
вида

∞∑

n=0

∞∑

k=n+1

.

С учетом того, что в обоих случаях суммируемая функция имеет
один и тот же вид, два выражения можно объединить в одно, откуда
и следует утверждение леммы.

Преобразуем при помощи Леммы 3.3 ответы для каждой серии по-
люсов:

2π
∑

ns∈Z

∞∑

k=0

(−1)(
ns+|ns|

2 +k+ns)
(

ns+|ns|
2 + k

)
!

f1

(
−ns+|ns|

2 − k
)

g
(

ns−|ns|
2 − k

)

= 2π

(
∞∑

k=0

f1(−k)

k!

)(
∞∑

n=0

(−1)n

g(−n)

)
.
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Аналогичным образом получаем ответы для двух оставшихся серий:

2π

(
∞∑

k=0

f2(−k − β2)

k!

)(
∞∑

n=0

(−1)n+nβ2

g(−n− β2)

)
,

2π

(
∞∑

k=0

f3(−k − β3)

k!

)(
∞∑

n=0

(−1)n+nβ3

g(−n− β3)

)
.

Последние суммы можно преобразовать к гипергеометрическим
функциям, пользуясь разложениями

3F2(a1, a2, a3; 1− a4, 1− a5;x)

5∏

i=1

Γ(ai)

=

∞∑

k=0

xk

Γ(k + 1)
Γ(a1 + k)Γ(a2 + k)Γ(a3 + k)Γ(a4 − k)Γ(a5 − k),

3F2(1− a1, 1− a2, 1− a3; a4, a5;x)

=

5∏

i=1

Γ(ai)

∞∑

k=0

(−x)k

Γ(k+1)Γ(a1−k)Γ(a2−k)Γ(a3−k)Γ(a4+k)Γ(a5+k)
.

Тогда, с учетом коэффициента перед интегралом (3) и свойства
Dα(z1, z2) = (−1)nαDα(z2, z1), окончательный ответ выписывается в
виде трех слагаемых:

π2Dα12345−2(z2, z1)(I1 + I2 + I3), (12)

где

I1 = a(α1, α3, α4, 2− α14, α25, 2− α235)

3F2(α5, 1− α1,−1 + α235, 2− α14, α25; 1)

3F2(α5, 1− α1,−1 + α235, 2− α14, α25; 1) ,

I2 = a(α2, α4, α5,−1 + α125, 2− α25, 3− α1245)(−1)nα23

3F2(α3, 2− α125, 1− α2, 2− α25, 3− α1245; 1)

3F2(α3, 2− α125, 1− α2, 2− α25, 3− α1245; 1),

I3 = a(α3, α5, 3− α12345, 2− α145, α14,−1 + α1245)(−1)nα15

3F2(α4,−2 + α12345,−1 + α145, α14,−1 + α1245; 1)

3F2(α4,−2 + α12345,−1 + α145, α14,−1 + α1245; 1) ,

что завершает доказательство Теоремы 3.2. �
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§4. Многомерный случай

В этом случае семейство функций (1) имеет следующий вид

Dα(z1, z2) =
(z1 − z2)

µ1...µn

(z1 − z2)2(d/4+n/2+iν)
, (13)

где ν ∈ R , n = 0, 1, 2, . . . и z1 , z2 – векторы в d-мерном простран-
стве (z1 , z2 ∈ R

d). Символ (z1 − z2)
µ1...µn означает бесследовую часть

тензора (z1 − z2)
µ1 · · · (z1 − z2)

µn , например

(z1 − z2)
µ1µ2 = (z1 − z2)

µ1(z1 − z2)
µ2 −

1

d
δµ1µ2(z1 − z2)

2.

Явное выражение в общем случае дается формулами (20) и (21).
Таким образом, индекс α, как и в двумерном случае, содержит дис-
кретные параметры и один непрерывный вещественный параметр ν.
К дискретным параметрам относится число n, задающее ранг тензора
(z1−z2)µ1...µn и число, нумерующее независимые компоненты симмет-
ричного бесследового тензора ранге n. В двумерном случае независи-
мых компонент всего две, так что остается только n. Пространство
интегрирования V совпадает с R

d, и мера интегрирования имеет стан-
дартный вид Dz = ddz. При этом, как правило, мы будем опускать
запись Rd.

Цепное правило, или правило интегрирования цепочки, изображен-
ное на Рис. 3, дает ответ для интеграла

∫
ddx

xµ1...µn

x2α
(y − x)µn+1...µn+m

(y − x)2β
, (14)

где n,m ∈ N. Однако для анализа рассматриваемой диаграммы общая
формула не нужна, поэтому мы будем использовать лишь специальные
случаи.

В частности, если положить m = 0 в формуле (14), то можно полу-
чить следующее цепное соотношение [30, 37]

∫
ddx

xµ1...µn

x2α
1

(y − x)
2β

= πd/2 an (α) a0 (β)

an(α+ β − d/2)

yµ1...µn

y2(α+β−d/2)
, (15)

где

an (α) =
Γ (d/2− α+ n)

Γ (α)
.

Кроме этого нам понадобится еще только одно дополнительное со-
отношение. Положим m = n в формуле (14), и свернем индекс µi с
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индексом µn+i для i ∈ {1, . . . , n}. Получившийся интеграл вычисляет-
ся и ответ имеет вид
∫
ddx

xµ1...µn

x2α
(y − x)

µ1...µn

(y − x)
2β

=
πd/2an (α) an (β)

a0 (α+ β − d/2− n)

Γ (n+ d− 2) Γ (d/2− 1)

2nΓ (d− 2) Γ (n+ d/2− 1)

1

y2(α+β−d/2−n)
, (16)

где использовано стандартное правило суммирования по повторяю-
щимся тензорным индексам. Сразу отметим, что по построению в ле-
вой части формулы (16) стоит сумма интегралов вида (14), так что ко-
эффициент в правой части дается такой же суммой B-коэффициентов,
изображенных на рис. 3. Таким образом, для вычисления рассматри-
ваемой диаграммы нужны не отдельныеB-коэффициенты, а их сумма,
которая вычисляется в замкнутом виде.

Перейдем к выводу преобразования Меллина–Барнса, изображен-
ного на Рис. 4. Функции (13) являются собственными функциями се-
мейства коммутирующих операторов Q (u) и образуют полную орто-
гональную систему (см. Приложение). Соотношения ортогональности
и полноты имеют следующий явный вид
∫
ddx

xµ1...µn

x2(d/4+n/2+iν)

xν1...νm

x2(d/4+m/2−iλ)
= cnδnmδ (ν − λ)Pµ1...µn

ν1...νn , (17)

∑

n≥0

1

cn

∫

R

dν
xµ1...µn

x2(d/4+n/2+iν)

yµ1...µn

y2(d/4+n/2−iν)
= δ(d) (x− y) , (18)

где константа cn дается выражением

cn =
πd/2+1n!

2n−1Γ (d/2 + n)
, (19)

и в (18) вновь подразумевается правило суммирования по повторяю-
щимся тензорным индексам.

Оператор Pµ1...µn
ν1...νn является проектором на бесследовые симметрич-

ные тензоры

xµ1...µn = Pµ1...µn
ν1...νn x

ν1 . . . xνn (20)

и определяется формулой [36, 37]

Pµ1...µn
ν1...νn =

∑

p≥0

n! (−1)
p
Γ (n− p+ d/2− 1)

22pp! (n− 2p)!Γ (n+ d/2− 1)

× Ŝ
(
δµ1µ2δν1ν2 . . . δ

µ2p−1µ2pδν2p−1ν2pδ
µ2p+1
ν2p+1...δ

µn
νn

)
,

(21)
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где Ŝ – оператор симметризации по всем тензорным индексам. Исполь-
зуя полноту, можно получить представление Меллина–Барнса для ска-
лярного пропагатора. Самый простой путь состоит в использовании
разложения δ-функции (18) в формуле

1

(x− y)
2α =

∫
ddz

1

(x− z)
2α δ

(d) (z − y) ,

что дает

1

(x− y)
2α =

∑

n≥0

∫

R

dν
1

cn

yµ1...µn

y2(d/4+n/2−iν)

∫
ddz

1

(z − y)
2α

zµ1...µn

z2(d/4+n/2+iν)
.

Далее, для вычисления интеграла по z используем правило инте-
грирования цепочки (15) и, таким образом, получим представление
для пропагатора

1

(x− y)
2α

=
∑

n≥0

∫

R

dν
πd/2

cn

an (d/4+n/2+iν)a0 (α)

an (α−d/4+n/2+iν)

xµ1...µn

x2(α−d/4+n/2+iν)
yµ1...µn

y2(d/4+n/2−iν)
.

Последнее выражение инвариантно относительно трансляции на
произвольный вектор, так что общая формула для преобразования
Меллина–Барнса имеет следующий вид

1

(x− y)
2α =

∑

n≥0

∫

R

dν
πd/2

cn

an (d/4 + n/2 + iν) a0 (α)

an (α− d/4 + n/2 + iν)

×
(x− z)

µ1...µn

(x− z)
2(α−d/4+n/2+iν)

(y − z)
µ1...µn

(y − z)
2(d/4+n/2−iν)

.

(22)

Во избежание путаницы следует также отметить, что мера Мел-
лина–Барнса содержит суммирование не только по параметру n, но и
по тензорным значкам µi, i ∈ {1, . . . , n}.

Перейдем к вычислению диаграммы на рис. 2. Из-за отсутствия
формулы для произвольной комбинации (14) мы не имеем возможно-
сти вычислить диаграмму в общем виде. По этой причине мы будем
рассматривать функции (13) только скалярного вида, то есть когда
n = 0. Оказывается, что в таком случае именно благодаря наличию
соотношения (16) появляется возможность вычислить последний ин-
теграл (3).
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Вычисление двухпетлевого интеграла

I (α1, α2, α3, α4, α5) =

∫
ddxddy

x2α1y2α2 (z − x)
2α3 (z − y)

2α4 (x− y)
2α5

(23)

производится по общей схеме, изложенной во втором разделе. На пер-
вом шаге используем формулу (22) для пропагатора между вершина-
ми x и z, дополнительно сместив обе вершины на вектор y. Интеграл
принимает вид

I (α1, α2, α3, α4, α5) =
∑

n≥0

∫

R

dν
πd/2

cn

an (d/4 + n/2 + iν) a0 (α3)

an (α3 + n/2− d/4 + iν)

∫
ddxddy

(x− y)
µ1...µn (z − y)

µ1...µn

x2α1y2α2 (x− y)2(α35+n/2−d/4+iν) (z − y)2(α4+d/4+n/2−iν)
,

(24)

так что теперь оставшиеся интегралы по x и y можно сосчитать, ис-
пользуя правило цепочки.

Действительно, воспользуемся соотношением (15) и вычислим ин-
теграл по переменной x. Тогда вторая строка формулы (24) переписы-
вается в виде

(−1)
n
πd/2 an (α35 + n/2− d/4 + iν) a0 (α1)

an (α135 + n/2− 3d/4 + iν)
∫
ddy

yµ1...µn

yα1235+n/2−3d/4+iν

(z − y)
µ1...µn

(z − y)
2(α4+d/4+n/2−iν)

.

Далее, согласно схеме из раздела 2, нужно вновь применить к каж-
дому слагаемому из суммы по тензорным значкам цепное соотноше-
ние. Однако, из-за отсутствие последнего, мы добавим суммирование
по тензорным индексам к интегрированию по переменной y, а затем
воспользуемся соотношением (16). Тогда мы получим равенство
∫
ddy

yµ1...µn

yα1235+n/2−3d/4+iν

(z − y)
µ1...µn

(z − y)2(α4+d/4+n/2−iν)

= πd/2 Γ (n+ d− 2) Γ (d/2− 1)

2nΓ (d− 2) Γ (n+ d/2− 1)

×
an (α1235 + n/2− 3d/4 + iν) an (α4 + d/4 + n/2− iν)

a0 (α12345 − d)

1

z2(α12345−d)
.
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Таким образом, общий ответ для диаграммы имеет стандартный
вид

I (α1, α2, α3, α4, α5) =
C

z2(α12345−d)
,

где

C =
πd−1

2

Γ (d/2− 1)

Γ (d− 2)

a0 (α1) a0 (α3)

a0 (α12345 − d)

×
∑

n

∫

R

dν (−1)
n
Mn

an (d/4 + n/2 + iν)

an (α3 + n/2− d/4 + iν)

×
an (α3 + α5 + n/2− d/4 + iν)

an (α135 + n/2− 3d/4 + iν)

× an (α1235 + n/2− 3d/4 + iν) an (α4 + d/4 + n/2− iν) , (25)

и для удобства введено дополнительное обозначение

Mn =
1

n!
(n+ d/2− 1) Γ (n+ d− 2) . (26)

По аналогии с двумерией будем вычислять интеграл по ν при по-
мощи теории вычетов. Для того, чтобы разобраться со структурой
полюсов, перепишем подынтегральное выражение в терминах гамма-
функций

Γ (d/4 + n/2− iν)

Γ (d/4 + n/2 + iν)

Γ (α3 + n/2− d/4 + iν)

Γ (3d/4 + n/2− α3 − iν)

×
Γ (3d/4 + n/2− α35 − iν)

Γ (α35 + n/2− d/4 + iν)

Γ (α135 + n/2− 3d/4 + iν)

Γ (5d/4 + n/2− α135 − iν)

×
Γ (5d/4 + n/2− α1235 − iν)

Γ (α1235 + n/2− 3d/4 + iν)

Γ (d/4 + n/2− α4 + iν)

Γ (α4 + d/4 + n/2− iν)
.

Данное выражение имеет 6 бесконечных серий полюсов, три из них
уходят в верхнюю полуплоскость, а три – в нижнюю. По аналогии с
двумерией будем замыкать контур в верхней полуплоскости, так что
переходим к перечислению соответствующих полюсов. Гамма функция
имеет простой полюс в целых отрицательных числах

Γ (x) =
(−1)

n

n!

1

x+ n
+ . . . ,
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так что полюса в верхней полуплоскости возникают в трех случаях




ν = i (k1 + α3 + n/2− d/4) ;

ν = i (k2 + α1 + α3 + α5 + n/2− 3d/4) ;

ν = i (k3 + d/4− α4 + n/2) .

Вычисляя суммы вычетов, получаем окончательный ответ

C = πdΓ (d/2− 1)

Γ (d− 2)

a0 (α1) a0 (α3)

a0 (α12345 − d)
(I1 + I2 + I3) , (27)

где

I1 =
∞∑

n=0

(−1)nMn

∞∑

k=0

(−1)k

k!

Γ (α3 + n+ k)

Γ (d/2− α3 − k)

×
Γ (d/2 + n− α5 + k)

Γ (α5 − k)

Γ (α15 − d/2− k)

Γ (d+ n− α15 + k)

×
Γ (d+ n− α125 + k)

Γ (α125 − d/2− k)

Γ (d/2− α34 − k)

Γ (n+ α34 + k)

1

Γ (d/2 + n+ k)
,

I2 =

∞∑

n=0

(−1)nMn

∞∑

k=0

(−1)
k

k!

Γ (n− d/2 + α135 + k)

Γ (d− α135 − k)

×
Γ (d/2− α15 − k)

Γ (n+ α15 + k)

Γ (n+ α1 + k)

Γ (d/2− α1 − k)

×
Γ (d/2 + n− α2 + k)

Γ (α2 − k)

Γ (d− α1345 − k)

Γ (n− d+ α1345 + k)

1

Γ (d/2 + n+ k)
,

I3 =

∞∑

n=0

(−1)
n
Mn

∞∑

k=0

(−1)
k

k!

Γ (d/2 + n− α4 + k)

Γ (α4 − k)

×
Γ (α34 − d/2− k)

Γ (d+ n− α34 + k)

Γ (d+ n− α345 + k)

Γ (α345 − k)

×
Γ (α1345 − d− k)

Γ (3d/2 + n− α1345 + k)

Γ (3d/2 + n− α12345 + k)

Γ (α12345 − d− k)

1

Γ (d/2 + n+ k)
.

§5. Заключение

Мы подробно рассмотрели применение самого простого интеграль-
ного преобразования к представлению разделенных переменных для
вычисления двухпетлевой мастер-диаграммы. По всей видимости,
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предложенный подход эквивалентен методу полиномов Гегенбауэра
[35–38], так что наша работа носит скорее методический характер.

Следующий этап работы – сравнение полученных формул с уже
имеющимися многочисленными результатами [30, 32, 33, 37] и, в част-
ности, важной задачей является вычисление специальной мастер-диаг-
раммы, возникающей в 1/N -разложении [30, 31, 34].

Предложенный метод может быть применен к вычислению лестнич-
ных диаграмм [27–29]. В многомерном случае все вычисления шаг в
шаг повторяют вычисления, проведенные в двумерном [15] и четырех-
мерном [13] случаях. Соответствующие формулы приведены в Прило-
жении.

Отметим интересные связи с другими исследованиями. Двумерное
преобразование к разделенным переменным оказалось удобным ин-
струментом при изучении операторов Рака в теории представлений
группы SL(2,C), которым посвящены работы Р.С.Исмагилова [19, 20]
и [21]. Интегралам Барнса–Исмагилова и их обобщениям посвящены
работы Ю.А.Неретина [22,23], а в работе Неретина–Молчанова [24] по
существу детально исследовано второе преобразование из иерархии
преобразований к разделенным переменным.

Работа [18] посвящена применению преобразования к разделенным
переменным для вывода двумерной версии интегралов Густафсона и
интересным открытым вопросом является исследование связи мето-
да разделения переменных с интегральными тождествами Доценко–
Фатеева и Фатеева–Литвинова в конформной теории поля [25, 26].

Приложение

Проектор. Введем проектор на пространство симметричных
бесследовых тензоров

ψ′
µ1...µn

= Pµ1...µn
ν1...νn ψν1...νn .

Исходный тензор ψν1...νn – симметричный, а после применения про-
ектора получаем симметричный бесследовый тензор ψ′

µ1...µn
. Опреде-

лим полином вида

P (u, v) =
1

n!
Pµ1...µn
ν1...νn u

µ1 · · ·uµnvν1 · · · vνn

и перепишем предыдущее равенство в эквивалентном виде

ψ′ (u) = P (u, ∂v)ψ (v)
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с помощью производящих функций

ψ′ (u) = ψ′
µ1...µn

uµ1 . . . uµn , ψ (v) = ψµ1...µn
vµ1 . . . vµn .

Требование бесследовости тензора ψ′
µ1...µn

эквивалентно соотноше-
нию ∆uP (u, v) = 0. Подстановка в уравнение ∆uP (u, v) = 0 общего
разложения

P (u, v) = (uv)
n
+ a1 (uv)

n−2
u2v2 + a2 (uv)

n−4
u4v4 + . . . ,

приводит к рекуррентным соотношениям на коэффициенты

ap = −ap−1
(n− 2p+ 2) (n− 2p+ 1)

2p (d+ 2n− 2− 2p)
. (.28)

Решение, удовлетворяющее начальному условию a0 = 1, имеет вид

ap =
n! (−1)p Γ (n− p+ d/2− 1)

22pp! (n− 2p)!Γ (n+ d/2− 1)
, (.29)

так что в итоге получаем формулу (21), где оператор Ŝ – оператор
симметризации

Ŝ ψµ1···µn
=

1

n!

∑

p∈Sn

ψµp(1)···µp(n)
. (.30)

Ортогональность. Перейдем к доказательству соотношения
ортогональности∫

ddx
xµ1...µn

x2(d/4+n/2+iν)

xν1...νm

x2(d/4+m/2−iλ)
= cnδnmδ (ν − λ)Pµ1...µn

ν1...νn . (.31)

Дельта-функция δ (ν − λ) возникает при интегрировании по ради-
альной переменной, поэтому удобно сразу отделить эту часть, перейдя
к сферическим координатам∫

ddx
xµ1...µn xν1...νm

x2(d/2+(n+m)/2+i(ν−λ))
= πδ(λ − ν)

∫

Sd−1

dΩ x̂µ1...µn x̂ν1...νm ,

где dΩ – cтандартная мера на сфере, x̂µ – вектор единичной длины, а
интеграл по радиусу вычислен с помощью замены r = ep

∫ ∞

0

dr

r
r2i(λ−ν) = πδ(λ− ν).

Таким образом, задача свелась к доказательству тождества∫

Sd−1

dΩ x̂µ1...µn x̂ν1...νm =
cn
π
δnm Pµ1...µn

ν1...νn .



ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МЕЛЛИНА-БАРНСА 161

Перейдем к эквивалентному соотношению, свернув левую и правую
части с комплексными векторами u и v, удовлетворяющими условию
u2 = v2 = 0,

∫

Sd−1

dΩ (x̂u)
n
(x̂v)

m
=
cn
π
δnm (uv)

n
.

и докажем это соотношение с помощью формулы для гауссова инте-
грала

∫
ddx e−x2+xa = πd/2e

a2

4 .

Подставив a = tu+ sv и продифференцировав нужное число раз по
t и s, получим

∫
ddxe−x2

(xu)n (xv)m = πd/2n!2−n δnm(uv)n.

Последний интеграл отличается от искомого числовым множите-
лем. Его легко вычислить переходом в сферические координаты

∫
ddx e−x2

(xu)n (xv)m =
1

2
Γ

(
d+ n+m

2

)∫

Sd−1

dΩ (x̂u)n (x̂v)m,

откуда следует, что коэффициент cn имеет вид (19).

Полнота. Соотношение полноты для функций в d-мерном простран-
стве имеет вид (x, y ∈ Rd)

∑

n≥0

∫

R

dν
1

cn

xµ1...µn

x2(d/4+n/2−iν)

yµ1...µn

y2(d/4+n/2+iν)
= δ(d) (x− y) . (.32)

Дельта-функцию в правой части можно разложить в произведение
радиальной и угловой частей

δd (x− y) =
1

x2(d/2−1/2)
δ (|x| − |y|)

1

J
δ (x̂− ŷ) , (.33)

где |x| − длина вектора x, x̂ = x/|x| − единичный вектор, а J −
якобиан перехода к d-мерным сферическим координатам.

Выражение в левой части равенства (.32) имеет похожую структуру.
Интеграл по ν зависит только от длин векторов, а сумма по n связана
с угловой частью. Интеграл по ν может быть вычислен с помощью
замены |x| = eu , |y| = ev

∫

R

dν
1

|x|−2iν

1

|y|2iν
= πδ (u− v) , (.34)
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так что остается доказать равенство для угловой части

∑

n≥0

π

cn
x̂µ1...µn ŷµ1...µn =

1

J
δ (x̂− ŷ) , (.35)

которое при помощи формулы связи между полиномами Гегенбауэра
и бесследовыми симметричными тензорами [36]

x̂µ1...µn ŷµ1...µn =
n!Γ (d/2− 1)

2nΓ (n+ d/2− 1)
C(d/2−1)

n (x̂ · ŷ) , (.36)

переписывается как соотношение полноты для полиномов Гегенбауэра

∑

n≥0

(2n+ d− 2)C(d/2−1)
n (x̂ · ŷ) = (d− 2)Sd−1

1

J
δ (x̂− ŷ) , (.37)

где Sd−1 = 2πd/2Γ−1(d/2) – площадь площадь сферы единичного ра-
диуса в d-мерном пространстве.

Функция

G (x, y) =
1

(x− y)
2(d/2−1)

является фундаментальным решением d-мерного уравнения Лапласа

−∆xG (x, y) = (d− 2)Sd−1δ
(d) (x− y) , (.38)

и производящей функцией для полиномов Гегенбауэра [36] (мульти-
польное разложение)

G (x, y) =





∑
n≥0

|x|n

|y|n+d−2
C

(d/2−1)
n (x̂ · ŷ) , |x| < |y|;

∑
n≥0

|y|n

|x|n+d−2
C

(d/2−1)
n (x̂ · ŷ) , |y| < |x|.

(.39)

После интегрирования равенства (.38) по r = |x| в окрестности точ-
ки |y|, получим

−rd−1 ∂

∂r
G (x, y)

∣∣∣∣
|y|+0

|y|−0

= (d− 2)
Sd−1

J
δ (x̂− ŷ) .

Подстановка в левую часть последнего равенства разложения (.39)
немедленно приводит к тождеству (.37).
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Оператор Q(u) и лестничные диаграммы. Рассмотрим интеграль-
ный оператор Q (u)

[Q (u)Φ] (x) =

∫
ddy

1

(x− y)
2(d/2−u)

y2u
Φ (y) .

Операторы Q (u) образуют коммутативное семейство и для провер-
ки коммутативности Q (u)Q (v) = Q (v)Q (u) легче всего вычислить
ядро интегрального оператора Q (u)Q (v) при помощи соотношения
звезда-треугольник [29, 30] и убедиться в том, что оно симметрично
относительно перестановки u⇄ v. Проверка того, что функции

Ψµ1...µn (x) =
xµ1...µn

x2(d/4+n/2+iν)

являются собственными функциями, осуществляется прямым вычис-
лением с использованием формулы интегрирования цепочки (15)

[Q (u)Ψµ1...µn ] (x) = τ (u, ν, n) Ψµ1...µn(x),

τ (u, ν, n) = πd/2 an (d/4 + n/2 + u+ iν) a0 (d/2− u)

an (d/4 + n/2 + iν)
.

Функции Ψµ1...µn (x) образуют полную ортонормированную систе-
му, так что можно выписать спектральное разложение для ядра инте-
грального оператора Q (u) в виде

Qu (x, y) =
1

(x− y)
2(d/2−u)

y2u

=
∑

n≥0

1

cn

∫

R

dν τ (u, ν, n)
xµ1...µn

x2(d/4+n/2+iν)

yµ1...µn

y2(d/4+n/2−iν)
.

В силу того, что операторы Q(u) образуют коммутативное семей-
ство и имеют общий набор собственных функций, предыдущая фор-
мула легко распространяется на произведение Q(u1) · · ·Q(uL)

Qu1...uL
(x, y)

=
∑

n≥0

1

cn

∫

R

dν
xµ1...µn

x2(d/4+n/2+iν)
yµ1...µn

y2(d/4+n/2−iν)

L∏

k=1

τ (uk, ν, n) . (.40)
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С другой стороны, ядро произведения Q(u1) · · ·Q(uL) является
сверткой ядер соответствующих операторов и представляется инте-
гралом

Qu1...uL
(x, y) =

L−1∏

k=1

∫
ddxk

1

(xk−1 − xk)
2(d/2−uk)

1

x2uk

k

×
1

(xL − y)
2(d/2−uL)

1

y2uL
,

где x0 = x. Данный интеграл соответствует так называемой лестнич-
ной Фейнмановской диаграмме. Формула (.40) дает для него замкнутое
выражение в виде суммы по n и интеграла по ν. С помощью соотно-
шения (.36) получаем эквивалентное представление через полиномы
Гегенбауэра

Qu1...uL
(x, y) =

Γ (d/2− 1)

2πd/2−1

∑

n≥0

(d/2− 1 + n)

×

∫

R

dν
C

(d/2−1)
n (x̂ · ŷ)

x2(d/4+iν)y2(d/4−iν)

L∏

k=1

τ (uk, ν, n) .
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In the paper, we obtain an expression for a two-loop master-diagram by
using the Mellin–Barnes transformation. In the two-dimensional case we
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managed to factorize the answer and write it as a bilinear combination of
hypergeometric functions 3F2.
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