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РЕГУЛЯРНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ГРУППЫ GL(N,R):

ФАКТОРИЗАЦИЯ, ОПЕРАТОРЫ КАЗИМИРА И

ЦЕПОЧКА ТОДЫ

§1. Введение

В классической теории представлений конечных и непрерывных
групп особую роль играет регулярное представление, поскольку мно-
гие (все в случае компактных групп [1]) неприводимые представления
получаются из него редукцией.

Для групп Ли генераторы и, как следствие, операторы Казимира в
регулярном представлении являются дифференциальными оператора-
ми, что получает приложение в теории интегрируемых моделей кван-
товой механики; самым известным примером является атом водорода
и теория представлений групп SO(4) и SO(1, 3) [2].

В данной заметке мы представляем способ вычисления генерато-
ров и операторов Казимира в регулярном представлении для группы
GL(N,R) в случае параметризации Гаусса. В основе лежит следую-
щее наблюдение: матрица, составленная из генераторов в регулярном
представлении, допускает факторизацию на более простые части, для
каждой из которых нетрудно написать явный вид в случае произволь-
ного N . Кроме того, в контексте этой факторизации достаточно легко
увидеть связь между GL(N,R) и моделью квантовой цепочки Тоды.

В разделе 2 мы разберем самый простой случай GL(2,R) и на его
примере проиллюстрируем все основные утверждения.

Раздел 3 посвящен общему случаю группы GL(N,R), в котором
формулы становятся более громоздкими, но все доказательства ос-
новываются на простой идее о том, как связаны операторы левых и
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правых сдвигов на группе. Также поучительным оказывается рассмот-
рение форм Маурера-Картана – двойственного к генераторам в регу-
лярном представлении базиса дифференциальных форм. На их языке
формула факторизации становится очевидна.

В разделе 4 обсуждаются операторы Казимира. Удобной произво-
дящей функцией для них служит q-детерминант [3], и, основываясь на
формуле факторизации, формулируется гипотеза о его вычислении.

В последнем разделе 5 показано, что редуцированные операторы
Казимира совпадают с системой коммутирующих операторов (сохра-
няющихся величин) в модели квантовой открытой цепочки Тоды.

§2. Группа GL(2,R)

Группа GL(2,R) состоит из вещественных двумерных невырожден-
ных матриц. В этом разделе мы будем использовать параметризацию
Гаусса

g = abc =

(
1 0
α 1

)(
β1 0
0 β2

)(
1 γ
0 1

)
. (1)

Вычислим лево-инвариантную форму Маурера-Картана

ΩL = g−1dg = c−1b−1a−1[da bc+ a db c+ ab dc]

= c−1[b−1(a−1da)b+ b−1db+ dc c−1]c.
(2)

Все матрицы из дифференциальных форм легко считаются и повто-
ряют структуру исходного разложения Гаусса

b−1(a−1da)b =

(
0 0

β1

β2
dα 0

)
, b−1db =

( 1
β1
dβ1 0

0 1
β2
dβ2

)
, (3)

dc c−1 =

(
0 dγ
0 0

)
, (4)

так что получаем

ΩL =

(
1 −γ
0 1

)( 1
β1
dβ1 dγ

β1

β2
dα 1

β2
dβ2

)(
1 γ
0 1

)
. (5)

Двойственным объектом к матрице Маурера-Картана является мат-
рица из лево-инвариантных векторных полей на группе. Лево-инвари-
антные векторные поля на группе образуют базис алгебры Ли в правом
регулярном представлении [4].

Регулярное представление реализуется в пространстве функций на
группе. В нашем случае функция на группе – это функция от четырех
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переменных: Φ(g) = Φ(α, β1, β2, γ). Действие операторов правого регу-
лярного представления на функцию определяется следующей форму-
лой

[TR(h)Φ] (g) = Φ(gh). (6)

В качестве базиса в алгебре Ли удобно взять матрицы Eij

E11 =

(
1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 1
0 0

)
,

E21 =

(
0 0
1 0

)
, E22 =

(
0 0
0 1

)
.

(7)

Генераторы Rik алгебры Ли в правом регулярном представлении опре-
деляются при помощи формулы

TR(1 + εEik)Φ(g) = Φ(g(1 + εEik)) = Φ(g) + εRik Φ(g) +O(ε2). (8)

Продемонстрируем, как из этого определения найти Rij .
При умножении на матрицу 1 + εE12 изменяется только перемен-

ная γ → γ + ε

g(1 + εE12) = abc

(
1 ε
0 1

)
= ab

(
1 γ + ε
0 1

)
, (9)

так что получаем

TR(1 + εE12)Φ(α, β1, β2, γ) = Φ(α, β1, β2, γ + ε), (10)

что соответствует генератору R12 = ∂γ .
Умножение на диагональную матрицу Λ уже приводит к изменению

и β-координат, и γ-координаты

gΛ = abc

(
λ1 0
0 λ2

)
= a

(
λ1β1 0
0 λ2β2

)(
1 λ2

λ1
γ

0 1

)
(11)

Подстановка в общую формулу

TR(Λ)Φ(α, β1, β2, γ) = Φ

(
α, λ1β1, λ2β2,

λ2

λ1
γ

)
(12)

λ1 = 1 + ε, λ2 = 1 дает Λ = 1 + εE11, так что R11 = β1∂β1
− γ∂γ .

Подстановка λ1 = 1, λ2 = 1 + ε дает Λ = 1 + εE22 и, соответственно,
R22 = β2∂β2

+ γ∂γ .
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Умножение на матрицу 1 + εE21 приводит к изменению всех коор-
динат

g(1 + εE21) = abc

(
1 0
ε 1

)

=

(
1 0

α+ ε
1+εγ

β2

β1
1

)(
(1 + εγ)β1 0

0 β2

1+εγ

)(
1 γ

1+εγ

0 1

)
(13)

так что

TR(1 + εE21)Φ(α, β1, β2, γ)

= Φ

(
α+

ε

1 + εγ

β2

β1
, (1 + εγ)β1,

β2

1 + εγ
,

γ

1 + εγ

)
(14)

и, соответственно, R21 = β2/β1 ∂α + γ(β1∂β1
− β2∂β2

)− γ2∂γ .
Соберем дифференциальные операторы Rij в матрицу1

R =

(
R11 R21

R12 R22

)
. (15)

Выписывая явные выражения для них, получаем

R =

(
β1∂β1

− γ∂γ
β2

β1
∂α + γ(β1∂β1

− β2∂β2
)− γ2∂γ

∂γ β2∂β2
+ γ∂γ

)
. (16)

Найденные генераторы Rij двойственны к элементам формы Маурера-
Картана ΩL (5): вычисляя формы на векторных полях, находим

(ΩL)nk(Rij) = δniδkj . (17)

Матрица R допускает естественную факторизацию, аналогичную
факторизации формы Маурера-Картана ΩL. Для наглядности запи-
шем формулы для обеих матриц рядом

R =:

(
1 −γ
0 1

)(
β1∂β1

β2

β1
∂α

∂γ β2∂β2

)(
1 γ
0 1

)
: (18)

ΩL =

(
1 −γ
0 1

)( 1
β1
dβ1 dγ

β1

β2
dα 1

β2
dβ2

)(
1 γ
0 1

)
. (19)

Здесь мы ввели символ нормального упорядочения : :, под знаком ко-
торого производные ставятся справа от переменных

: ∂x x := x∂x. (20)

1Заметим, что Rij поставлен на место (j, i), а не на (i, j).
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Как и в случае с R и ΩL (17), векторные поля и дифференциальные
формы, стоящие в средних матрицах, оказываются двойственны друг
другу: значения форм на векторных полях либо ноль, либо единица,
и ненулевых значений всего четыре

1

β1
dβ1 (β1∂β1

) = 1, dγ (∂γ) = 1,

β1

β2
dα

(
β2

β1
∂α

)
= 1,

1

β2
dβ2 (β2∂β2

) = 1.

(21)

Можно проверить еще одну формулу факторизации для матрицы
из генераторов

R =

(
1 −γ
0 1

)(
β1∂β1

β2

β1
∂α

∂γ β2∂β2
− 1

)(
1 γ
0 1

)
. (22)

В отличие от предшествующей формулы (18), здесь отсутствует сим-
вол нормального упорядочения и учитывается действие ∂γ из матрицы
посередине на γ в матрице справа.

Приведем для наглядности явный вид обобщения полученных фор-
мул на случай группы GL(3,R).

(1) Элемент группы в параметризации Гаусса

g = abc =




1 0 0
α1 1 0
α3 α2 1








β1 0 0
0 β2 0
0 0 β3








1 γ1 γ3
0 1 γ2
0 0 1



 . (23)

(2) Лево-инвариантная форма Маурера-Картана

ΩL = c−1




1
β1
dβ1 dγ1 dγ3 − γ2dγ1

β1

β2
dα1

1
β2
dβ2 dγ2

β1

β3
(dα3 − α2dα1)

β2

β3
dα2

1
β3
dβ3


 c. (24)

(3) Матрица генераторов в правом регулярном представлении

R =: c−1




β1∂β1

β2

β1
(∂α1

+ α2∂α3
) β3

β1
∂α3

∂γ1
+ γ2∂γ3

β2∂β2

β3

β2
∂α2

∂γ3
∂γ2

β3∂β3


 c : (25)

= c−1




β1∂β1

β2

β1
(∂α1

+ α2∂α3
) β3

β1
∂α3

∂γ1
+ γ2∂γ3

β2∂β2
− 1 β3

β2
∂α2

∂γ3
∂γ2

β3∂β3
− 2


 c. (26)
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§3. Группа GL(N,R)

3.1. Регулярное представление. Группа GL(N,R) состоит из ве-
щественных матриц N ×N с ненулевым определителем

g =




g11 . . . g1N
...

. . .
...

gN1 . . . gNN


 , det g 6= 0. (27)

Элемент группы g зависит от N2 параметров, так что функция на
группе Φ(g) – функция N2 переменных. Правое и левое регулярные
представления реализуются в пространстве функций на группе. Дей-
ствие операторов представления на функцию определяется следующи-
ми формулами [4, 5]

[TR(h)Φ](g) = Φ(gh), [TL(h)Φ](g) = Φ(h−1g). (28)

В качестве базиса в алгебре Ли удобно взять матрицы Eij – матрицы
с единицей на месте (i, j)

(Eij)nk = δinδjk, (29)

удовлетворяющие стандартным коммутационным соотношениям

[Eij , Enk] = δjnEik − δikEnj . (30)

Генераторы Rik и Lik алгебры Ли в правом и левом регулярных пред-
ставлениях определяются при помощи формул

TR(1 + εEik)Φ(g) = Φ(g(1 + εEik)) = Φ(g) + εRik Φ(g) +O(ε2), (31)

TL(1 + εEik)Φ(g) = Φ((1− εEik)g) = Φ(g) + εLik Φ(g) +O(ε2). (32)

Из определения получаем явные формулы для генераторов, которые в
рассматриваемом представлении реализуются как дифференциальные
операторы первого порядка [1, 5]

Rij =

N∑

k=1

gki∂gkj
=

N∑

k=1

∂gkj
gki −Nδij , Lij = −

N∑

k=1

gjk∂gik . (33)

Как ясно из определений (31), (32), дифференциальные операторы Rij

и Lij действуют на элемент группы (27) по правилу

Rijg = gEij , Lijg = −Eijg. (34)
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Объединим генераторы в матрицы и введем матрицу из производных2

R =
N∑

i,j=1

EijRji, L =
N∑

i,j=1

EijLji, ∂ =
N∑

i,j=1

Eij∂gij . (35)

Нетрудно проверить, что явные выражения для генераторов (33) могут
быть записаны в следующем компактном матричном виде

R = ∂T g −N1, L = −g ∂T . (36)

Как следствие, матрицы с генераторами оказываются связаны тожде-
ством

R = −g−1(L+N1) g. (37)

С помощью символа нормального упорядочивания : : (20), под знаком
которого производные и соответствующие переменные коммутируют,
получаем эквивалентное соотношение, связывающее матрицы с гене-
раторами в левом и правом регулярных представлениях3

R = − : g−1L g : (38)

Во избежание недоразумений приведем в качестве примера некото-
рые формулы в явном виде для группы GL(2,R). Генераторы в правом
регулярном представлении

R11 = g11∂g11 + g21∂g21 , R21 = g12∂g11 + g22∂g21 ,

R12 = g11∂g12 + g21∂g22 , R22 = g12∂g12 + g22∂g22 .
(39)

Пример соотношений Rij g = gEij – соотношение R12 g = gE12 в явном
виде

R12 g =

(
R12 g11 R12 g12
R12 g21 R12 g22

)
=

(
0 g11
0 g21

)
=

(
g11 g12
g21 g22

)(
0 1
0 0

)
. (40)

2Как и в случае GL(2,R), мы будем рассматривать транспонированные матрицы
из генераторов, когда Rij и Lij поставлены на место (j, i), а не на (i, j) .

3Отметим, что данная формула для случая группы SL(2,R) содержится в кни-
ге [5].
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Формулы для генераторов в матричном виде

R =

(
R11 R21

R12 R22

)
=

(
∂g11 ∂g21
∂g12 ∂g22

)(
g11 g12
g21 g22

)
− 2

(
1 0
0 1

)

=:

(
∂g11 ∂g21
∂g12 ∂g22

)(
g11 g12
g21 g22

)
(41)

L =

(
L11 L21

L12 L22

)
= −

(
g11 g12
g21 g22

)(
∂g11 ∂g21
∂g12 ∂g22

)
. (42)

3.2. Подгруппы треугольных матриц. Пусть T− – группа нижне-
треугольных матриц N ×N с единицами на диагонали, а T+ – группа
верхне-треугольных матриц N ×N с единицами на диагонали

a =




1 0 . . . 0
α21 1 . . . 0
...

...
. . .

...
αN1 αN2 . . . 1


 ∈ T−, c =




1 γ12 . . . γ1N
0 1 . . . γ2N
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


 ∈ T+.

(43)

T± являются подгруппами GL(N,R). Общие определения левого и пра-
вого регулярных представлений (28) дословно переносятся на случай
групп T±, однако формулы для генераторов алгебры Ли в регулярном
представлении изменяются.

Рассмотрим сначала группу T−. В качестве базиса в алгебре Ли
возьмем матрицы Eij – матрицы с единицей на месте (i, j), только
теперь со строгим ограничением i > j. Дифференциальные операторы
первого порядка Rij и Lij действуют на элемент группы a ∈ T− по
правилу

Rija = aEij , Lija = −Eija, (44)

и явные формулы для генераторов имеют следующий вид

Rij = ∂αij
+

N∑

k=i+1

αki∂αkj
, Lij = −∂αij

−

j−1∑

k=1

αjk∂αik
. (45)

Формулы (45) получаются из (33) естественным образом при ограни-
чении i > j и учете треугольности матрицы a: aii = 1 и aik = 0 при
i < k. Изменения в формулах (45) по сравнению с (33) приводят к из-
менениям и в матричных соотношениях (36). Матрицы R и L теперь
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будут строго верхне-треугольными (верхне-треугольными с нулями на
диагонали), а матрица ∂ – строго нижне-треугольной

R =
∑

j>i

EijRji, L =
∑

j>i

EijLji, ∂ =
∑

i>j

Eij∂αij
. (46)

Явные выражения для генераторов (45) в компактном матричном виде
теперь записываются следующим образом

R =
[
∂Ta

]
+
, L = −

[
a ∂T

]
+
, (47)

где символ [A]+ означает матрицу, у которой строго-треугольная верх-
няя часть совпадает со строго-треугольной верхней частью матрицы
A, а все остальные матричные элементы равны нулю. Соотношение
между матрицами R и L теперь выглядит следующим образом

R = −
[
a−1La

]
+
, L = −

[
aR a−1

]
+
. (48)

В качестве примера приведем явные формулы для группы трехмерных
матриц

R =




0 R21 R31

0 0 R32

0 0 0



 =








0 ∂α21

∂α31

0 0 ∂α32

0 0 0








1 0 0
α21 1 0
α31 α32 1









+

=



0 ∂α21

+ α32 ∂α31
∂α31

0 0 ∂α32

0 0 0


 ,

(49)

L =



0 L21 L31

0 0 L32

0 0 0


 = −






1 0 0
α21 1 0
α31 α32 1





0 ∂α21

∂α31

0 0 ∂α32

0 0 0






+

= −




0 ∂α21

∂α31

0 0 ∂α32
+ α21 ∂α31

0 0 0



 .

(50)

В случае группы T+ все формулы модифицируются естественным
образом. В качестве базиса в алгебре Ли берем матрицы Eij со строгим
ограничением i < j. Дифференциальные операторы первого порядка
Rij и Lij действуют на элемент группы c ∈ T+ по стандартному пра-
вилу

Rijc = cEij , Lijc = −Eijc. (51)
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Явные формулы для генераторов имеют следующий вид

Rij = ∂γij
+

i−1∑

k=1

γki∂γkj
, Lij = −∂γij

−

N∑

k=j+1

γjk∂γik
. (52)

Матрицы R и L – строго нижне-треугольные, а матрица ∂ – строго
верхне-треугольная

R =
∑

j<i

EijRji, L =
∑

j<i

EijLji, ∂ =
∑

i<j

Eij∂γij
. (53)

Явные выражения для генераторов (52) в компактном матричном виде

R =
[
∂T c

]
−
, L = −

[
c ∂T

]
−
. (54)

Соотношение между матрицами R и L

R = −
[
c−1 L c

]
−
, L = −

[
cR c−1

]
−
. (55)

Cимвол [A]− означает матрицу, у которой строго-треугольная нижняя
часть совпадает со строго-треугольной нижней частью матрицы A, а
все остальные матричные элементы равны нулю.

В дополнение к T± рассмотрим подгруппу нижне-треугольных мат-
риц с произвольными элементами на диагонали T

t =




t11 0 . . . 0
t21 t22 . . . 0
...

...
. . .

...
tN1 tN2 . . . tNN


 ∈ T, det t 6= 0. (56)

В качестве базиса в алгебре Ли возьмем матрицы Eij (i ≥ j). Формулы
для генераторов Rij и Lij в регулярном представлении снова можно
получить редукцией из выражений для генераторов всей группы (33)

Rij =
N∑

k=i

tki∂tkj
=

N∑

k=i

∂tkj
tki−(N− i+1)δij, Lij = −

j∑

k=1

tjk∂tik . (57)

Транспонированные матрицы с генераторами R и L – верхне-треуголь-
ные, а матрица с производными ∂ – нижне-треугольная

R =
∑

j≥i

EijRji, L =
∑

j≥i

EijLji, ∂ =
∑

i≥j

Eij∂tij . (58)
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Тогда в матричном виде выражения для генераторов записываются
как

R =
(
∂T t

)
+
−∆, L = −

(
t ∂T

)
+
, (59)

где символ (A)+ обозначает матрицу A, у которой все элементы под
диагональю равны нулю, и ∆ = diag(N,N − 1, . . . , 1). Тождество, свя-
зывающее матрицы R и L, принимает вид

R+∆ = −
(
t−1 L t

)
+
. (60)

3.3. Разложение Гаусса и формулы факторизации. Пусть T±

– рассмотренные в прошлом разделе группы треугольных матриц и D
– группа обратимых диагональных матриц размера N ×N

b =




β1 0 . . . 0
0 β2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . βN


 ∈ D, det b 6= 0. (61)

Почти любая матрица g ∈ GL(N,R) может быть представлена, и при
том единственным образом, в виде [1]

g = abc, (62)

где a ∈ T−, b ∈ D, c ∈ T+.
В параграфе 3.1 были выведены выражения для матриц R и L, в ко-

торые входят генераторы правого и левого регулярных представлений.
В качестве параметров, определяющих элемент группы g ∈ GL(N,R)
были использованы матричные элементы gik. Во многих случаях более
удобной оказывается параметризация при помощи элементов матриц
a, b, c, входящих в разложение Гаусса. Данный раздел посвящен вы-
воду выражений для матриц R и L в этой параметризации.

Утверждение 1. Матрица из генераторов в правом регулярном пред-

ставлении допускает факторизацию

R =: c−1S c := c−1(S − δ) c (63)

где

Sij =






∂γji
+

N∑
k=i+1

γik∂γjk
, i > j

βi∂βi
, i = j

βj

βi

[
∂αji

+
N∑

k=j+1

αkj∂αki

]
, i < j

(64)
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и δ = diag(0, 1, . . . , N − 1).

Заметим, что элементы матрицы S из нижнего треугольника (i > j)
с точностью до знака совпадают с генераторами группы верхних тре-
угольных матриц с единицами на диагонали T+ в левом регулярном
представлении (52).

Точно так же элементы из верхнего треугольника (i < j) с точ-
ностью до множителя βj/βi являются генераторами группы нижних
треугольных матриц с единицами на диагонали T− в правом регуляр-
ном представлении (45).

Наконец, на диагонали стоят дифференциальные операторы βi∂βi
,

которые являются генераторами группы диагональных матриц D в
регулярном представлении. Кроме того, как и в случае GL(2,R) (18),
(22), формулы с нормальным упорядочением и без него отличаются
только вычитанием констант на диагонали.

Аналогичную формулу можно доказать для левого регулярного
представления.

Утверждение 2. Матрица из генераторов в левом регулярном пред-

ставлении допускает факторизацию

L =: a S̃ a−1 := a(S̃ + 1 −∆)a−1 (65)

где

S̃ij =





− βi

βj

[
∂γji

+
N∑

k=i+1

γik∂γjk

]
, i > j

−βi∂βi
, i = j

−∂αji
−

N∑
k=j+1

αkj∂αki
, i < j

(66)

и ∆ = diag(N,N − 1, . . . , 1).

Далее мы приведем доказательство только для формулы фактори-
зации

R = c−1M c, (67)

где для краткости мы ввели обозначение M = S− δ. Проверка осталь-
ных трех формул идет аналогичным образом.

Доказательство основано на тождестве, связывающей генераторы в
левом и правом регулярных представлениях

R = −g−1(L+N1)g, (68)
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а также на аналогичных формулах (48), (55), (60) для подгрупп T±, T.
Подставим разложение Гаусса g = abc в последнюю формулу

R = −c−1
(
b−1a−1Lab+N1

)
c. (69)

Отсюда видно, что матрица M из формулы факторизации (67) может
быть записана как через правые, так и через левые генераторы

M = −b−1a−1Lab−N1 = cRc−1. (70)

Далее мы отдельно рассмотрим элементы M над диагональю, под диа-
гональю и на диагонали и покажем, что они в точности совпадают с
анонсированными в утверждении дифференциальными операторами
(64).
Над диагональю. Во-первых, посчитаем сопряжение произвольной мат-
рицы N диагональной b = diag(β1, . . . , βN )

(b−1Nb)ij = βjNij β
−1
i . (71)

Следовательно, для элементов M над диагональю получаем

[M ]+ = −
[
b−1a−1Lab

]
+
= −b−1

[
a−1La

]
+
b. (72)

Теперь рассмотрим подгруппу нижних треугольных матриц с едини-
цами на диагонали T−. Генераторы в левом регулярном представлении
для этой подгруппы L−

ij (i > j) и аналогичные им генераторы Lij для

всей группы GL(N,R) подчиняются уравнениям

L−
ij a = −Eij a, Lij abc = −Eij abc. (73)

Следовательно, Lij при i > j зависят только от переменных αnk, и оба
типа генераторов равны

L−
ij = Lij . (74)

Дальше, пользуясь тождеством, связывающим левые и правые гене-
раторы для T− (48), и формулой (45), находим

Mij =
βj

βi

[
∂αji

+

N∑

k=j+1

αkj∂αki

]
. (75)

Под диагональю. Доказательство того, что при i > j

Mij = ∂γji
+

N∑

k=i+1

γik∂γjk
, (76)
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абсолютно симметрично предыдущей части, только теперь нужно вос-
пользоваться вторым представлением для матрицы M (70)

[M ]− =
[
cR c−1

]
−

(77)

и формулами (55) и (52).
Диагональ. В этой части нам необходимо найти явный вид элементов

Mii = −
(
b−1a−1La b)ii −N. (78)

Рассмотрим подгруппу обратимых нижне-треугольных матриц T в
параметризации, аналогичной разложению Гаусса,

t = ab ∈ T, (79)

где a ∈ T−, b ∈ D. Диагональные генераторы в правом регулярном
представлении для нее имеют вид βi∂βi

. Генераторы в левом пред-
ставлении для подгруппы T и аналогичные им генераторы Lij (i ≥ j)
для всей группы GL(N,R) равны. Пользуясь тождеством (60), свя-
зывающим генераторы подгруппы T, для диагонали матрицы M (78)
находим

Mii = βi∂βi
+∆ii −N = βi∂βi

− i + 1. (80)

Таким образом, мы нашли явный вид всех элементов матрицы M
и, как следствие, вид генераторов Rij в параметризации Гаусса.

3.4. Формы Маурера-Картана. Двойственными объектами к мат-
рицам R и L являются лево- и право-инвариантные формы Маурера-
Картана

ΩL = g−1dg, ΩR = −dg g−1. (81)

Пользуясь параметризацией через элементы gij (33), легко убедиться
в том, что эти объекты действительно двойственны

(ΩL)ij(Rnk) = (ΩR)ij(Lnk) = δinδjk. (82)

В параметризации Гаусса g = abc матрицы ΩL, ΩR факторизуют-
ся, как и соответствующие им R, L. Рассмотрим лево-инвариантную
форму

ΩL = (abc)−1d(abc) = c−1
(
b−1a−1da b+ b−1db + dc c−1

)
c. (83)

Обсудим смысл слагаемых в матрице, образовавшейся посередине

ΣL = b−1a−1da b+ b−1db+ dc c−1. (84)

Слагаемое b−1db является лево-инвариантной формой для подгруппы
диагональных матриц D. Точно так же a−1da – это лево-инвариантная
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форма для подгруппы нижне-треугольных матриц с единицами на
диагонали T−, а сопряжение матрицей b = diag(β1, . . . , βN ) дает

(b−1a−1da b)ij =
βj

βi

(a−1da)ij . (85)

Наконец, dc c−1 с точностью до знака совпадает с право-инвариантной
формой для подгруппы T+.

Матрица из генераторов R удовлетворяет соотношению (63)

R =: c−1S c :, (86)

аналогичной факторизации формы ΩL. При этом элементы матрицы S

Sij =






∂γji
+

N∑
k=i+1

γik∂γjk
, i > j

βi∂βi
, i = j

βj

βi

[
∂αji

+
N∑

k=j+1

αkj∂αki

]
, i < j

(87)

оказываются двойственными к элементам ΣL

(ΣL)ij(Skn) = δinδjk. (88)

Действительно, операторы Sii = βi∂βi
являются генераторами в ре-

гулярном представлении группы диагональных матриц D, которые
двойственны форме b−1db. Точно так же элементы над диагональю
Sij (i > j) с точностью до знака совпадают с генераторами в левом
регулярном представлении для T+, двойственными к −dc c−1. Анало-
гично для элементов Sij при i < j и b−1a−1da b.

То же самое можно понять, не прибегая к явному виду матриц c
и S. В общем случае преобразования подобия

ΣL = cΩLc
−1, S =: cR c−1 : (89)

с произвольной матрицей c для ΣL и S выполняется соотношение двой-
ственности (88), что легко показать, используя формулы (89) и (82)4.

Для право-инвариантной формы ΩR получаем симметричную фор-
мулу факторизации

ΩR = aΣR a−1, (90)

где
ΣR = a−1da+ db b−1 + b dc c−1b−1, (91)

4Формулы (82) и (88) отличаются порядком индексов n, k слева, поскольку мы
рассматриваем транспонированную матрицу из генераторов R.
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и в матрице ΣR можно распознать формы, двойственные к элемен-

там S̃ (66).

Замечание. Иными словами, формулы факторизации из предыдуще-
го параграфа можно вывести, пользуясь факторизацией формы Мау-
рера-Картана и соотношением двойственности.

§4. Операторы Казимира

Для наглядности сначала рассмотрим случай GL(2,R). Группа
GL(2,R) обладает двумя операторами Казимира. В регулярном пред-
ставлении они образуют систему из коммутирующих друг с другом
дифференциальных операторов.

Операторы Казимира можно найти с помощью т. н. q-детерминан-

та [3]. Рассмотрим двумерную матрицу u12 + E, где E – (транспо-
нированная5) матрица из генераторов группы, а u – вспомогательный
параметр. Ее q-детерминант задается формулой

qdet(u+ E) = (u+ E)11(u− 1 + E)22 − (u+ E)12(u− 1 + E)21 (92)

= (u+ E11)(u − 1 + E22)− E21E12 (93)

и представляет собой полином по u с коэффициентами, которые явля-
ются операторами Казимира.

В регулярном представлении

qdet(u +R) = (u+ R11)(u− 1 +R22)−R21R12 (94)

= u2 + uC1 + C2, (95)

пользуясь выражениями для генераторов (16), находим операторы Ка-
зимира Ck в параметризации Гаусса

C1 = β1∂β1
+ β2∂β2

− 1, (96)

C2 = β1β2 ∂β1
∂β2

− β1∂β1
−

β2

β1
∂α∂γ . (97)

Как мы уже знаем, матрица R в этой параметризации факторизу-
ется

R =: c−1S c :=:

(
1 −γ
0 1

)(
β1∂β1

β2

β1
∂α

∂γ β2∂β2

)(
1 γ
0 1

)
: (98)

5На месте (i, j) стоит генератор Eji.
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Оказывается, что q-детерминанты матриц с производными u + R и
u+ S равны

qdet(u+R) = qdet(u+ S). (99)

Это равенство доказывается прямым вычислением и является анало-
гом классическом формулы для определителей матриц с коммутиру-
ющими элементами, связанных преобразованием подобия.

Перейдем к случаю группы GL(N,R), которая содержит N опера-
торов Казимира. Формула для их производящей функции обобщается
естественным образом

qdet(u+ E) =
∑

s∈SN

sgn(s)(u + E)1 s(1)(u − 1 + E)2 s(2)

· · · (u−N + 1 + E)N s(N), (100)

где SN – группа перестановок.
В регулярном представлении

qdet(u+R) = uN +
N∑

k=1

uN−kCk (101)

операторы Казимира Ck образуют систему из N коммутирующих диф-
ференциальных операторов. Равенство q-детерминантов матриц u+R
и u+ S, где S – матрица из формулы факторизации (63)

R =: c−1S c :, (102)

при N > 2 уже не выполняется.
Введем следующую операцию на всевозможных произведениях эле-

ментов матрицы S

P[Sij . . . SmlSnk] =

{
Snk P[Sij . . . Sml], n > k

P[Sij . . . Sml]Snk, n ≤ k
(103)

По сути операция P инвертирует порядок элементов Snk с n > k в про-
изведении, поскольку такие операторы зависят от γ-координат и ком-
мутируют со всеми остальными элементами Sij , но не друг с другом
(смотри формулу (64)). Приведем простой пример

P[S12S32S54] = S54S32S12. (104)

С помощью этой операции сформулируем гипотезу для производящей
функции операторов Казимира Ck в общем случае.
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Гипотеза. Следующие операторы равны

qdet(u+R) = P[qdet(u + S)]. (105)

Явный вид оператора справа в случае N = 3

P[qdet(u + S)] = (u + S11)(u− 1 + S22)(u− 2 + S33)

− S32(u + S11)S23 − S21S12(u − 2 + S33)

+ S31S12S23 + S32S21S13 − S31S13(u− 1 + S22),

(106)

где мы подчеркнули единственное место, в котором операторы Snk с
n > k оказались переставлены друг относительно друга.

К сожалению, у нас нет доказательства этого утверждения в общем
случае. Гипотеза основана на прямом вычислении для групп GL(n,R)
при n = 3, 4, 5. При ее выполнении вычисление Ck упрощается, по-
скольку явные формулы для элементов Sij являются менее громозд-
кими, чем для генераторов Rij .

Замечание. Операторы Казимира в правом и левом регулярном пред-
ставлениях совпадают и могут быть посчитаны как через операторы
правых сдвигов Rij , так и через операторы левых сдвигов Lij . Матри-
ца S содержит ближайших родственников этих генераторов из обоих
представлений: над диагональю в ней находятся операторы правых
сдвигов для нижне-треугольных матриц, а под диагональю – опера-
торы левых сдвигов для верхне-треугольных матриц. Таким образом,
при вычислении операторов Казимира через S естественным образом
подключается и то, и другое представление.

§5. Связь с квантовой цепочкой Тоды

Квантовая открытая цепочка Тоды – это одномерная система из N
частиц с экспоненциальным взаимодействием, описываемая гамильто-
нианом [6, 7]

H = −
1

2

∑

n=1

∂2
n +

N−1∑

n=1

exn−xn+1 . (107)

Для краткости мы обозначили ∂n = ∂/∂xn. В рамках метода обратной
задачи этой модели соответствует L-матрица

Ln(v) =

(
v + i∂n e−xn

−exn 0

)
, (108)
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где v – комплексный параметр, а индекс n отвечает номеру частицы.
Из нее строится матрица монодромии, отвечающая всей цепочке

TN(v) = LN(v) · · ·L1(v) =

(
AN (v) BN (v)
CN (v) DN (v)

)
. (109)

Элементы матрицы TN являются полиномами по v. Исходный гамиль-
тониан (107) появляется в одном из старших коэффициентов элемен-
та AN

AN (v) = vN − vN−1P + vN−2

(
1

2
P 2 −H

)
+ . . . (110)

Здесь P – это оператор полного импульса

P = −i
N∑

n=1

∂n. (111)

Можно доказать6, что операторы AN при разных значениях парамет-
ров коммутируют

[AN (v), AN (w)] = 0. (112)

Как следствие, друг с другом коммутируют коэффициенты AN при
разных степенях, и этот оператор является производящей функцией
для N сохраняющихся величин открытой цепочки Тоды.

Оказывается, что оператор AN связан с производящей функцией
операторов Казимира в регулярном представлении группы GL(N,R)
из предыдущих параграфов. Продемонстрируем это на примере двух-
частичной задачи, а затем рассмотрим общий случай.

5.1. Две частицы. В случае N = 2 оператор AN принимает вид

A(v) = v2 + vH1 +H2

= v2 + v(i∂1 + i∂2) + (−∂1∂2 − ex1−x2).
(113)

Производящая функция для операторов Казимира GL(2,R)

qdet(u+ S) = qdet

(
u+ β1∂β1

β2

β1
∂α

∂γ u+ β2∂β2

)
(114)

6См., например, [7].
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является полиномом второй степени по u

qdet(u+ S) = u2 + uC1 + C2

= u2 + u(β1∂β1
+ β2∂β2

− 1)

+

(
β1β2∂β1

∂β2
− β1∂β1

−
β2

β1
∂α∂γ

)
.

(115)

Операторы Казимира Ck действуют на функциях от α, β1, β2, γ. Среди
них можно найти такое подмножество функций, что операторы Ck на
нем совпадут с Hk (с точностью до некоторого преобразования подо-
бия).

Рассмотрим функции f(α, β1, β2, γ), удовлетворяющие условию

∂αf = f, ∂γf = −f. (116)

Производящая функция операторов Казимира (115) на подмножестве
таких функций равна

F (u) = u2 + u(β1∂β1
+ β2∂β2

− 1)

+

(
β1β2∂β1

∂β2
− β1∂β1

+
β2

β1

)
.

(117)

Чтобы узнать в этом выражении оператор A (113), переобозначим
оставшиеся параметры

β1 = e−x1 , β2 = e−x2 (118)

и положим u = iv. Тогда, с точностью до преобразования подобия7,
операторы F и A совпадут

A(v) = −ex2F (iv)e−x2 . (119)

5.2. N частиц. Матрица монодромии для N частиц (109) строится
рекуррентным образом

(
AN BN

CN DN

)
=

(
v + i∂N e−xN

−exN 0

)(
AN−1 BN−1

CN−1 DN−1

)
, (120)

откуда следует, что оператор AN удовлетворяет соотношению

AN (v) = (v + i∂N )AN−1(v)− exN−1−xNAN−2(v). (121)

7При таком преобразовании

ex2 ∂2 e
−x2 = ∂2 − 1.
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Производящая функция для операторов Казимира GL(N,R) при
выполнении гипотезы (105) определяется как

P [qdet(u + SN )] = uN +

N∑

k=1

uN−kCk, (122)

где SN является матрицей N ×N с элементами

(SN )ij =





∂γji
+

N∑
k=i+1

γik∂γjk
, i > j

βi∂βi
, i = j

βj

βi

[
∂αji

+
N∑

k=j+1

αkj∂αki

]
, i < j

(123)

Коэффициенты при степенях u являются операторами Казимира и
действуют на функциях от αnk, βn, γnk. Определим H – подмножество
функций f , удовлетворяющих условиям

(SN )i i+1 f =
βi+1

βi

f, (SN )i+1 i f = −f (i = 1 . . .N − 1). (124)

Как было замечено в разделе 3.3, элементы SN вне диагонали являют-
ся (с точностью до знака и множителя βj/βi) генераторами правых и
левых сдвигов на подгруппах верхних и нижних треугольных матриц
T±. Условия (124) фиксируют действие только (SN )i i+1 и (SN )i+1 i.
Поскольку остальные генераторы этих подгрупп могут быть получе-
ны с помощью коммутаторов, их действие на множестве H зануляется

(SN )i i+n f = 0, (SN )i+n i f = 0 (n > 1, f ∈ H). (125)

Следовательно, матрица SN на H становится трехдиагональной

SN

∣∣
H
=




β1∂β1

β2

β1

−1 β2∂β2

β3

β2

−1
. . .

. . . βN

βN−1

−1 βN∂βN




. (126)
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Чтобы связать ее q-детерминант8

FN (u) = qdet(u + SN

∣∣
H
) (127)

с оператором AN , переобозначим переменные

βn = e−xn . (128)

При такой замене верно следующее утверждение.

Утверждение 3. Оператор AN для цепочки Тоды и производящая

функция операторов Казимира FN на множестве H, с учетом (128),
связаны преобразованием подобия

AN (v) = (−i)NU−1FN (iv)U, (129)

где

U =

N∏

n=1

(βn)
n−1 = exp

[
−

N∑

n=1

(n− 1)xn

]
. (130)

Заметим, что при N = 2 доказываемое утверждение совпадает с
формулой (119). Также легко убедится, что оно верно при N = 1. Для
доказательства в общем случае напишем рекуррентное соотношение
на q-детерминант FN , разложив его по последним двум строчкам

FN = (u −N + 1 + βN∂βN
)FN−1 +

βN

βN−1
FN−2. (131)

Сделаем замену βn = e−xn , положим u = iv и домножим на U и U−1

справа и слева. Тогда соотношение (131) совпадет с рекуррентной фор-
мулой для оператора AN (121).

Замечание 1. Условия на функцию f из множества H

(SN )i i+1 f =
βi+1

βi

f, (SN )i+1 i f = −f (i = 1 . . .N − 1) (132)

можно записать в более простом виде, пользуясь тем, что действие
остальных элементов SN вне диагонали зануляется (125). Запишем эк-
вивалентное определение H

f ∈ H ⇔
∂αi+1 i

f = f, ∂αi+n i
f = 0,

∂γi i+1
f = −f, ∂γi i+n

f = 0.
(133)

где n > 1.

8Здесь мы опустили операцию P, поскольку элементы SN

∣

∣

H
под диагональю

коммутируют друг с другом.
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Замечание 2. Трехдиагональная матрица SN

∣∣
H

(126) после перехо-
да к x-координатам совпадает с дуальной L-матрицей для открытой
цепочки Тоды [6].

§6. Заключение

В данной заметке мы продемонстрировали, что в параметризации
Гаусса, когда элемент группы записывается в виде произведения тре-
угольных и диагональной матрицы

g = abc, a ∈ T−, b ∈ D, c ∈ T+, (134)

матрица из генераторов в правом регулярном представлении допуска-
ет две факторизации

R =: c−1Sc := c−1Mc, (135)

и аналогично для матрицы генераторов в левом регулярном представ-
лении L. При этом вид дифференциальных операторов в матрицах
S,M посередине оказывается существенно проще вида исходных гене-
раторов Rij . Единственным местом, где нам удалось найти обсужде-
ние похожих формул факторизации для регулярного представления,
является книга [8].

Сформулирована гипотеза, что операторы Казимира в регулярном
представлении Ck можно записать через особым образом упорядочен-
ный q-детерминант матрицы u+ S

P [qdet(u+ S)] = uN +

N∑

k=1

uN−kCk. (136)

Пользуясь этой гипотезой, мы продемонстрировали, что на некотором
множестве функций H такой q-детерминант совпадает с производящей
функцией сохраняющихся величин квантовой открытой цепочки Тоды
A (по модулю преобразования подобия)

F (u) = qdet(u+ S)
∣∣
H
, A = (−i)NU−1F (iv)U. (137)

Подробнее о связи GL(N,R) и квантовой цепочки Тоды можно прочи-
тать в обзоре [7].

Обсуждаемая факторизация в случае индуцированных представле-
ний группы GL(N,C) [9] оказалась очень удобным инструментом при
исследовании квантового уравнения Янга-Бакстера [10], а ее класси-
ческий аналог был использован для построения координат Дарбу на
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орбите коприсоединенного представления группы GL(N,C) [11]. Одна-
ко, по сравнению с индуцированными представлениями, для регуляр-
ных представлений вся картина становится гораздо более простой и
естественной.
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Belousov N. M., Derkachov S. E. Regular representation of the group
GL(N,R): factorization, Casimir operators and Toda chain.

The note is devoted to a factorization formula for the matrix constructed
from the generators of the group GL(N,R) in its regular representation.
The factorization formula makes it possible to calculate these generators
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together with Casimir operators in the case of an arbitrary N , and it also
clarifies a link between the group GL(N,R) and the quantum Toda chain.
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