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§1. Введение

Преобразования Бэклунда являются важнейшим инструментом при
изучении уравнений в частных производных и представляют собой
отображения, связывающие разные решения этих уравнений. Ранние
исследования таких отображений для нелинейного уравнения Шре-
дингера можно найти в [1–3].

Возрождение интереса к преобразованиям Бэклунда обусловлено
обнаруженными связями с квантовыми интегрируемыми системами и
феноменом разделения переменных [4]. Цель данной заметки – пред-
ставить новый подход к преобразованию Бэклунда для нелинейно-
го уравнения Шредингера, следуя идеям работ Е. К. Склянина и
В. Б. Кузнецова [4, 5].

План заметки следующий. В параграфе 2 вводится нелинейное урав-
нение Шредингера. В параграфе 3 мы приводим преобразование Бэк-
лунда, исследовавшееся в работах [1–3], и обозначаем его свойства,
существенные для нашего рассмотрения. В параграфе 4 введены необ-
ходимые объекты из метода обратной задачи рассеяния и представлен
новый вывод преобразования Бэклунда, основанный на калибровоч-
ном преобразовании L-матрицы для нелинейного уравнения Шредин-
гера. В параграфе 5 обсуждается квантовый аналог преобразования
Бэклунда и его связь с Q-оператором Бакстера.

§2. Нелинейное уравнение Шредингера

Рассмотрим уравнение в частных производных

i
∂ψ

∂t
= −∂

2ψ

∂x2
+ 2c|ψ|2ψ, (1)
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где ψ(x, t) – комплекснозначная функция. При c = 0 оно становится
линейным и совпадает с уравнением Шредингера для свободной ча-
стицы из квантовой механики. Поэтому за ним закрепилось название
нелинейного уравнения Шредингера.

Это уравнение возникает во многих физических задачах, и его ре-
шение зависит от граничных условий. Мы будем предполагать, что
система живет «в ящике» [a, b] размера b − a. Кроме того, наложим
периодические граничные условия:

ψ(a, t) = ψ(b, t). (2)

Уравнение (1) можно записать как гамильтоново уравнение движе-
ния для некоторой теории поля

∂tψ = {H,ψ}. (3)

Введем гамильтониан этой теории

H =

b∫

a

dx
(
∂xψ̄∂xψ + cψ̄2ψ2

)
(4)

и правила вычисления скобок Пуассона между полем ψ и комплексно-
сопряженном ему ψ̄

{ψ(x), ψ̄(y)} = iδ(x− y), {ψ(x), ψ(y)} = {ψ̄(x), ψ̄(y)} = 0. (5)

Здесь и далее зафиксируем момент времени t и будем опускать зави-
симость от него внутри функций ψ(x, t) ≡ ψ(x).

Преобразования Бэклунда, связывающие разные решения уравне-
ния (1), являются преобразованиями симметрии. Как следует из тео-
ремы Нетер, в гамильтоновой формулировке симметриям теории со-
ответствуют некоторые сохраняющиеся величины.

Одной из таких величин является гамильтониан. Помимо него нели-
нейное уравнение Шредингера обладает бесконечным набором других
сохраняющихся величин. Две из них следуют из двух простых сим-
метрий.

Из симметрии относительно сдвига по координате x следует сохра-
нение импульса

P = −i
b∫

a

dx ψ̄∂xψ. (6)
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Кроме того, теория инвариантна при растяжении полей

ψ̄ → vψ̄, ψ → v−1ψ, (7)

откуда следует сохранение числа частиц

N =

b∫

a

dx ψ̄ψ. (8)

§3. Преобразование Бэклунда

Сдвиг по координате и растяжение дают в некотором смысле одни
и те же решения. Как правило, под преобразованием Бэклунда пони-
мают отображение, способное генерировать новые решения. В случае
нелинейного уравнения Шредингера такое отображение выглядит сле-
дующим образом.

Утверждение 1. Преобразование (ψ̄, ψ) → (ϕ̄, ϕ), в котором новые
поля определяются из системы уравнений

ϕ̄ = vψ̄ − i∂xψ̄ − cψ̄2ϕ,

ψ = vϕ+ i∂xϕ− cψ̄ϕ2,
(9)

сохраняет вид гамильтониана

H(ϕ̄, ϕ) = H(ψ̄, ψ) (10)

и скобок Пуассона

{ϕ, ϕ} = {ψ, ψ}, {ϕ̄, ϕ̄} = {ψ̄, ψ̄}, {ϕ, ϕ̄} = {ψ, ψ̄}, (11)

т. е. является симметрией.

Заметим, что такое преобразование, как и преобразование растяже-
ния (7), зависит от произвольного комплексного параметра v. Новые
поля являются функциями от ψ, ψ̄ и v.

Равенство гамильтонианов легко доказать, подставив ϕ̄ и ψ из фор-
мул (9) и перекинув несколько раз производные. Кроме того, посколь-
ку систему (9) можно записать через производящую функцию

ϕ̄(x) =
δF

δϕ(x)
, ψ(x) =

δF

δψ̄(x)
, (12)
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где

F (ψ̄, ϕ) =

b∫

a

dx
(
ψ̄(v + i∂x)ϕ− c

2 ψ̄
2ϕ2
)
, (13)

то такое преобразование является каноническим и сохраняет вид ско-
бок Пуассона.

Применяя преобразование (9) к решениям исходного уравнения (1),
мы будем получать новые решения. В этом нетрудно убедиться: взяв
в качестве исходных полей ψ̄ = 0, ψ = 0, находим

ϕ̄ = 0, ϕ = C exp(ivx− iv2t). (14)

Зависимость от t восстановлена из уравнений движения, и C – произ-
вольная константа. Таким образом, система (9) задает преобразование
Бэклунда1. Кроме того, новые решения также можно получить, при-
меняя обратное к (9) преобразование. Подробное исследование вопро-
са, какие решения получаются с помощью такого преобразования (и
обратного к нему), можно найти в работе [3].

Предъявленная симметрия обладает одной интересной особеннос-
тью. В отличие от симметрий относительно сдвигов и растяжений, ей
соответствует бесконечно много сохраняющихся величин.

Преобразованные поля ϕ, ϕ̄ можно представить в виде рядов по v

ϕ(v|ψ̄, ψ) =
∞∑

n=1

v−nϕn(ψ̄, ψ),

ϕ̄(v|ψ̄, ψ) =
∞∑

n=−1

v−nϕ̄n(ψ̄, ψ).

(15)

Нижние пределы этих сумм диктуются системой (9), и коэффициен-
ты получаются из нее рекуррентным образом. Например, из второго
уравнения системы находим

ϕn+1 = −i∂xϕn + cψ̄

n−1∑

k=1

ϕkϕn−k, ϕ1 = ψ. (16)

Пользуясь разложением ϕ в ряд, покажем, что преобразованию (9)
соответствует бесконечно много сохраняющихся величин.

1Заметим, что если исходные поля ψ̄, ψ комплексно-сопряжены, то преобразо-
вание (9) переводит их в ϕ̄, ϕ, которые в общем случае уже не будут сопряжены.
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Утверждение 2. Функционал

G(v) =

b∫

a

dx ψ̄ϕ(v|ψ̄, ψ) =
∞∑

n=1

v−n

b∫

a

dx ψ̄ϕn(ψ̄, ψ)

=

∞∑

n=1

v−nHn(ψ̄, ψ)

(17)

является производящим для сохраняющихся величин, т. е.

{H,Hn} = 0. (18)

Для доказательства домножим первое уравнение системы (9) на ϕ,
второе на ψ̄ и вычтем их друг из друга

ψ̄ψ − ϕ̄ϕ = i∂x(ψ̄ϕ). (19)

Пользуясь этим равенством и тем, что гамильтониан и скобки Пуассо-
на выглядят одинаково в новых и старых переменных, покажем, что
G коммутирует с H

{H,G} =

b∫

a

dx
(
ϕ{H, ψ̄}+ ψ̄{H,ϕ}

)

= i

b∫

a

dx
(
ϕ
(
−∂2xψ̄ + 2cψ̄2ψ

)
−ψ̄
(
−∂2xϕ+ 2cϕ̄ϕ2

))

= 2ic

b∫

a

dx ψ̄ϕ (ψ̄ψ − ϕ̄ϕ) = 0.

Следовательно, с гамильтонианом будут коммутировать и коэффици-
енты Hn при разных степенях v.

Первыми слагаемыми из ряда G при этом являются уже знакомые
нам функционалы числа частиц, импульса и гамильтониан

G = v−1N + v−2P + v−3H + . . . (20)
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Замечание. Производящий функционал для сохраняющихся величин
G является в некотором смысле канонически сопряженной к v пере-
менной относительно преобразования (9)

G =
∂F

∂v
(ψ̄, ϕ) =

b∫

a

dx ψ̄ϕ.

То же самое наблюдается для других интегрируемых моделей [4]. Бы-
ло бы интересно найти доказательство этого факта для произвольной
непрерывной симметрии, задаваемой некоторой производящей функ-
цией F .

Итак, в этом параграфе мы показали, что преобразование (9) явля-
ется преобразованием симметрии, которому соответствует бесконечно
много сохраняющихся величин. Поскольку при этом решение исходно-
го уравнения (1) переходит в еще одно его решение, такое преобразо-
вание является преобразованием Бэклунда. Предшествующие иссле-
дования этого преобразования можно найти в [1–3].

§4. Калибровочное преобразование

В этой части будут введены необходимые объекты из метода об-
ратной задачи рассеяния, после чего будет представлен новый вывод
преобразования Бэклунда при помощи калибровочного преобразова-
ния L-матрицы.

Изучение исходного уравнения (1) в рамках метода обратной зада-
чи во многом сводится к исследованию следующих вспомогательных
объектов. Введем 2× 2 матрицу, среди элементов которой будут поля
ψ, ψ̄

L(x, u) =

( −iu2 ic ψ̄(x)

−iψ(x) iu2

)
, (21)

где u – произвольное комплексное число. Эта L-матрица локальна, то
есть зависит от точки x. Теперь определим глобальную 2 × 2 матри-
цу, зависящую от концов отрезка [a, b], на котором живут поля, как
решение дифференциального уравнения

∂bT
b
a(u) = L(b, u)T b

a(u), T a
a (u) = 1. (22)

Зависимость от a, b для нее отражена в верхнем и нижнем индексах,
а в точке b = a матрица T превращается в единичную.
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Для этого уравнения можно написать формальный ответ в виде
ряда

T = 1+

b∫

a

dxL(x) +

b∫

a

dx2

x2∫

a

dx1 L(x2)L(x1)

+

b∫

a

dx3

x3∫

a

dx2

x2∫

a

dx1 L(x3)L(x2)L(x1) + . . .

(23)

Из последней формулы видно, что элементы Tij этой матрицы явля-
ются функционалами от полей ψ, ψ̄ (как и, например, гамильтониан
H в предыдущем пункте).

Приведем одно из ключевых утверждений, которое доказывается в
рамках метода обратной задачи2.

Утверждение 3. След матрицы T

t(u) = trT(u) = T11(u) + T22(u), (24)

является производящим функционалом для сохраняющихся величин
нелинейного уравнения Шредингера (1), среди которых есть гамиль-
тониан (4).

Величину t(u) называют трансфер-матрицей3. Теперь обсудим, как
введенные объекты помогают найти преобразование Бэклунда.

Рассмотрим преобразование (ψ̄, ψ) → (ϕ̄, ϕ), сохраняющее вид
транcфер-матрицы

t(ϕ̄, ϕ) = t(ψ̄, ψ). (25)

По утверждению 3 данное условие эквивалентно тому, что не меня-
ется вид гамильтониана и других сохраняющихся величин, получаю-
щихся из трансфер-матрицы. Для выполнения (25) достаточно, чтобы
T -матрицы в новых и старых переменных были связаны как

T (ϕ̄, ϕ) =M(b)T (ψ̄, ψ)M(a)−1. (26)

Тогда, по свойству следа, трансфер-матрицы t = trT будут совпадать4.

2Смотри, например, [6].
3Связь между t(u) и функционалом G(v) (17) из преобразования Бэклунда, так-

же генерирующим сохраняющиеся величины, будет показана в конце следующего
параграфа.

4Здесь, как и всюду, на поля наложено условие периодичности ψ(a) = ψ(b),
ψ̄(a) = ψ̄(b).
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Вспомним, что матрица T в исходных переменных зависела от кон-
цов интервала [a, b] и удовлетворяла уравнению (22)

∂bT
b
a(u) = L(b, u)T b

a(u). (27)

Дифференцируя (26) по b, находим, что L-матрицы должны быть свя-
заны калибровочным преобразованием

L(x, u|ϕ̄, ϕ) =M(x)L(x, u|ψ̄, ψ)M(x)−1 +
(
∂xM(x)

)
M(x)−1. (28)

Теперь, чтобы получить какое-нибудь преобразование симметрии,
нужно зафиксировать в этом уравнении матрицу M и найти соотно-
шения, связывающие новые поля ϕ̄, ϕ со старыми ψ̄, ψ.

Рассмотрим простой пример, взяв

M(x, v) =

(
v 0
0 1

)
. (29)

Зависимость от точки x здесь тривиальная, и мы включили в преобра-
зование дополнительный параметр v. Справа в (28) останется только
первое слагаемое, и, перемножив матрицы, получаем

ϕ̄ = vψ̄, ϕ = v−1ψ. (30)

Такое преобразование растяжения мы уже встречали (7) как одну из
симметрий нелинейного уравнения Шредингера.

Не любая матрицаM определяет какое-то преобразование, т. к. мат-
ричное уравнение (28) может не решиться. Кроме того, для преобра-
зования симметрии еще необходимо свойство каноничности. Следуя
идеям лекций [5], в качестве анзаца возьмем5

M(v, u) =

(
v − u+ pq p

q 1

)
, (31)

где параметр u тот же, что и внутри L-матриц в (28), v – снова про-
извольное число, а p, q зависят от новых и старых полей

p = p(ψ̄, ψ, ϕ̄, ϕ), q = q(ψ̄, ψ, ϕ̄, ϕ). (32)

Зависимость от x сидит внутри них же. Перемножая в (28) матрицы
и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях u, получим,

5В лекциях [5] сформулирован следующий рецепт: следует искать M среди
матриц, удовлетворяющих классическому уравнению Янга-Бакстера с той же
r-матрицей, с которой связана матрица T данной модели. В нашем случае анзац
(31) воспроизводит L-матрицу DST -цепочки.
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что

p = cψ̄, q = −ϕ, (33)

а поля связаны как
ϕ̄ = vψ̄ − i∂xψ̄ − cψ̄2ϕ,

ψ = vϕ+ i∂xϕ− cψ̄ϕ2.
(34)

Это и есть преобразование Бэклунда (9), обсуждавшееся в парагра-
фе 3. Таким образом, в подходе с трансфер-матрицей ему соответ-
ствует

M(ψ̄, ϕ) =

(
v − u− cψ̄ϕ cψ̄

−ϕ 1

)
. (35)

Заметим, что в точке u = v определитель (35) становится равным ну-
лю. Есть красивый способ, как из этого наблюдения найти собственные
числа матрицы T , и мы приводим его в приложении A. Сейчас вос-
пользуемся результатом тех вычислений, выписав формулу (72) для
суммы собственных чисел матрицы T , т.е. для трансфер-матрицы.

Утверждение 4. Трансфер-матрицу (24) можно записать в виде

t(v) = 2 cosh
(
−i v

2
(b− a) + icG(v)

)
, (36)

где G – производящий функционал сохраняющихся величин из преоб-
разования Бэклунда (17)

G(v) =

b∫

a

dx ψ̄ϕ(v|ψ̄, ψ). (37)

Здесь под ϕ нужно понимать решение второго уравнения систе-
мы (34), которое мы уже находили, см. формулы (15), (16).

Как мы уже знаем, в разложении G присутствует гамильтониан

G(v) = v−1N + v−2P + v−3H + . . . (38)

Поэтому, как и было анонсировано в утверждении 3, тот же самый
гамильтониан можно обнаружить, раскладывая логарифм трансфер-
матрицы (36). Кроме того, трюк с калибровочным преобразованием
показывает, что замена переменных (34) сохраняет не только вид H ,
но и вид N , P и всех остальных функционалов, которые получаются
из трансфер-матрицы и G.
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Отметим, что способ нахождения преобразования Бэклунда с помо-
щью калибровочного преобразования является довольно общим в рам-
ках метода обратной задачи, хотя подбор хорошей матрицы M требует
творческого подхода.

§5. Квантовое преобразование Бэклунда

В последнем параграфе мы посмотрим на квантовую теорию нели-
нейного уравнения Шредингера и найдем квантовый аналог для пре-
образования Бэклунда (34).

Классическим каноническим преобразованиям, которые оставляют
скобки Пуассона неизменными, в квантовой механике соответствуют
преобразования подобия

Â 7−→ Q̂Â Q̂−1. (39)

Для наглядности рассмотрим некоторую одномерную квантовую мо-
дель, гамильтониан которой записывается в привычных переменных p̂
и x̂. Любое преобразование вида (39) сохранит коммутатор [x̂, p̂] = ih

между этими операторами. Будем работать в координатном представ-
лении, когда все операторы действуют на пространстве функций от x,

и p̂ = −ih∂x. Предположим, что Q̂ можно представить как интеграль-
ный оператор

[
Q̂f
]
(x) =

∫
dy Q(x, y)f(y) (40)

с некоторым ядром Q(x, y). В классическом пределе этому оператору
должно соответствовать некоторое каноническое преобразование

p, x→ k, y, (41)

и мы будем считать, что оно задается производящей функцией F (x, y),
т. е.

p =
∂F

∂x
, k = −∂F

∂y
. (42)

Существует красивая формула [7], которая говорит, каким образом в
классическом пределе для ядра Q появляется функция F

Q(x, y) ∼ exp
(
ih−1F (x, y)

)
, h→ 0. (43)

Для некоторых преобразований эта формула является точной. Рас-
смотрим, например, преобразование, меняющее местами импульс и ко-
ординату,

y = p, k = −x. (44)
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Его производящей функцией будет F = xy. В квантовом случае им-
пульс и координата меняются местами посредством преобразования
Фурье. Иными словами, если задать6

[
Q̂f
]
(x) =

∫
dy eixyf(y), (45)

то

Q̂x = −i∂xQ̂, Q̂(−i∂x) = −xQ̂. (46)

Как видно, здесь ядро преобразования (45) воспроизводит функцию
F без взятия предела.

Чтобы перейти к квантовой теории нелинейного уравнения Шре-
дингера, воспользуемся каноническим рецептом квантования и заме-
ним поля-функции на поля-операторы

ψ, ψ̄ 7−→ ψ̂, ψ̂†, (47)

действующие в некотором гильбертовом пространстве H. Зададим
коммутаторы между полями аналогично скобкам Пуассона (5)

[ψ̂(x), ψ̂†(y)] = δ(x− y), [ψ̂(x), ψ̂(y)] = [ψ̂†(x), ψ̂†(y)] = 0. (48)

Будем считать, что гильбертово пространство H, в котором действуют

поля ψ̂†, ψ̂ и все остальные операторы, имеет структуру пространства
Фока: в H существует вектор |0〉, такой что

ψ̂|0〉 = 0, (49)

и любой другой вектор получается из него действием операторов ψ̂†.
Иными словами, всякое состояние из H можно представить в виде

f(ψ̂†)|0〉=f0|0〉+
∞∑

n=1

1√
n!

∫
dx1. . . dxn fn(x1, . . . , xn)ψ̂

†(x1) . . . ψ̂
†(xn)|0〉.

(50)
По всем переменным xj интегрирование идет на интервале [a, b]. Меж-
ду состояниями можно задать естественное скалярное произведение

(f, g) = f̄0g0 +

∞∑

n=1

∫
dx1. . . dxn f̄n(x1, . . . , xn)gn(x1, . . . , xn), (51)

где черта означает комплексное сопряжение. Чтобы сопоставить пре-
образованию Бэклунда (34) какое-то квантовое преобразование, нам

6С этого момента положим h = 1.
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нужно понять, как на пространстве H реализуются интегральные опе-
раторы.

Определим гауссов функциональный интеграл

∫
Dα†Dα exp




b∫

a

dx
(
−α†α+ Jα+Kα†

)

 = exp




b∫

a

dxJK


 . (52)

Здесь все величины под интегралом зависят от x. Пользуясь этой фор-
мулой, находим еще одно представление для скалярного произведения

(f, g) =

∫
Dα†Dα exp


−

b∫

a

dxα†α


 f̄(α)g(α†). (53)

Экспонента под интегралом играет роль меры

µ(α†, α) = exp


−

b∫

a

dxα†α


 . (54)

Произвольный интегральный оператор Q̂ на H будет действовать по
формуле

[
Q̂f
]
(ψ̂†)|0〉 =

∫
Dα†Dαµ(α†, α)Q(ψ̂†, α) f(α†)|0〉, (55)

где Q обозначает ядро этого оператора.
Теперь, как в примере с преобразованием Фурье (45), построим

квантовый оператор Q̂ с ядром

Q(ψ̂†, α) = exp
[
F (ψ̂†, α)

]
, (56)

где F – производящая функция классического преобразования Бэк-
лунда (13)

F (ψ̂†, α) =

b∫

a

dx
(
ψ̂†(v + i∂x)α− c

2 (ψ̂
†)2α2

)
. (57)

Для квантового нелинейного уравнения Шредингера такой интеграль-
ный оператор играет особую роль: он совпадает с т. н. Q-оператором
Бакстера, который для этой модели был исследован в работе [8]7.

7В работе [8] этот оператор записан в несколько другой форме, в приложении B
продемонстрировано, что в действительности они совпадают.
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Q-оператор является полезным инструментом при решении кванто-
вой задачи на нахождение собственных функций и спектра гамильто-
ниана и к тому же обладает рядом интересных свойств.

Утверждение 5. Интегральный оператор с ядром (56) коммутиру-
ет сам с собой [

Q̂(u), Q̂(v)
]
= 0 (58)

и с производящей функцией квантовых сохраняющих величин нели-
нейного Шредингера, квантовой трансфер-матрицей [9],

[
t̂(u), Q̂(v)

]
= 0. (59)

Кроме того, этот оператор удовлетворяет уравнению Бакстера

Q̂(v)t̂(v) = e−i v
2
(b−a)Q̂(v + ic) + ei

v

2
(b−a)Q̂(v − ic). (60)

Свойства коммутации означают, что преобразование подобия, зада-

ваемое оператором Q̂, является симметрией квантовой теории, а урав-
нение Бакстера позволяет решить задачу о спектре t̂(v) и, как след-
ствие, о спектре гамильтониана модели.

Итак, преобразование симметрии, задаваемое оператором Q̂ можно
считать квантовым аналогом классического преобразования Бэклун-
да (9). В конце этого параграфа заметим, что в свое время Паскье и
Годен [11], построив Q-оператор для квантовой цепочки Тоды, замети-
ли, что его ядро точно так же является экспонентой от преобразования
Бэклунда, известного для классической цепочки Тоды.

§6. Заключение

В духе работы [4] мы посмотрели на уже появлявшееся в литературе
преобразование Бэклунда для нелинейного уравнения Шредингера (9)
с точки зрения калибровочного преобразования L-матрицы (28).

При этом, в частности, была получена формула (36) для трансфер-
матрицы в терминах производящего функционала сохраняющихся ве-
личин (17), соответствующих симметрии относительно преобразова-
ния Бэклунда. В последнем параграфе мы обозначили связь класси-
ческого преобразования Бэклунда с Q-оператором Бакстера для кван-
товой модели.
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Одним из открытых вопросов дальнейшего исследования является
связь классического и квантового преобразований Бэклунда с разде-
лением переменных для нелинейного уравнения Шредингера. В рабо-
те [4] этот вопрос обсуждается на примере дискретных моделей, по-
этому теперь было бы интересно проинтерпретировать идеи оттуда в
нашем случае теории поля.

Благодарности. Автор благодарит С. Э. Деркачева и Е. К. Скля-
нина за чрезвычайно ценные обсуждения и внимание к работе.

A. Собственные числа T -матрицы

В параграфе 4 мы установили, что при калибровочном преобразо-
вании L-матрицы

L(ϕ̄, ϕ)M =ML(ψ̄, ψ) + ∂xM (61)

соответствующие матрицы T связаны преобразованием подобия

T (ϕ̄, ϕ)M(a) =M(b)T (ψ̄, ψ). (62)

Кроме того, выбрав в качестве M матрицу

M(v, u) =

(
v − u− cψ̄ϕ cψ̄

−ϕ 1

)
, (63)

мы получили связь между полями

ϕ̄ = vψ̄ − i∂xψ̄ − cψ̄2ϕ,

ψ = vϕ+ i∂xϕ− cψ̄ϕ2.
(64)

Пользуясь этими формулами, найдем собственные числа T -матрицы.
Поскольку в точке u = v определитель матрицы M зануляется,

можно найти вектор ω, соответствующий нулевому собственному чис-
лу:

M(v, v)ω =

(
−cψ̄ϕ cψ̄

−ϕ 1

)
ω = 0, ω =

(
1
ϕ

)
. (65)

С точностью до нормировки такой вектор будет единственным. Под-
черкнем, что ϕ здесь зависит от ψ̄, ψ и берется из системы (64). Теперь
домножим справа на этот вектор калибровочное преобразование (61)
с параметром u = v внутри L-матриц

M(v, v, x)
(
L(v, x)− ∂x

)
ω(x) = 0
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Из единственности ω заключаем, что для оператора в скобках этот
вектор тоже является собственным. Легко найти соответствующее соб-
ственное число

(
L(v)− ∂

)
ω =

(
−i v2 + icψ̄ϕ

−iψ + i v2ϕ− ∂ϕ

)
=
(
−i v

2
+ icψ̄ϕ

)
ω, (66)

где мы воспользовались вторым уравнением из (64). Теперь точно так
же домножим на этот вектор глобальное преобразование (62) при u = v

M(b)T (ψ̄, ψ)ω(a) = T (ϕ̄, ϕ)M(a)ω(a) = 0, (67)

и с учетом единственности ω верно, что

T b
a(v|ψ̄, ψ)ω(a) = f(a, b, v)ω(b) = f(a, b, v)ω(a), (68)

где мы к тому же воспользовались периодическими граничными усло-
виями. Осталось найти собственное число f(a, b, v). Продифференци-
руем последнее уравнение по a8

T b
a

(
−L(a) + ∂a

)
ω(a) = ∂af(a)ω(b). (69)

Из локального соотношения (66) в точке a следует простое уравнение
на собственное число

∂af(a) =
(
i
v

2
− icψ̄(a)ϕ(a)

)
f(a), f(b) = 1, (70)

начальное условие к которому берется из условия на T -матрицу:
T b
b = 1. Наконец, решая это уравнение мы находим одно из собствен-

ных чисел матрицы T

f(a, b, v) = exp


−i v

2
(b − a) + ic

b∫

a

dxψ̄(x)ϕ(v, x|ψ̄, ψ)


 . (71)

Заметим, что в показателе экспоненты стоит то, что мы раньше обо-
значали как G(v|ψ̄, ψ) – семейство интегралов движения. Кроме того,
поскольку trL = 0, то detT = 1, значит, второе собственное число есть
f−1. Трансфер-матрица отсюда равна

t(v) = f + f−1 = 2 cosh
(
−i v

2
(b − a) + icG(v)

)
. (72)

8Здесь нужно воспользоваться тождеством ∂aT
b
a = −T b

aL(a), которое вытекает
из определения T (22).
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B. Q-оператор Бакстера

В параграфе 5 мы ввели интегральный оператор, действующий в
пространстве состояний H по следующей формуле

[
Q̂f
]
(ψ̂†)|0〉 =

∫
Dα†Dα exp

[
−

b∫

a

dxα†α

+

b∫

a

dx
(
ψ̂†(v + i∂x)α− c

2
(ψ̂†)2α2

)]
f(α†)|0〉.

(73)

Оказывается, этот оператор можно представить и в более простой фор-
ме. Введем символ нормального упорядочения : : , который в любом

выражении с полями переставляет ψ̂† налево, а ψ̂ направо

: ψ̂ψ̂†ψ̂2ψ̂† : = (ψ̂†)2ψ̂3, (74)

как если бы поля были классическими. Тогда оператор Q̂ запишется в
виде

Q̂(v) = : exp

[ b∫

a

dx
(
ψ̂†(v − 1 + i∂x)ψ̂ − c

2
(ψ̂†)2ψ̂2

)]
: . (75)

Чтобы доказать это утверждение, понадобится формула приведения
произведения двух операторов к нормальному порядку [10]

: A(ψ̂†, ψ̂) : : B(ψ̂†, ψ̂) :

= :

∫
Dα†Dα exp

[
−

b∫

a

dx (α† − ψ̂†)(α− ψ̂)

]
A(ψ̂†, α)B(α†, ψ̂) : . (76)

Пользуясь этой формулой, нужно подействовать оператором (75) на

произвольное состояние f(ψ̂†)|0〉. Помня, что ψ|0〉 = 0, получаем ис-
ходную формулу (73).

В работе [8] исследовался оператор вида

Q̂∗(v) = : exp

[ b∫

a

dx
( i
v
ψ̂†∂xψ̂ − c

2v2
(ψ̂†)2ψ̂2

) ]
: (77)
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С точностью до нормировки он совпадает с (75)

Q̂(v) = vN̂ Q̂∗(v), (78)

где N̂ – квантовый оператор числа частиц

N̂ =

b∫

a

dx ψ̂†ψ̂. (79)

Чтобы доказать последнее равенство, необходимо снова применить
формулу приведения (76) и воспользоваться тождеством

vN̂ = : e(v−1)N̂ : . (80)

При этом свойства оператора Q̂ из утверждения 5 следуют из соответ-

ствующих свойств Q̂∗.
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Belousov N. M. Backlund transformation for the nonlinear Schrodinger
equation.

In the note we give a new method of derivation of the Backlund trans-
formation for the nonlinear Schrodinger equation. We discuss conserved
quantities related to this transformation, and how it can be connected with
the inverse scattering method. Besides, we construct a quantum analog of
the Backlund transformation defined by the Baxter’s Q-operator.
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