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§1. Введение

В работах А. С. Благовещенского [1], Х. Е. Мозеса и Р. Н. Проссе-
ра [2] установлено, что достаточно быстро убывающее решение вол-
нового уравнения, равно как и уравнений Максвелла (см. [2]), опре-
деляется своей асимптотикой в дальней зоне при больших временах.
Использование этого результата позволило в параграфе 2 настоящей
работы получить формулу, в которой энергия решения волнового урав-
нения выражена через указанную асимптотику. Далее, в параграфах 3
и 4 аналогичные формулы получены для решений уравнений электро-
и эластодинамики, а в параграфе 5 эти формулы конкретизируют-
ся для случаев, когда такие решения выражены через скалярные или
векторные потенциалы. В параграфе 6 рассмотрены частные случаи,
когда поля или потенциалы специальным образом выражаются через
некоторое решение волнового уравнения. Наконец, в параграфе 7 воз-
можности предложенной в работе методики иллюстрируется на при-
мере однонаправленных решений волнового уравнения и построенных
на их основе решений уравнений Максвелла, которые могут быть по-
лезны при моделировании ультракоротких (фемто- и аттосекундных)
лазерных импульсов [3, 4].

§2. Волновое уравнение

Начнём с рассмотрения трёхмерного волнового уравнения [5]

�u = ∆u− 1

c2
ü = 0 , (1)
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где функция (вообще говоря, комплексная) u = u(t,R) зависит от вре-
мени t и трёх пространственных координат, объединённых в вектор
R = (x, y, z), точка обозначает дифференцирование по переменной t,
∆ = ∂2x + ∂2y + ∂2z – 3D оператор Лапласа, постоянная c характеризу-
ет скорость распространения волн. Под плотностью энергии решения
понимается функция

w(t,R) =
1

2

(
1

c2
|u̇|2 + |∇u|2

)
. (2)

Решение u имеет конечную энергию, если сходится интеграл

E =

∫∫∫

R3

w(t,R) d3R , (3)

где d3R = dx dy dz – элемент объёма. Интеграл энергии (3) не зави-
сит от t. Наша задача – получить представление для интеграла (3) в
терминах, описывающих асимптотическое поведение функции u(t,R)
при больших временах и на больших расстояниях.

Рассмотрим решение уравнения (1), удовлетворяющее при t = 0
начальным условиям





u|t=0 = ϕ(R) = 1
(2π)3/2

∫∫∫
R3

ϕ̂(k)eik·R d3k ,

u̇|t=0 = ψ(R) = 1
(2π)3/2

∫∫∫
R3

ψ̂(k)eik·R d3k ,
(4)

где k = (kx, ky, kz), d
3
k = dkx dky dkz , ϕ̂ и ψ̂ – Фурье-образы функций

ϕ и ψ, которые будем считать гладкими и достаточно бысто убываю-
щими на бесконечности, а точкой обозначено скалярное произведение:
k ·R = kxx+ kyy + kzz.

Тогда, обозначив k = |k|, n = k/k,

û±(k) =
ϕ̂(k) ∓ ψ̂(k)/(ikc)

2
,

получаем:
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u =
1

(2π)3/2

∫∫∫

R3

[
ϕ̂(k) cos kct+ ψ̂(k)

sin kct

kc

]
eik·R d3k

=
1

(2π)3/2

∫∫∫ [
û−(k)e

i(k·R+kct) + û+(k)e
i(k·R−kct)

]
d3k

=
1

(2π)3/2



∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

0

û−(kn)e
ik(n·R+ct) k2 dk

+

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

0

û+(kn)e
ik(n·R−ct) k2 dk


 ,

где d2n – элемент площади поверхности единичной сферы, d3k =
k2 dk d2n.

Выполнив в первом интеграле замену n 7→ −n, k 7→ −k и объединив
его со вторым, получаем

u =
1

2π

∫∫

|n|=1

d2n


 1√

2π

+∞∫

−∞

û(kn)eik(n·R−ct) k2 dk


 (5)

=
1

2π

∫∫

|n|=1

U(n ·R− ct,n) d2n ,

где

û(kn) =

{
û−(kn), k < 0 ,

û+(kn), k > 0 ,

и

U(s,n) =
1√
2π

+∞∫

−∞

k2û(kn)eiks dk . (6)

Из равенства (6), между прочим, вытекает, что

∞∫

−∞

|k2û(kn)|2 dk =

∞∫

−∞

|U(s,n)|2 ds . (7)
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При каждом фиксированном n функция U(n · R − ct,n) представ-
ляет собой плоскую волну, бегущую со скоростью c в направлении
вектора n.

Выразим интеграл энергии (3) через функцию (6):

E =
1

2

∫∫∫

R3

( |ψ|2
c2

+ |∇ϕ|2
)
d3R =

1

2

∫∫∫

R3

(
|ψ̂|2
c2

+ k2|ϕ̂|2
)
d3k

=

∫∫

|n|=1

d2n




∞∫

0

k2|û−(kn)|2 k2 dk +
∞∫

0

k2|û+(kn)|2 k2 dk


 .

Выполнив в первом интеграле замену n 7→ −n, k 7→ −k, получаем, с
учётом (7):

E =

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|k2û(kn)|2 dk =

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|U(s,n)|2 ds . (8)

Для завершения вывода окончательной формулы воспользуемся ре-
зультатом, полученным Благовещенским [1] и, независимо, Мозесом и
Проссером [2] (см. также [6]). В этих работах установлено, что для
достаточно быстро убывающих при |R| → ∞ классических решений
u(t,R) волнового уравнения (1) для произвольного вещественного зна-
чения s и единичного вектора n существует предел

F (s,n) = lim
t→∞

[ct · u(t, (ct+ s)n)] , (9)

т.е. предел при больших временах t и расстояниях |R|, когда вектор R

направлен вдоль n, а разность s = |R| − ct остаётся фиксированной.
При этом справедливо равенство

u =
1

2π

∫∫

|n|=1

F ′(n ·R− ct,n) d2n , (10)

где штрихом обозначена производная по первому аргументу.

Сравнивая равенства (5) и (10), мы заключаем, что функции
U(s,n) (6) и F (s,n) (9) связаны равенством

U(s,n) = F ′(s,n) . (11)
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Отсюда, с учётом (8), вытекает искомая формула

E =

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|F ′(s,n)|2 ds , (12)

позволяющая вычислить полную энергию решения волнового уравне-
ния (1) через её асимптотику при больших значениях времени и на
больших расстояниях.

§3. Уравнения электродинамики в вакууме

Рассмотрим теперь систему уравнений Максвелла в вакууме в от-
сутствие зарядов и токов [7]

{
divE = 0 , divH = 0 ,

1
c Ė = rotH , 1

c Ḣ = − rotE .
(13)

Плотность энергии электромагнитного поля имеет вид

w(t,R) =
1

2

(
|E|2 + |H|2

)
,

т.е., в отличие от скалярного случая (2), выражается через сами поля,
а не их производные. Мы предполагаем, что интеграл (3) сходится, его
значение не зависит от времени t.

Рассмотрим решение системы уравнений (13), удовлетворяющее на-
чальным условиям





E|t=0 = ϕ(R) = 1
(2π)3/2

∫∫∫
R3

ϕ̂(k)eik·R d3k ,

H|t=0 = ψ(R) = 1
(2π)3/2

∫∫∫
R3

ψ̂(k)eik·R d3k ,

причём, в отличие от скалярного случая (4), вектор-функции ϕ(R) и
ψ(R) не могут быть выбраны произвольным образом: из первой пары

уравнений Максвелла вытекает, что ϕ̂(k)⊥k, ψ̂(k)⊥k. Из второй пары
уравнений следует, что





Ė

∣∣∣
t=0

= c rotψ(R) = ic
(2π)3/2

∫∫∫
R3

k× ψ̂(k)eik·R d3k ,

Ḣ

∣∣∣
t=0

= −c rotϕ(R) = − ic
(2π)3/2

∫∫∫
R3

k× ϕ̂(k)eik·R d3k .
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Поскольку каждая компонента как электрического, так и магнитно-
го поля удовлетворяет волновому уравнению (1), мы можем, восполь-
зовавшись результатами параграфа 2, представить функции E(t,R) и
H(t,R) в виде

{E,H}(t,R) =
1

2π

∫∫

|n|=1

U{E,H}(n ·R− ct,n) d2n .

Здесь

U{E,H}(s,n) =
1√
2π

+∞∫

−∞

k2{Ê, Ĥ}(kn)eiks dk = F
′
{E,H}(s,n) ,

где

F{E,H}(s,n) = lim
t→∞

[ct · {E,H}(t, (ct+ s)n)] ,

Ê(kn) =

{
Ê−(kn) = [ϕ̂(kn) + n× ψ̂(kn)]/2, k < 0 ,

Ê+(kn) = [ϕ̂(kn)− n× ψ̂(kn)]/2, k > 0 ,

Ĥ(kn) =

{
Ĥ−(kn) = [ψ̂(kn)− n× ϕ̂(kn)]/2, k < 0 ,

Ĥ+(kn) = [ψ̂(kn) + n× ϕ̂(kn)]/2, k > 0 ,

при этом

Ê(kn) = −n× Ĥ(kn) , Ĥ(kn) = n× Ê(kn) ,

UE(s,n) = −n×UH(s,n) , UH(s,n) = n×UE(s,n) ,

FE(s,n) = −n× FH(s,n) , FH(s,n) = n× FE(s,n) .

Вычислим интеграл энергии (3):

E =
1

2

∫∫∫

R3

(|ϕ|2 + |ψ|2) d3R =
1

2

∫∫∫

R3

(|ϕ̂|2 + |ψ̂|2) d3k

=

∫∫

|n|=1

d2n




∞∫

0

|Ê−(kn)|2 k2 dk +
∞∫

0

|Ê+(kn)|2 k2 dk


 (14)

=

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|kÊ(kn)|2 dk =

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|FE(s,n)|2 ds ,
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при последнем переходе мы учли, что

FE(s,n) = − i√
2π

+∞∫

−∞

kÊ(kn)eiks dk .

Очевидно, в формуле (14) вместо FE можно взять вектор-функцию
FH, поскольку |FE| = |FH|. Мы видим, что энергия электромагнитно-
го поля, в отличие от скалярного случая, выражается не через произ-
водную предельной функции F, а через саму эту функцию.

§4. Уравнения эластодинамики однородной

изотропной упругой среды

Рассмотрим описывающее упругие колебания уравнение Навье [8],
имеющее в случае однородной изотропной среды при отсутствии внеш-
них сил вид

(λ+ 2µ)∇ divu− µ rot rotu− ρü = 0 , (15)

где u = (ux, uy, uz) = (u1, u2, u3) – вектор смещения, ρ – плотность
среды, а λ и µ – параметры Ламе, характеризующие упругие свой-
ства среды. Решение уравнения (15), убывающее на бесконечности,
единственным образом раскладывается в сумму потенциального u‖ и
соленоидального u⊥ слагаемых:

u = u‖ + u⊥ , rotu‖ = 0 , divu⊥ = 0 ,

при этом каждое из слагаемых удовлетворяет своему волновому урав-
нению:

∆u‖,⊥ − 1

c2‖,⊥
ü‖ = 0 ,

где c‖ =
√
(λ+ 2µ)/ρ и c⊥ =

√
µ/ρ – скорости распространения про-

дольных и поперечных упругих волн (P - и S-волн) соответственно.
Отсюда вытекает, что

u‖,⊥ =
1

2π

∫∫

|n|=1

U‖,⊥

(
n ·R− c‖,⊥t,n

)
d2n ,

где

U‖,⊥(s,n) = F
′
‖,⊥(s,n) ,

F‖,⊥(s,n) = lim
t→∞

[
c‖,⊥t · u‖,⊥(t,

(
c‖,⊥t+ s)n

)]
,
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причём из условий потенциальности и соленоидальности следует, что
векторы U‖(s,n) и F‖(s,n) коллинеарны вектору n, а U⊥(s,n) и F⊥(s,n)
ему ортогональны, что и оправдывает введённые обозначения.

Перейдём к вычислению энергии. Выражение для плотности энер-
гии упругой волны имеет вид [8]

w(t,R) =
1

2

[
ρ|u̇|2 + (λ+ 2µ)(ε11 + ε22 + ε33)

2

−4µ(ε11ε22 + ε11ε33 + ε22ε33 − ε212 − ε213 − ε223)
]
, (16)

где εmn – элементы тензора деформации εmn = 1
2

(
∂um

∂xn
+ ∂un

∂xm

)
, а

(x1, x2, x3) = (x, y, z). Первое слагаемое в (16) отвечает кинетической
энергии, а все остальные – потенциальной. Мы считаем, что интеграл
(3) сходится, его значение не зависит от времени t.

После некоторых преобразований формула (16) приводится к ви-
ду [9]

w(t,R)=
1

2

{
ρ|u̇|2+(λ+2µ)| divu|2+µ| rotu|2+2µ div[(u,∇)u−u divu]

}
.

Очевидно, в первом слагаемом плотности потенциальной энергии
divu = divu‖, во втором rotu = rotu⊥, последнее не влияет на полную
энергию, поскольку интеграл от него равен нулю.

Покажем, что полная энергия решения u равна сумме энергий его
потенциального u‖ и соленоидального u⊥ слагаемых. Рассмотрим за-
дачу Коши для уравнения (15). Пусть заданы гладкие квадратично
интегрируемые вектор-функции

ϕ(R) = ϕ‖(R) + ϕ⊥(R) и ψ(R) = ψ‖(R) + ψ⊥(R),

определяющие начальные смещения и скорости в среде:




u|t=0 = ϕ(R) = 1
(2π)3/2

∫∫∫
R3

ϕ̂(k)eik·R d3k ,

u̇|t=0 = ψ(R) = 1
(2π)3/2

∫∫∫
R3

ψ̂(k)eik·R d3k ,

тогда




u‖,⊥

∣∣
t=0

= ϕ‖,⊥(R) = 1
(2π)3/2

∫∫∫
R3

ϕ̂‖,⊥(k)e
ik·R d3k ,

u̇‖,⊥

∣∣
t=0

= ψ‖,⊥(R) = 1
(2π)3/2

∫∫∫
R3

ψ̂‖,⊥(k)e
ik·R d3k ,
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при этом для любого k векторы ϕ̂‖(k) и ψ̂‖(k) коллинеарны k, а ϕ̂⊥(k)

и ψ̂⊥(k) ортогональны k.

Выразим интеграл энергии (3) через ϕ̂‖,⊥(k) и ψ̂‖,⊥(k):

E =
1

2

∫∫∫

R3

(
ρ|ψ|2 + (λ+ 2µ)(divϕ)2 + µ| rotϕ|2

)
d3R

=
1

2

∫∫∫

R3

(
ρ(|ψ̂‖|2 + |ψ̂⊥|2) + (λ + 2µ)k2|ϕ̂‖|2 + µk2|ϕ̂⊥|2

)
d3k

=
λ+ 2µ

2

∫∫∫

R3

(
|ψ̂‖|2
c2‖

+ k2|ϕ̂‖|2
)
d3k+

µ

2

∫∫∫

R3

(
|ψ̂⊥|2
c2⊥

+ k2|ϕ̂⊥|2
)
d3k

= E‖ + E⊥ .
Мы видим, что полная энергия распадается в сумму энергий для по-
тенциальной и соленоидальной части решения, и их можно рассмот-
реть отдельно. Повторяя рассуждения параграфа 2, получаем:

E‖=(λ+2µ)

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|U‖(s,n)|2 ds = (λ+2µ)

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|F′
‖(s,n)|2 ds ,

E⊥ = µ

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|U⊥(s,n)|2 ds = µ

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|F′
⊥(s,n)|2 ds .

Мы получили формулы, выражающие энергию локализованной уп-
ругой волны через её асимптотику при больших временах и на боль-
ших расстояниях.

§5. Энергия электромагнитного и упругого импульса в

терминах асимптотики потенциалов

В случаях, когда решения уравнений электро- и эластодинамики
выражаются через потенциалы (скалярные или векторные), удовле-
творяющие волновому уравнению, можно выразить энергию решения
через асимптотику этих потенциалов.

• Энергия электромагнитного импульса в терминах
асимптотики векторного потенциала в случае кулонов-
ской калибровки. Решение системы уравнений Максвелла
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(13) в кулоновской калибровке представляется в виде [7]

E = −1

c
Ȧ , H = rotA ,

где A – векторный потенциал, в отсутствии зарядов и токов
удовлетворяющий волновому уравнению (1) и дополнительно-
му условию divA = 0. В этом случае

FE(s,n) = F
′
A
(s,n) ,

где

FA(s,n) = lim
t→∞

[ct ·A(t, (ct+ s)n)] ,

и поэтому

E =

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|F′
A
(s,n)|2 ds .

• Энергия электромагнитного импульса в терминах аси-
мптотики электрического вектора Герца. Пусть решение
системы уравнений Максвелла (13) представляется в виде

E = ∇(divΠe)− 1

c2
Π̈

e , H =
1

c
rot Π̇e ,

где Π
e – электрический вектор Герца [10], удовлетворяющий в

отсутствии зарядов и токов волновому уравнению (1).
Обозначим

FΠe(s,n) = lim
t→∞

[ct ·Πe(t, (ct+ s)n)] ,

тогда

FH(s,n) = −n× F
′′
Πe(s,n) ,

и

E =

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|n× F
′′
Πe(s,n)|2 ds .

• Энергия электромагнитного импульса в терминах аси-
мптотики магнитного вектора Герца (вектора Риги).
Пусть решение системы уравнений Максвелла (13) представ-
ляется в виде

E = −1

c
rot Π̇m , H = rot rotΠm ,
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где Π
m – магнитный вектор Герца (вектор Риги) [10], удовле-

творяющий в отсутствии зарядов и токов волновому уравне-
нию (1).

Обозначим

FΠm(s,n) = lim
t→∞

[ct ·Πm(t, (ct+ s)n)] ,

тогда
FE(s,n) = n× F

′′
Πm(s,n) ,

и

E =

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|n× F
′′
Πm(s,n)|2 ds .

• Энергия потенциального упругого импульса в терми-
нах скалярного потенциала. Потенциальное решения урав-
нения Навье (15) представляется в виде

u‖ = ∇Φ ,

где скалярный потенциал Φ удовлетворяет волновому уравне-
нию ∆Φ− 1

c2
‖

Φ̈ = 0 . В этом случае

F‖(s,n) = nF ′
Φ(s,n) ,

где
FΦ(s,n) = lim

t→∞

[
c‖t · Φ(t, (c‖t+ s)n)

]
,

и тогда

E‖ = (λ + 2µ)

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|F ′′
Φ(s,n)|2 ds .

• Энергия соленоидального упругого импульса в терми-
нах векторного потенциала. Соленоидальное решения ура-
внения Навье (15) представляется в виде

u⊥ = rotΨ ,

где векторный потенциал Ψ удовлетворяет волновому уравне-
нию ∆Ψ − 1

c2⊥
Ψ̈ = 0 . В этом случае

F⊥(s,n) = n× F
′
Ψ(s,n) ,

где
FΨ(s,n) = lim

t→∞
[c⊥t ·Ψ(t, (c⊥t+ s)n)] ,
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и тогда

E⊥ = µ

∫∫

|n|=1

d2n

∞∫

−∞

|n× F
′′
Ψ(s,n)|2 ds .

§6. Частные случаи

Большинство известных автору явных решений системы уравнений
Максвелла строится на основе некоторого скалярного решения u вол-
нового уравнения (1) с помощью одной из стандартных процедур. Это
позволяет выразить энергию результирующего поля через асимптоти-
ку функции u. Аналогичные формулы могут быть получены и для
энергии упругих импульсов.

Некоторые из приведённых ниже формул будут использованы в сле-
дующем разделе при рассмотрении конкретных примеров.

• Пусть

E = l×∇u = − rot(l u) ,

где l – постоянный вектор, а u – решение уравнения (1). Такая
функция удовлетворяет волновому уравнению, её дивергенция
равна нулю, поэтому она описывает электрическую компонен-
ту некоторого электромагнитного поля. Тогда

FE(s,n) = l× nF ′(s,n) ,

и

E =

∫∫

|n|=1

|l× n|2 d2n
∞∫

−∞

|F ′(s,n)|2 ds . (17)

• Пусть

A = l×∇u = − rot(l u) ,

где l – постоянный вектор, а u – решение уравнения (1). Тогда

FA(s,n) = l× nF ′(s,n) ,

и

E =

∫∫

|n|=1

|l× n|2 d2n
∞∫

−∞

|F ′′(s,n)|2 ds . (18)
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• Пусть

Π = l u ,

где Π – электрический или магнитный вектор Герца, l – посто-
янный вектор, а u – решение уравнения (1). Тогда

FΠ(s,n) = lF (s,n) ,

и

E =

∫∫

|n|=1

|l× n|2 d2n
∞∫

−∞

|F ′′(s,n)|2 ds .

• Пусть

u⊥ = l×∇v = − rot(l v) ,

где v – скалярное решение уравнения ∆v − 1
c2⊥
v̈ = 0 , тогда

Ψ = −l v,

FΨ(s,n) = −lFv(s,n) = −l lim
t→∞

[c⊥t · v(t, (c⊥t+ s)n)] ,

и

E⊥ = µ

∫∫

|n|=1

|n× l|2 d2n
∞∫

−∞

|F ′′
v (s,n)|2 ds .

§7. Примеры

В настоящем разделе приведённая выше общая схема применяется
для нахождения энергии конкретных решений волнового уравнения и
системы уравнений Максвелла. Для решений, которые здесь рассмат-
риваются, функции F (s,n) и U(s,n) обращаются в нуль на полусфере.
Это означает, что такие решения обладают свойством однонаправлен-
ности, что делает их удобным инструментом для моделирования уль-
тракоротких лазерных импульсов.

• Рассмотрим функцию Со [11] – решение уравнения (1), имею-
щее вид

u(t, ρ, z) =
1

S(z∗ − S)
. (19)

Здесь

S =
√
c2t2∗ − ρ2 , (20)
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при этом ρ2 = x2 + y2, z∗ = z + iζ, t∗ = t + iτ , где ζ и τ 6= 0 –
вещественные параметры, а ветвь квадратного корня в (20) вы-
бирается из условия S|ρ=0 = ct∗. Будем считать также выпол-

ненным неравенство ζ/τ < c , обеспечивающее регулярность
функции (19) при всех значениях пространственных коорди-
нат и времени.

Пусть χ – угол между положительным направлением оси z
и вектором n, тогда

F (s, θ) = lim
t→∞

[ct · u(t, (ct+ s) sinχ, (ct+ s) cosχ)] . (21)

В рассматриваемом случае S ∼ ct| cosχ|, z∗ − S ∼ 2ct cosχ при
χ > π/2, а при χ < π/2

z∗ − S = iζ +
z2 + ρ2 − c2t2∗

z + S

= iζ +
(ct+ s)2 − c2(t+ iτ)2

z + S
∼ iζ +

s− iτ

cosχ
.

Поэтому при χ 6= π/2

F (s,n) =
θ(cosχ)

s− i(cτ − ζ cosχ)
,

где θ – функция Хевисайда, равная единице, когда её аргумент
положителен, и нулю, когда он отрицателен. Отсюда

F ′(s,n) = − θ(cosχ)

[s− i(cτ − ζ cosχ)]2
,

E = 2π

π/2∫

0

sinχdχ

∞∫

−∞

ds

[s2 + (cτ − ζ cosχ)2]2

= 2π

π/2∫

0

sinχdχ

|cτ − ζ cosχ|3

∞∫

−∞

ds′

(s′2 + 1)2

=
π2

2|ζ|

∣∣∣∣
1

(cτ − ζ)2
− 1

(cτ)2

∣∣∣∣ =
π2|2cτ − ζ|

2(cτ)2(cτ − ζ)2
.

При вычислении внутреннего интеграла сделана замена
s = s′|cτ − ζ cosχ|, которую мы будем применять и в других
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примерах, а далее использована формула [12]

In =

∞∫

−∞

dx

(x2 + 1)n
=

(2n− 2)!

[(n− 1)!]2
π

22n−2
. (22)

В частности, I2 = π/2, I3 = 3π/8, I4 = 5π/16, I5 = 35π/128,
I6 = 63π/256. Эти значения нам понадобятся в дальнейшем.

• Пусть теперь u – мнимая часть рассмотренного выше ком-
плексного решения (19):

u(t, ρ, z) = Im
1

S(z∗ − S)
, (23)

тогда

F (s, θ) = Im
θ(cosχ)

s− i(cτ − ζ cosχ)
,

F ′(s, θ) = − 2s(cτ − ζ cosχ)

[s2 + (cτ − ζ cosχ)2]2
θ(cosχ) ,

E = 2π

π/2∫

0

sinχdχ

+∞∫

−∞

4s2(cτ − ζ cosχ)2

[s2 + (cτ − ζ cosχ)2]4
ds

= 8π

π/2∫

0

sinχdχ

|cτ − ζ cosχ|3

∞∫

−∞

s′2 ds′

(s′2 + 1)4

=
4π

|ζ|

∣∣∣∣
1

(cτ − ζ)2
− 1

(cτ)2

∣∣∣∣ (I3 − I4) =
π2|2cτ − ζ|

4(cτ)2(cτ − ζ)2

(опять воспользовались формулой (22)). Как видим, эта вели-
чина оказалась ровно вдвое меньше, чем энергия решения (19).
Тот же результат будет и в случае, если мы рассмотрим веще-
ственную часть функции (19).

• Пусть теперь

E = ex ×∇u ,
где ez – единичный вектор, направленный вдоль положитель-
ного направления оси x, а u – мнимая часть (23) функции
Со (19).
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Для вычисления энергии воспользуемся формулой (17), при
этом

|ex × n|2 = 1− (ex · n)2 = 1− sin2 χ cos2 φ ,

где n = (sinχ cosφ, sinχ sinφ, cosχ):

E =

π/2∫

0

sinχdχ

π∫

−π

(1− sin2 χ cos2 φ) dφ

+∞∫

−∞

4s2(cτ − ζ cosχ)2

[s2 + (cτ − ζ cosχ)2]4
ds

= 4π

π/2∫

0

(2 − sin2 χ) sinχdχ

|cτ − ζ cosχ|3

∞∫

−∞

s′2 ds′

(s′2 + 1)4
=
π2

4

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

(1 + v2) dv

(cτ − ζv)3

∣∣∣∣∣∣

=
π2

4

∣∣∣∣
−2(cτ)3 + 3(cτ)2ζ + 2cτζ2 − ζ3

2ζ2(cτ)2(cτ − ζ)2
+

1

ζ3
ln

cτ

cτ − ζ

∣∣∣∣

(при вычислении сделана замена v = cosχ).
• Пусть задан векторный потенциал

A = ex ×∇u ,

где снова u – функция (23). Для вычисления энергии восполь-
зуемся формулой (18), предварительно вычислив F ′′(s, θ):

F ′′(s, θ) = Im
2θ(cosχ)

[s− i(cτ − ζ cosχ)]3

= 2θ(cosχ)
3s2(cτ − ζ cosχ)− (cτ − ζ cosχ)3

[s2 + (cτ − ζ cosχ)2]3
,

E = 4

π/2∫

0

sinχdχ

π∫

−π

(1− sin2 χ cos2 φ) dφ

+∞∫

−∞

[3s2(cτ − ζ cosχ)− (cτ − ζ cosχ)3]2

[s2 + (cτ − ζ cosχ)2]6
ds

= 4π

π/2∫

0

(2− sin2 χ) sinχdχ

(cτ − ζ cosχ)6

∞∫

−∞

[3(s′2 + 1)− 4]2 ds′

(s′2 + 1)6
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= 4π(9I4 − 24I5 + 16I6)

1∫

0

(1 + v2) dv

(cτ − ζv)6

=
40(cτ)4 − 65(cτ)3ζ + 61(cτ)2ζ2 − 30cτζ4 + 6ζ4

40(cτ)5(cτ − ζ)5
π .

• Рассмотрим теперь функцию Лекнера [13] – решение уравне-
ния (1), имеющее вид

u(t, ρ, z) =
a4ã

3

3(ã2 + ρ2)2 − 6z2(ã2 + ρ2)− z4 + 8iz(ã2 + ρ2)3/2

(ã2 + ρ2)3/2(ã2 + ρ2 + z2)3
, (24)

где a – вещественный параметр, ã = a + ict, ветвь квадрат-
ного корня выбирается из условия (ã2 + ρ2)3/2

∣∣
ρ=0

= ã3. Сно-

ва вычисляем функцию (21). В рассматриваемом случае при
больших значениях t и χ 6= π/2

ã ∼ ict , ã2 + ρ2 ∼ −(ct)2 cos2 χ ,

(ã2 + ρ2)3/2 ∼ −i(ct)3| cos3 χ| , ã2 + ρ2 + z2 ∼ 2ct(ia+ s) ,

и тогда

F (s, θ) = − 2a4 cosχ

3(ia+ s)3
θ(cosχ) ,

F ′(s, θ) =
2a4 cosχ

(ia+ s)4
θ(cosχ) ,

E = 2π

π/2∫

0

cos2 χ sinχdχ

+∞∫

−∞

4a8 ds

(a2 + s2)4

=
8π

3

∞∫

−∞

ds′

(1 + s′2)4
=

8π

3
I4 =

5π2

6

(использована замена s = as′ и формула (22)).

§8. Заключение

Из приведённых примеров видно, что использование предложенных
формул позволяет вычислять энергию волновых пакетов в случаях,
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когда аналитическое представление решений является достаточно гро-
моздким, и непосредственное интегрирование плотности энергии мог-
ло бы вызвать затруднения.

Автор выражает признательность А.П.Киселеву, обратившему его
внимание на работы [1,2], за полезные обсуждения и конструктивную
критику.
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Plachenov A. B. Acoustic, electromagnetic and elastic wavefield energy
expression via its asymptotics at large times and distances.
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Simple formulae expressing whole energy of solutions of 3D wave equa-
tion, electro- and elastodynamics equations via their asymptotics at large
times and distances are obtained. Some examples are considered.
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