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§1. Введение

Для функции K ∈ C2
loc(R+), называемой ядром релаксации, и по-

тенциала q ∈ C2
loc(R+) рассмотрим начально-краевую задачу для сле-

дующей динамической системы:





utt(x, t)− uxx(x, t) + q(x)u(x, t) +
t∫
0

K(t− s)u(x, s) ds = 0,

x > 0, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x > 0,

u(0, t) = f(t), t > 0.

(1)

Здесь функция f ∈ L2(R+) интерпретируется как граничное управ-

ление. Решение (1) обозначается как uf . Соответствие вход-выход в
системе (1) реализуется с помощью оператора отклика R, действую-
щего в L2, loc(R+) и определенного как

Rf = ufx(0, t). (2)

Конечность скорости распространения сигнала в системе (1) подразу-
мевает следующую постановку обратной задачи: предполагая, что яд-
ро релаксации известно и фиксировано некоторое T > 0, необходимо
восстановить потенциал q(x), x ∈ (0, T ) из знания оператора отклика
R2T := R|L2(0,2T ).

Ключевые слова: уравнение я памятью, обратная задача, уравнения
Гельфанда–Левитана, метод Граничного управления.
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В работах [9, 10] была рассмотрена обратная динамическая задача
для следующей динамической системы:





vt(x, t) −
t∫
0

N(t− s) (vxx(x, s) + q̃(x)v(x, s)) ds = 0,

0 < x < L, t > 0,

v(x, 0) = 0, x > 0

v(0, t) = g(t), v(L, t) = 0 t > 0,

(3)

где ядро N ∈ C3(0, L) такое что N(0) = 1, потенциал q̃ ∈ C(0, L) и
g ∈ L2, loc(R+) – граничное управление. Решение (3) обозначим vg(x, t).
Соответствие вход-выход в системе, задающееся оператором отклика,
обозначим как

R̃f = vgx(0, t), t > 0. (4)

Для этой системы автором исследована обратная задача о восстанов-
лении потенциала q̃(x), x ∈ (0, L) при известном ядре N из знания

оператора отклика R̃|L2(0,2L). Заметим, что системы (1) и (3) связа-
ны некоторой заменой, связывающей искомые функции, известной как
“трюк МакКеми” подробности приведены в [9].

В [9, 10] автор частично использовал спектральные методы при ре-
шении обратной задачи, для этого, в частности, требуется граничное
условие при x = L для (3). Заметим, что эти методы не всегда адекват-
ны в динамических задачах, и в нашем подходе мы используем чисто
динамическую технику.

Во втором разделе мы выводим представление типа Дюамеля для
решения (1) и вводим операторы метода Граничного управления [4, 6].
В последнем разделе мы выводим уравнения Гельфанда–Левитана, с
помощью которого восстанавливается потенциал.

§2. Прямая задача. Операторы метода Граничного

управления.

Сначала выведем представление Дюамеля для функции uf :

Лемма 1. Решение (1) допускает следующее представление

uf (x, t) = f(t− x) +

t∫

x

w(x, s)f(t − s) ds, (5)
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где w(x, s) является решением следующей задачи Гурса:






wtt − wxx + qw +
t∫
0

K(t− s)w(x, s) ds +K(t− x) = 0,

x > 0, t > 0,
d
dx
w(x, x) = − 1

2q(x), x > 0,

w(x, 0) = 0, x > 0.

(6)

Доказательство. Из представления (5) следует, что

u
f
tt(x, t) = f ′′(t− x) +

t∫

x

wss(x, s)f(t− s) ds

+ ws(x, x)f(t− x) + w(x, x)f ′(t− x),

(7)

ufxx(x, t) = f ′′(t− x)−
d

dx
w(x, x)f(t − x) + w(x, x)f ′(t− x)

− wx(x, x)f(t − x) +

t∫

x

wxx(x, s)f(t− s) ds
(8)

Подстановка этих выражений в (1) дает соотношение

0 =

t∫

x

(wss(x, s) − wxx(x, s) + q(x)w(x, s)) f(t− s) ds

+

(
2
d

dx
w(x, x) + q(x)

)
f(t− x)

+

t∫

0

K(t− s)f(s− x) ds+

t∫

0

K(t− s)

s∫

x

w(x, τ)f(s − τ) dτ ds

(9)

Первый член в (9) после замены переменных s − x = t − τ превраща-
ется в

x+t∫

x

K(s− x)f(t− s) ds. (10)
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Второй член в (9) после замены переменных τ = s− α может быть
переписан как

t∫

0

K(t− s)

s−x∫

0

w(x, s − α)f(α) dα ds

и после смены порядка интегрирования получим

−

0∫

−x

x+α∫

0

K(t−s)w(x, s−α)f(α)dsdα+

t−x∫

0

t∫

α+x

K(t−s)w(x, s−α)f(α)dsdα

= [s− α = l]−

0∫

−x

x+α∫

0

K(t− s)w(x, s − α)f(α)dsdα (11)

+

t−x∫

0

t−α∫

x

K(t− (α+ l))w(x, l) dlf(α) dα = [s = t− α]

−

0∫

−x

x+α∫

0

K(t−s)w(x, s−α)f(α)dsdα+

x∫

t

s∫

x

K(s−l)w(x, l) dlf(t−s)ds.

Подставляя (7), (8), (10), (11) в (9) и используя то, что функция f

произвольная, и что f(α) равна нулю при α < 0, мы получим первое
уравнение в (6). Взяв t = x в (9) и выбирая f(0) 6= 0 мы придем ко
второму уравнению в (6) �

Пространство FT := L2(0, T ) со стандартным скалярным произве-
дением называется внешним пространством системы (1). Функция
uf(·, t) является состоянием системы (1) в момент времени t. Про-
странство состояний HT := L2(0, T ) со стандартным скалярным произ-
ведением – внутреннее пространство системы (1). Оператор управ-
ления WT : FT 7→ HT задается правилом:

WT f = uf (x, T ).

Из представления (5) следует граничная управляемость динамической
системы, эквивалентная следующему

Утверждение 1. Оператор WT является изоморфизмом.
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Доказательство. Согласно (5), оператор WT имеет представление

(
WT f

)
(x) = f(T − x) +

T∫

x

w(x, s)f(T − s) ds. (12)

Таким образом, граничная управляемость эквивалентна разрешимо-
сти следующей задачи: для заданного a ∈ HT найти такое f , что

WT f = a. (13)

Тогда результат Утверждения следует из того, что (13) – уравнение
типа Вольтерра второго рода. �

Связывыающий оператор CT : FT 7→ FT вводится правилом
(
CT f, g

)
FT

=
(
uf (·, T ), ug(·, T )

)
HT

. (14)

Согласно Утверждению 1, CT является изоморфизмом в FT . Вве-
дем функцию Благовещенского по правилу

ψ(t, s) =
(
uf (·, t), ug(·, s)

)
HT

Следующее утверждение является ключевым в методе Граничного уп-
равления:

Утверждение 2. Оператор CT определяется обратными динамиче-

скими данными R2T и функцией K.

Доказательство. Для f, g ∈ C∞
0 (0, T ) мы вычислим:

ψtt(t, s) =

T∫

0

u
f
tt(x, t)u

g(x, s) dx

=

T∫

0



ufxx(x, t)− q(x)uf (x, t)−

t∫

0

K(t− τ)uf (x, τ)dτ



ug(x, s)dx

=

T∫

0

uf (x, t)ugxx(x, s)− q(x)uf (x, t)ug(x, s) dx − ufx(0, t)u
g(0, s)

+ uf (0, t)ugx(0, s)−

t∫

0

K(t− τ)

T∫

0

uf (x, τ)ug(x, s) dx dτ
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=

T∫

0

uf (x, t)ugxx(x, s)− q(x)uf (x, t)ug(x, s) dx

−
(
RT f

)
(t)g(s) + f(t)

(
RT g

)
(s)−

t∫

0

K(t− τ)ψ(τ, s) dτ.

Заметим, что оба слагаемых ufx(T, t)u
g(T, s) и uf (T, t)ugx(T, s) равны

нулю, т.к. функции f и g финитны и верна формула представления
(12). Преобразуя

ψss(t, s)=

T∫

0

uf (x, t)ugss(x, s) dx

=

T∫

0

uf(x, t)ugxx(x, s) − q(x)uf (x, t)ug(x, s) dx

−

s∫

0

K(s− α)ψ(t, α) dα,

мы видим, что функция ψ(t, s) удовлетворяет следующей начально-
краевой задаче для волнового уравнения





ψtt(t, s)− ψss(t, s)−
t∫
0

K(t− τ)ψ(τ, s)dτ +
s∫
0

K(s− α)ψ(t, α)dα

= (Rf) (t)g(s)− f(t) (Rg) (s),

ψ(0, s) = ψ(t, 0) = ψs(0, s) = ψt(t, 0),

(15)
решение которой можно показать, сведя (15) к интегральному урав-
нению, аналогично тому, как это сделано в [9, 10]. Остается заметить,
что (

CT f, g
)
= ψ(T, T ). �

Оператор CT , будучи ограниченным оператором в FT , задается сво-
им ядром c(t, s):

(
CT f

)
(t) =

T∫

0

c(t, s)f(s) ds.
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Так так мы знаем квадратичную форму (14) для всех f, g∈C∞
0 (0, T ),

ядро c(t, s) нам так же известно.

§3. Уравнения Гельфанда–Левитана.

Введем обозначения:

JT : FT 7→ FT , (JT f) (t) = f(T − t),

WT = (I +M)JT , (Mf) (x) =

T∫

x

w(x, s)f(s) ds.

Тогда для обратного оператора имеем

(
WT

)−1
= JT (I + L) , (Lf) (x) =

T∫

x

z(x, s)f(s) ds.

Из равенства (I+M)(I+L) = I следует условие на интегральные ядра
на диагонали:

z(x, x) = −w(x, x) =
1

2

x∫

0

q(α) dα.

Для произвольных f, g ∈ FT , по определению CT имеем:

(CT f, g)FT = (WT f,WT g)HT . (16)

Положим f = (WT )−1a, g = (WT )−1b, a, b ∈ HT и перепишем (16) как

(CTJT (I + L)a, JT (I + L)b)FT = (a, b)HT , (17)

Поскольку указанное выше равенство выполняется для всех a, b ∈

HT , после введения обозначения C̃T := JTC
TJT мы видим, что (17)

приводит к следующему операторному уравнению

(I + L)∗C̃T (I + L) = I. (18)

Обозначим

CT := C̃T − I, и (CT f) (t) =

T∫

0

cT (t, s)f(s) ds, (19)

и перепишем (18) как

L∗ + (I + L∗)(L + CT + CTL) = 0. (20)
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Заметим, что оператор L∗ имеет вид:

(L∗a) (t) =

t∫

0

z(x, t)a(x) dx.

Функция z(x, s) была определена для 0 6 x 6 s 6 T , продолжим ее
нулем на множестве s < x 6 T и введем функцию φx(s), x, s ∈ [0, T ]
по правилу

φx(s) = z(x, s) + cT (x, s) +

T∫

0

cT (s, τ)z(x, τ) dτ.

Из равенства (20) следует, что

z(s, x) + φx(s) +

T∫

0

z(s, τ)φx(τ) dτ = 0, x, s ∈ (0, T ).

Поскольку z(s, x) = 0 for 0 < x < s < T , получаем, что

φx(s) +

T∫

s

z(s, τ)φx(τ) dτ = 0, 0 < x < s < T.

Переписывая это уравнение как

((I + L)φx(·))(t) = 0, 0 < x < s < T,

и учитывая обратимость I + L (которая следует из Утверждения 1),
получаем, что

φx(s) = z(x, s) + cT (x, s) +

T∫

x

cT (s, τ)z(x, τ) dτ = 0, 0 < x < s < T.

(21)
Сформулируем этот результат как

Теорема 1. Ядро оператора L удовлетворяет следующему интег-

ральному уравнению

z(x, s) + cT (x, s) +

T∫

x

cT (s, τ)z(x, τ) dτ = 0, 0 < x < s < T. (22)
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где cT определяется динамическими обратными данными, см. Утвер-

ждение 2 и (19).

Решая уравнение (22) для всех x ∈ (0, T ), мы можем восстановить
потенциал, используя

q(x) = 2
d

dx
z(x, x).

Подводя итог, хотелось бы отметить следующее:

1) Использование чисто динамического подхода, дает возмож-
ность рассмотреть обратную задачу для системы (1) для бо-
лее общего класса потенциалов q ∈ L1,loc(R+) см. [2] и ядер
K ∈ L2,loc(R+).

2) Наличие динамического представления решения uf (5) (пред-
ставление Дюамеля), дает потенциальную возможность ис-
пользовать продвинутую технику метода Граничного управ-
ления и исследовать задачу о характеризации динамических
обратных данных в духе [5, 8].

3) Анализ решения прямой задачи (1) для общих коэффициен-
тов, анализ решения уравнения для функции Благовещенского
(15), а также задача о характеризации обратных данных, будут
являться предметом изучения в следующих публикациях.
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