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§1. Введение

Исследуем периодическое во времени нестационарное распределе-
ние температуры – тепловую волну – в полубесконечном теплопрово-
дящем стержне. На боковой поверхности стержня происходит конвек-
тивный теплообмен по закону Ньютона с окружающей средой, темпе-
ратура которой не меняется со временем. На конце стержня ставится
периодически изменяющееся во времени граничное условие. В течении
первой половины временного периода конец стержня поддерживается
при заданной температуре (неоднородное условие Дирихле), в течении
второй половины периода конец стержня теплоизолирован (однород-
ное условие Неймана). К подобной задаче при пренебрежении кон-
вективным теплообменом с окружающей средой приходим в задаче о
тепловом аккумуляторе. Предполагаем, что температура окружающей
аккумулятор среды периодически меняется, становясь то положитель-
ной и здесь аккумулятор накапливает тепло, то отрицательной и здесь
аккумулятор теплоизолируют от среды. Задача ставится для полу-
пространства, заполненного теплопроводящим телом, которое аккуму-
лирует тепло. Рассматриваем одномерную задачу, когда зависимость
температуры в полупространстве от координат вдоль поверхности по-
лупространства отсутствует. Граничные условия на поверхности тела
периодически меняются во времени. На половине временного периода
температура положительна и стержень нагревается (условие Дирих-
ле). На второй половине периода, когда по предположению темпера-
тура на поверхности тела становится отрицательной, поверхность тела

Ключевые слова: уравнение теплопроводность, тепловая волна, полубесконеч-
ный стержень, граничные условия, переменные во времени, метод Винера–Хопфа.
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теплоизолируют (условие Неймана). Таким образом на одном проме-
жутке времени стержень нагревают, а на втором промежутке тепло
сберегают.

§2. Постановка задачи

Пусть u = u (x, t) температура в стержне в точке с координатой x
в момент времени t. Стержень расположен вдоль луча x > 0. На бо-
ковой поверхности стержня происходит конвективный теплообмен со
средой по закону Ньютона. Функция u (x, t) удовлетворяет однородно-
му уравнению теплопроводности с учетом теплообмена с окружающей
средой, температуру которой примем за нулевую,

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
− bu, (2.1)

где a – коэффициент температуропроводности материала стержня,
a = Λ/(cρ), b – удельный коэффициент теплообмена, b = αP/(cρσ),
Λ - коэффициент теплопроводности материала стержня, c – удельная
теплоемкость материала стержня, ρ – плотность массы стержня, α –
коэффициент теплообмена между поверхностью стержня и окружа-
ющей его средой, P – периметр поперечного сечения стержня, σ –
площадь поперечного сечения стержня.

На конце стержня при x = 0 поддерживается периодический темпе-
ратурный режим с периодом 2T , причем на половине периода −T 6

t 6 0 задана температура стержня

u(0, t) = Aϕ(t), (2.2)

где A – размерный коэффициент, имеющий размерность температуры.
На другой половине периода при 0 6 t 6 T конец стержня теплоизо-
лирован

∂u

∂x
(0, t) = 0. (2.3)

Граничные условия (2.2) и (2.3) поставлены на промежутке времени
[−T, T ], на другие промежутки времени они переносятся по условию
периодичности с периодом 2T .

Требуется найти периодический во времени с периодом 2T темпера-
турный режим в стержне. Задача (2.1)–(2.3) представляет собой крае-
вую задачу для одномерного уравнения теплопроводности с перемен-
ным граничным условием.
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Решение задачи будем искать, используя теорию функции комплекс-
ной переменной. Введем комплексные температуры U(x, t) и Φ(t), ко-
торые определяют температуру в стержне и на его конце согласно фор-
мулам

u(x, t) = Re (U (x, t)) (2.4)

и ϕ(t) = Re (Φ(t)). Ввиду линейности задачи, функция U(x, t) удовле-
творяет уравнению теплопроводности (2.1), начальному условию (2.3),
граничному условию (2.3) при 0 6 t 6 T , которое здесь имеет вид

∂U

∂x
(0, t) = 0, (2.5)

а граничное условие (2.2) при −T 6 t 6 0 перепишется в виде

U(0, t) = Φ(t). (2.6)

§3. Частное решение задачи о температурной волне

Найдем сначала частное решение задачи (2.1)-(2.3), когда правая
часть в условии (2.6) имеет вид

Φ(t) = Ae−iωnt (3.1)

при −T 6 t 6 0, ωn – частота гармонической временной зависимости
нагрева конца стержня, ωn = πn/T , n = 0,±1,±2, . . . .

Как известно, если считать, что на всех промежутках времени при
−∞ < t < +∞ на конце стержня поддерживается температурный
режим

U(0, t) = Ae−iωnt, (3.2)

то решение этой задачи U∗ имеет вид

U∗ = U∗(x, t) = Aei(λnx−ωnt), (3.3)

где

λn =

√

iωn − b

a
, (3.4)

Imλn > 0, n = 0,±1,±2, . . . .
Поставленная задача при отказе от конвективного теплообмена с

окружающей средой (b = 0) известна как задача Фурье о температур-
ных колебаниях почвы [1]. Решением является температурная волна,
которая затухает при удалении от конца стержня [1, 2]. Из формулы
(2.4) следует, что при |λ| → ∞

λn = O(n1/2). (3.5)
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§4. Сведение задачи с периодически изменяющимися

граничными условиями к интегральным

уравнениям

С учетом периодичности задачи во времени с периодом 2T будем ис-
кать периодическое во времени с тем же периодом решение только на
временно́м промежутке [−T, T ]. Обозначим это решение через Un(x, t),
где индекс n указывает на номер гармоники в выражении (3.1), стоя-
щей в правой части граничного условия (2.6).

Для построения периодического решения потребуем дополнительно,
чтобы при x > 0 выполнялось условие периодичности по времени

Un(x,−T ) = Un(x, T ). (4.1)

Температурное поле в стержне ищем разлагая искомую функцию
Un(x, t) в интегралы Фурье по переменной x. Причем на промежутке
−T 6 t 6 0 при x > 0 имеем

Un(x, t) =
A

2πi

+∞
∫

−∞

p(λ)eiλx−(t+T )µdλ+ U∗(x, t), (4.2)

где

µ = µ(λ) = aλ2 + b, (4.3)

а слагаемое U∗(x, t) определено формулой (3.3).
На промежутке 0 6 t 6 T предполагаем, что

Un(x, t) =
A

2πi

+∞
∫

−∞

q(λ)eiλx−tµdλ. (4.4)

Функции p(λ) и q(λ), стоящие под знаком интеграла в (4.2) и (4.4),
являются искомыми и ищутся в дальнейшем. Выбор подынтеграль-
ных функций в представлениях (4.2) и (4.4) сделан так, что функция
Un(x, t), определяемая этими формулами на разных промежутках из-
менения аргумента t , удовлетворяет однородному уравнению тепло-
проводности (2.1). Для сходимости интегралов в представлениях (4.2)
и (4.4) достаточно потребовать, чтобы при |λ| → ∞ выполнялись сле-
дующие оценки

p(λ) = O(λ−ε1 ), q(λ) = O(λ−ε2 ), (4.5)
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где ε1 > 1
2 , ε2 > 1

2 . Удовлетворение граничным условиям в задаче при-
водит к интегральным уравнениям. При −T 6 t 6 0 граничное усло-
вие (2.6) с учетом представления (4.2) дает однородное интегральное
уравнение

+∞
∫

−∞

p(λ)e−(t+T )µdλ = 0. (4.6)

При получении уравнения (4.6) учтено, что функция U∗(x, t) на этом
временно́м промежутке удовлетворяет граничному условию (3.2).

При 0 < t 6 T граничное условие (4.4) также приводит к однород-
ному интегральному уравнению

+∞
∫

−∞

λq(λ)e−µtdλ = 0. (4.7)

Требование непрерывности температуры в момент времени t = 0 при
x > 0

Un(x, 0 + 0) = Un(x, 0 − 0) = Un(x, 0)

приводит к третьему интегральному уравнению уже неоднородному

+∞
∫

−∞

[p(λ)e−µT − q(λ) + χ(λ)]eiλxdλ = 0, (4.8)

При получении уравнения (4.8) учтено, что при x > 0 справедливо
равенство

eiλnx =
1

2πi

+∞
∫

−∞

χ(λ)eiλxdλ,

где использовано обозначение

χ(λ) =
1

λ− λn

. (4.9)

Четвертое, также неоднородное интегральное уравнение, получим
из условия периодичности решения (4.1) при x > 0

+∞
∫

−∞

[p(λ)− q(λ)e−µT + χ(λ)(−1)n]eiλxdλ = 0. (4.10)
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Таким образом первоначальная краевая задача для уравнения тепло-
проводности (2.1) с граничными условиями (2.5), (2.6) с правой ча-
стью, задаваемой выражением (3.1), с учетом периодичности реше-
ния во времени свелась к системе интегральных уравнений (4.6)–(4.8)
и (4.10).

§5. Задача Римана для аналитических функций

Уравнения (4.6) и (4.7) будут удовлетворены, если потребовать, что-
бы подынтегральные функции, стоящие под знаком интегралов в ле-
вых частях этих уравнениях, были нечетными функциями по перемен-
ной λ. Из этого требования следует, что функция p(λ) должна быть
нечетной, а q(λ) – четной функцией по переменной λ

p(λ) = −p(−λ), (5.1)

q(λ) = q(−λ). (5.2)

Используя теорему Винера-Пели [3] заключаем, что для удовлетво-
рения уравнениям (4.8) и (4.10) необходимо и достаточно, чтобы транс-
форманты Фурье в подынтегральных выражениях в левых частях этих
уравнений, должны быть функциями аналитическими в верхней полу-
плоскости комплексной переменной λ (Imλ > 0). Обозначим эти функ-
ции через F+

1 (λ) и F+
2 (λ). Будем иметь

p(λ)e−µT − q(λ) + χ(λ) = F+
1 (λ), (5.3)

p(λ) − q(λ)e−µT + χ(λ)(−1)n = F+
2 (λ). (5.4)

Согласно оценкам (4.5) заключаем, что

F+
1 (λ) = O(λ−δ), F+

2 (λ) = O(λ−δ), (5.5)

где

δ = min (1, ε1, ε2) .

Перепишем систему уравнений (5.1), (5.2) и (5.3), (5.4) в матричном
виде

P(λ) = QP(−λ), (5.6)

A(λ)P(λ) +B(λ) = F+(λ), (5.7)

где введены следующие матричные обозначения

P(λ) =

[

p(λ)
q(λ)

]

,
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Q =

[

−1 0
0 1

]

,

A(λ) =

[

e−µT −1
1 −e−µT

]

,

F+(λ) =

[

F+
1 (λ)

F+
2 (λ)

]

,

B(λ) = χ(λ)

[

1
(−1)n

]

.

Преобразуем уравнение (5.7) к виду

P(λ) = A−1(λ)[F+(λ) −B(λ)], (5.8)

где

A−1(λ) =
1

2 sh(µT )

[

−1 eµT

−eµT 1

]

.

Из равенства (5.8) получим еще одно соотношение, изменив в нем знак
у аргумента λ

P(−λ) = A−1(λ)
(

F+(−λ)−B(−λ)
)

, (5.9)

где λ принадлежит уже нижней полуплоскости (Imλ 6 0) и учтено,
что A−1(−λ) = A−1(λ), так как функция µ(λ) согласно формуле (4.3)
есть четная функция. При Imλ = 0 уравнения (5.8) и (5.9) выполня-
ются одновременно. Воспользуемся этим обстоятельством, а также со-
отношением (5.6), исключим искомую матрицу-функцию P(λ). После
элементарных преобразований получим для матриц-функций F+(λ) и
F+(−λ) линейное соотношение, которое выполнено на вещественной
оси переменной λ

F+(λ) −B(λ) = A(λ)QA−1(λ)(F+(−λ)−B(−λ)). (5.10)

Умножим правую и левую часть уравнения (5.10) на матрицу Q и
введем следующие обозначения

G(λ) = QA(λ)QA−1(λ) =
1

sh(µT )

[

−ch(µT ) 1
1 −ch(µT )

]

,

U+(λ) = QF+(λ),

U−(λ) = F+(−λ),

H(λ) = QB(λ)−G(λ)B(−λ),
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где матрицы-функции U+(λ) и U−(λ) предельные значения на веще-
ственной оси переменной λ матриц-функций QF+(λ) и F+(−λ) анали-
тических соответственно в верхней и нижней полуплоскости этой пе-
ременной. Уравнение (5.10) запишется тогда в стандартном виде как
краевая задача Римана [4, 5] для двух пар функций на вещественной
оси переменной λ

U+(λ) = G(λ)U−(λ) +H(λ). (5.11)

Для решения функционального уравнения (5.11) приведем матрицу
G(λ) к диагональному виду G(λ) = TD(λ)T−1, где D(λ) – диагональ-
ная матрица с диагональными элементами

d11 = (d22)
−1 = g(λ) = −th (µT/2),

а матрица преобразования

T =

[

1 −1
1 1

]

.

После умножения правой и левой части уравнения (5.11) на матрицу
T−1 приходим к матричному уравнению

T−1U+(λ) = D(λ)T−1U− (λ) +T−1H(λ). (5.12)

Перепишем матричное равенство (5.12) в виде двух скалярных урав-
нений. Одно из этих уравнений имеет вид

F+
2 (λ)− F+

1 (λ) = g(λ)(F+
1 (−λ) + F+

2 (−λ)

−χ(−λ)((−1)n + 1)) + χ(λ)((−1)n − 1)). (5.13)

Второе уравнение не приводится, так как оно является следствием
уравнения (5.13) и получается из этого уравнения заменой λ на −λ.
Ключевым моментом решения скалярной задачи Римана (5.13) явля-
ется факторизация функции g(λ) [4–8], т.е. представление этой функ-
ции в виде

g(λ) = g+(λ)g−(λ), (5.14)

где g+(λ), g−(λ) – функции аналитические соответственно в верхней
и нижней полуплоскости комплексной переменной λ и не имеющие в
этой полуплоскости нулей. Учитывая, что g(λ) – мероморфная функ-
ция, искомое представление получим, используя теорию бесконечных
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произведений [9, 10]. Имеем согласно [9]

g+(λ) = i

√

th

(

bT

2

)(

1 +
λ

α+
0

) ∞
∏

n=1

(

1 + λ

α
+
n

)(

1 + λ
αn−

)

(

1 + λ
βn+

)(

1 + λ

β
−

n

) , (5.15)

g−(λ) = g+(−λ), (5.16)

где

α±
n =

√

− b

a
± 2iπn

aT
, (5.17)

β±
n =

√

− b

a
± iπ(2n− 1)

aT
. (5.18)

В формулах (5.17) и (5.18) одновременно берутся либо верхние, либо
нижние знаки, а значения радикалов выбраны так, чтобы Imα±

n > 0 и
Imβ±

n > 0. Из формул (5.15) и (5.16) следуют оценки

g+(λ) = O(1), g−(λ) = O(1) (5.19)

при |λ| → ∞. С учетом представления (5.14) перепишем уравне-
ние (5.13) в виде

1

g+(λ)

(

F+
2 (λ) − F+

1 (λ)
)

= g−(λ)
(

F+
1 (−λ) + F+

2 (−λ)
)

+ h(λ), (5.20)

где

h(λ) =
χ(λ)((−1)n − 1)

g+(λ)
− g−(λ)χ(−λ)((−1)n + 1).

Разложим функцию h(λ) в уравнении (5.20) суммой функций, анали-
тических соответственно в верхней (h+(λ)) и нижней (h−(λ)) полу-
плоскости переменной λ

h(λ) = h+(λ) + h−(λ),

где

h+(λ) =− g+(λn)χ(−λ) (1 + (−1)n)

+ χ(λ) ((−1)n − 1)

(

1

g+(λ)
− 1

g+(λn)

)

, (5.21)

h−(λ) =
(

g+(λn)−g−(λ)
)

χ(−λ) (1+(−1)n) +
χ(λ) ((−1)n−1)

g+(λn)
. (5.22)
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С учетом обозначения (4.9) и оценки (5.19) имеем из формул (5.21)
и (5.22) для

h±(λ) = O(λ−1) (5.23)

при |λ| → ∞.
Преобразуем теперь уравнение (5.20) к виду

1

g+(λ)

(

F+
2 (λ)−F+

1 (λ)
)

−h+(λ)=g−(λ)(F+
1 (−λ)+F+

2 (−λ)+h−(λ). (5.24)

Согласно теореме об аналитическом продолжении через контур левая
и правая части равенства (5.24) задают некоторую единую функцию,
аналитическую на всей комплексной плоскости переменной λ. Ввиду
оценок (5.5) и (5.19) эта функция будет тождественно равна нулю.
Следовательно, из уравнения (5.24) будем иметь

F+
2 (λ) − F+

1 (λ) = g+(λ)h+(λ), (5.25)

F+
1 (−λ) + F+

2 (−λ) = −h−(λ)

g−(λ)
. (5.26)

Заменив аргумент λ в уравнении (5.24) на −λ получим с учетом тож-
дества (5.16)

F+
1 (λ) + F+

2 (λ) = −h−(−λ)

g+(λ)
. (5.27)

Искомые функции F+
1 (λ) и F+

2 (λ) найдем из системы линейных урав-
нений (5.25) и (5.27)

F+
1 (λ) = −1

2

(

h−(−λ)

g+(λ)
+ g+(λ)h+(λ)

)

, (5.28)

F+
2 (λ) =

1

2

(

g+(λ)h+(λ) − h−(−λ)

g+(λ)

)

. (5.29)

Из формул (5.28) и (5.29) и оценок (5.16) и (5.23) следует выполнение
оценок (5.5) с показателем

δ = 1. (5.30)

После определения функций F+
1 (λ) и F+

2 (λ) матричное соотноше-
ние (5.8) позволяет найти функции p(λ) и q(λ). Выполняя действия,
имеем

p(λ) =
1

2sh(µT )

[

F+
2 (λ)eµT − F+

1 (λ) +χ(λ)
(

1− (−1)neµT
)])

, (5.31)

q(λ) =
1

2sh(µT )

[

F+
2 (λ) − F+

1 (λ)eµT + χ(λ)
(

eµT − (−1)n
)])

. (5.32)
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Из формул (5.31), (5.32) и (4.9), а также оценок (5.5) с учетом равен-
ства (5.30), следует при |λ| → ∞, что оценки (4.6) для функций p(λ) и
q(λ) выполнены, причем ε1 = ε2 = 1.

§6. Распределение температуры в стержне

Получим формулы для распределения температуры в стержне. Для
этого, используя полученные представления (5.31) и (5.32) для функ-
ций p(λ) и q(λ), вычислим интегралы в (4.2) и (4.3) по вычетам подын-
тегральных функций, замыкая контуры интегрирования в интегралах
в верхней полуплоскости комплексной переменной λ. Будем иметь при
0 6 x < +∞ и −∞ < t < +∞

Un(x, t) = A






vne

i(λnx−ωnt) +

∞
∑

m=−∞
m 6=n

vmei(λmx−ωmt)






. (6.1)

Для коэффициентов разложения в представлении (6.1) получим

vn =
1

2
+

1

8aTλ2
n

(

(

g+ (λn)
)2

(1 + (−1)
n
) +

1− (−1)
n

(g+ (λn))
2

)

,

vm =
1

4aTλm

(

(−1)mF+
2 (λm)− F+

1 (λm) +
(1− (−1)n+m)

(λm − λn)

)

(6.2)

при m 6= n.

Рис 1. Рис 2.

С учетом представления (6.2), оценок (3.5) и (5.5) и значением из
(4.30) имеем vm = O(m−1). В силу этого распределение температу-
ры на конце стержня Un(0, t) представляет собой разрывную функ-
цию времени. При x > 0 коэффициенты ряда Фурье в разложении
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(6.1) приобретают экспоненциально убывающий с ростом m множи-

тель exp(−
√

πm/aTx) и распределение температуры в каждой точке
стержня представляет собой непрерывную функция от времени. На
рис. 1 и 2 показаны результаты численных расчетов зависимости рас-
пределения безразмерной температуры стержня

u(x′, t) = Re (U0 (x, t)/A)

от времени в различных точках стержня (рис. 1) и от безразмерной

координаты x′ = x
/√

aT в некоторые моменты времени. Вычисления

проводились при значении безразмерного параметра bT = 0.25. Здесь
при периодическом режиме с периодом 2T на конце стержня на про-
межутке времени (−T, 0) поддерживается постоянная температура A,
а на промежутке времени (0, T ) конец теплоизолирован.

§7. Температурное поле в стержне при произвольном

нагревании конца стержня

Для нахождения распределения комплексной температуры U(x, t)
в стержне предположим, что функция Φ(t) в граничном условии (2.4)
разлагается в ряд Фурье на отрезке [−T, 0]

Φ(t) =

+∞
∑

n=−∞

Φn(t)e
iωnt,

где

Φn =
1

T

0
∫

−T

Φ(t)eiωntdt.

Искомое распределение комплексной температуры в стержне имеет
вид

U(x, t) =
+∞
∑

n=−∞

ΦnUn(x, t), (7.1)

где парциальные распределения температуры

Un(x, t)

определены выражением (7.1). Соответственно распределение темпе-
ратуры в стержне u(x, t) находится тогда согласно формуле (2.4) как
реальная часть комплексной температуры U (x, t).
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V. D. Lukyanov. About heat wave in a semi-infinite rod with a boundary
condition periodically changing in time.

It has been obtained and investigated an exact analytical solution of the
problem of a periodic heat wave in a semi-infinite rod with a time-varying
boundary condition at its end. Тhe end of the rod is maintained at a
given temperature (inhomogeneous Dirichlet condition) during the first
half of the time period, the end of the rod is heat insulated (homogeneous
Neumann condition) in the second half of the time period. The problem is
solved by the Wiener-Hopf method. Numerical calculations of temperature
distribution are given for temperature wave.
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