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§1. Введение

Начиная с 80-х годов прошлого века, в вычислительную практи-
ку вводились методы расчёта волновых полей в плавно-неоднородных
средах, подразумевающие разложение искомого решения по элемен-
тарным решениям - локализованным асимптотическим решениям, см.
например [1–8]. В работах [1, 4, 6–8] асимптотика волнового поля да-
на в терминах суммирования (интегрирования) гауссовых пучков. Все
предложенные разложения существенно используют свойства элемен-
тарных асимптотических решений и не позволяют получить точное
представление решения волнового уравнения даже в однородной сре-
де.

В работе [9] введено интегральное представление решения начально-
краевой задачи для волнового уравнения с переменной скоростью рас-
пространения волн в случае двух пространственных переменных. За-
дача ставилась в полуплоскости. Интегральная формула интерпрети-
ровалась как разложение решения поставленной задачи по асимпто-
тическим локализованным решениям – квазифотонам, введенным и
обсуждаемым в работах [2, 3, 5]. В отличие от [1], предложенная в
[9] формула основана на методе пространственно-временного вейвлет-
анализа. Для случая однородной среды она была формально получена
в работах [10–12] и доказана в [13]. В случае однородной среды удобно
использовать в качестве элементарных решений хорошо исследован-
ные точные локализованные решения, например, описанные в [14–16].
Для случая неоднородной среды обоснование этой формулы не об-
суждалось. Однако по ней были проведены расчеты и была проде-
монстрирована её эффективность для решения задачи сейсмической

Ключевые слова: волновое уравнение, интегральное представление, аффинная
группа Пуанкаре, вейвлет-анализ.
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миграции. Формула предствляет решение в виде интеграла по пара-
метрам от взвешенных элементарных решений. Вес каждого элемен-
тарного решения есть вейвлет-преобразование от граничных данных.
Данные задаются как функция времени и одной пространственной пе-
ременной. Поэтому центральной проблемой обоснования формулы в
неоднородной среде является выяснение скорости убывания вейвлет-
преобразования с ростом параметров, от которых оно зависит. Насто-
ящая работа даёт ряд оценок вейвлет-преобразования, которые, как
мы надеемся, будут полезны при обосновании сходимости интеграль-
ного представления волновго поля из [9]. Мы также полагаем, что с
соответсвующими изменениями результаты могут быть применены к
исследованию сходимости интегрального представления решения за-
дачи Коши, предложенного в работе [17].

§2. Определение аффинного вейвлет-преобразования

Пуанкаре

Мы будем иметь дело с функциями от ~χ = (c0t, x)
⊤ где c0 – положи-

тельная константа, имеющая смысл скорости распространения волны,
t – время, x ∈ R – пространственная координата. Мы будем считать,
что c0 ≡ 1, и поэтому ~χ = (t, x)⊤. Такие двумерные векторы обра-
зуют пространство Минковского, на котором вводится индефинитное
(псевдориманово, псевдоевклидово) скалярное произведение

(~χ1, ~χ2)m = c0t1c0t2 − x1x2 = c20t1t2 − x1x2 = t1t2 − x1x2. (1)

Нижний индекс в обозначении (·, ·)m отличает это скалярное произведе-
ние от евклидова, а соответствующее псевдоевклидово расстояние
(интервал) имеет вид:

‖~χ1 − ~χ2‖
2
m = c20(t1 − t2)

2 − (x1 − x2)
2 = (t1 − t2)

2 − (x1 − x2)
2. (2)

Перейдем к определению вейвлет-преобразования. Для этого введём
в рассмотрение аффинную группу Пуанкаре G [18], то есть группу
преобразований пространства R

2 (пространства (1 + 1), то есть одна
координата проственная, одна временная), состоящую из:

сдвигов T~χs
~χ = ~χ+ ~χs, (3a)

преобразований Лоренца Λφ~χ = Λφ~χ, Λφ =

(
chφ shφ
shφ chφ

)
, (3b)

масштабирования Da~χ = a~χ, (3c)
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где ~χs ∈ R
2 “– смещение, φ ∈ R” – быстрота (или угол лоренцева

поворота), 0 < a < ∞— масштаб. Элементами группы g ∈ G являются
преобразования

g = g(a, φ, ~χs) = T~χs
DaΛφ. (4)

В дальнейшем будем использовать обозначение для параметров пре-
образований ν ≡ {a, φ, ~χs}. Мы будем применять следующие свойства
преобразований Лоренца, cм., например, [20]:

detΛφ = 1, ‖Λφ~χ‖m = ‖~χ‖m, (Λφ~χ1, ~χ2)m = (~χ1,Λ−φ~χ2)m. (5)

Выберем функцию ζ ∈ L2(R
2) и назовем её материнским вейвле-

том. Построим семейство функций, зависящих от параметров ν =
{a, φ, ~χs}, применив к аргументу ζ(~χ) преобразование (4):

ζν(~χ) =
1

a
ζ

(
Λ−φ

~χ− ~χs

a

)
. (6)

и назовем это семейство семейством вейвлетов. Определение семей-
ства вейвлетов задаёт преобразование Ug(ν), действующее по правилу
Ug(ν)ζ 7→ ζν . Это преобразование унитарно,

‖ζν‖
2 = ‖ζ‖2, (7)

в чём легко убедится заменой переменной интегрирования при вычис-
лении нормы. Обозначим преобразование Фурье следующим образом:

ζ̂(~σ) =

∫

R2

d2~χζ(~χ)ei(~χ,~σ)m =

∫

R2

d2~χζ(~χ)eikt−ikxx, ~σ =

(
k

kx

)
. (8)

Заменой переменных нетрудно получить, что

ζ̂ν(~σ) = aζ̂ ( aΛ−φ~σ) e
i(~σ,~χs)m . (9)
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Всё пространство L2(R
2) является прямой суммой четырёх инвари-

антных относительно Ug(ν) подпространств:

L2(R
2) =

4⊕

j=1

Dj ,

fj ∈ Dj : supp f̂j ⊆ Dj,

D1 = {~σ =

(
k

kx

)
: k > 0, |k| > |kx|},

D2 = {~σ =

(
k

kx

)
: k < 0, |k| > |kx|},

D3 = {~σ =

(
k

kx

)
: kx > 0, |k| < |kx|},

D4 = {~σ =

(
k

kx

)
: kx < 0, |k| < |kx|},

то есть преобразования Фурье элементов различных подпространств
имеют непересекающиеся носители.

Разбивать всё пространство на прямую сумму четырех
подпространств приходится потому, что преобразования Лоренца со-
храняют интервал (2), то есть в частотной области величину ‖σ‖2m =
k2−k2x. Интервал при переходе из области D1 или D2 в D3 или D4 ме-
няет знак, а значит, масштабированием и преобразованиями Лоренца
из области D1 не перейти в D3 или D4.

Покажем, что пространство D1 является инвариантным относитель-
но Ug. Действительно, всякий вектор ~σ ∈ D1 можно единственным
образом представить в виде:

~σ =

(
k

kx

)
= ρΛ−φ

(
1

0

)
, ρ = ‖~σ‖m, thφ = −

kx
k
,

и только вектор из D1 можно записать в такой форме. Возьмём про-
извольный ~σ0 ∈ D1 :

~σ0 =

(
k0
kx0

)
= ρ0Λ−φ0

(
1

0

)
, ρ0 = ‖~σ0‖m, thφ0 = −

kx0
k0

.

Преобразования Лоренца и масштабирования отображают ~σ0 на ~σ :

~σ = aΛ−φ′~σ0, a =
ρ

ρ0
, φ′ = φ− φ0.
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Вейвлет-преобразование определяется отдельно для каждого Dj .
Мы дадим определение и проведём детальные построения для под-
пространства D1. Построения для j = 2, 3, 4 проводятся аналогично.

Определим аффинное вейвлет-преобразование Пункаре (см. [19]),
которое далее будем называть вейвлет-преобразованием, так как дру-
гие вейвлет-преобразования(с другой группой) в данной работе не рас-
сматриваются.

Определение 1. Пусть f ∈ D1 и ζ ∈ D1 и в соответсвии с (6) опре-

делено семейство вейвлетов ζν . Тогда аффинным вейвлет-преоб-

разованием Пункаре функции f называется функция (WWWζf) (ν), за-

данная на аффинной группе Пуанкаре G и определяемая равенством:

(WWWζf) (ν) =
〈
f,Ug(ν)ζ

〉
= 〈f, ζν〉 . (10)

Определяющее равенство (10) подробнее записывается в следующем
виде:

(WWWζf) (a, φ, ~χs) =

∫
d2~χf(~χ)

1

a
ζ

(
Λ−φ

~χ− ~χs

a

)
, (11)

где черта сверху означает комплексное сопряжение.
Легко видеть, что вейвлет-преобразование есть свёртка анализиру-

емой функции f(~χ) с 1
aζ

(
−Λ−φ

~χ
a

)
. Используя свойства свёртки и ра-

венство (9), получаем выражение для вейвлет-преобразования через
Фурье-образы функции и вейвлета из семейства (6):

(WWWζf) (ν) =
a

(2π)2

∫

Dj

d2~σf̂(~σ)ζ̂(aΛ−φ~σ)e
−i(~σ,~χs)m . (12)

§3. Интерпретация вейвлет-преобразования

Интересную иллюстрацию свойств позволяет получить рассмотре-
ние асимптотики вейвлет-преобразования. Рассмотрим вейвлет-преоб-
разование функции вида f(~χ) = f0(~χ) exp(ipS(~χ)), где f0(~χ), S(~χ) бес-
конечно дифференцируемые вещественнозначные функции, причем
f0(~χ) финитна. Пусть материнский вейвлет выбран следующим обра-

зом: ζ(~χ) = exp(−ipt − t2

2 − x2

2 ). Выразим его в терминах переменной

~χ = (t, x)⊤ :

ζ(~χ) = exp [−ip(~σ0, ~χ)m] exp

[
−
1

2
(~χ, ~χ)

]
,
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где ~σ0 = (1, 0)⊤. Построим семейство вейвлетов в явном виде. Для
этого мы сначала рассмотрим, как меняется псевдоскалярное произ-
ведение (~σ0, ~χ)m после действия элемента группы g, см. (4), на ~χ :

(~σ0, g~χ)m =

(
~σ0,

1

a
Λ−φ(~χ− ~χs)

)

m

=
1

a
(Λφ~σ0, ~χ− ~χs)m ,

в последнем равенстве мы воспользовались свойством (5) преобразо-
ваний Лоренца. Выражение для квадратичной формы преобразуется
к виду

(g~χ, g~χ) =

(
1

a
Λ−φ(~χ− ~χs),

1

a
Λ−φ(~χ− ~χs)

)

1

a2
(
Λ

2
−φ(~χ− ~χs), (~χ− ~χs)

)
=

1

a2
(A(~χ− ~χs), (~χ− ~χs)) ,

где введено обозназначение

A = Λ
2
−φ =

(
ch2 φ+ sh2 φ −2 chφ shφ

−2 chφ shφ ch2 φ+ sh2 φ

)
.

Тогда вейвлет-преобразование определяется интегралом:

(WWWζf) (ν)=

∫

R2

d2~χf0(~χ) exp

[
ip

(
S(~χ)−

1

a
(Λφ~σ0, ~χ− ~χs)m

)]

× exp

[
−

1

2a2
(A(~χ− ~χs), ~χ− ~χs)

]
. (13)

Пусть параметр p ≫ 1, тогда при вычислении вейвлет-преобразова-
ния можно применить метод стационарной фазы [21]. Согласно этому
методу справедлива асимптотическая формула:

I=

∫
d~χv0(~χ)e

iλΦ(~χ)=
2πe

iπ
4

sgnΦ
′′(~χ0)

λ
√

| detΦ′′(~χ0)|
eiλΦ(~χ0)

(
v0(~χ0)+O

(
1

λ

))
, (14)

где Φ(~χ) вещественнозначная функция, называемая фазой. В (14) ис-
пользуется обозначение Φ

′′ для матрицы вторых производных функ-
ции Φ и sgnΦ′′ для разности количества положительных и отрица-
тельных собственных значений матрицы Φ

′′. На гладкость функций
v0(~χ) и Φ(~χ) и их поведение на бесконечности накладываются некото-
рые ограничения, которые выполнены для бесконечно дифференциру-
емых v0(~χ) и Φ(~χ) и финитной v0(~χ). Для применения формулы (14)
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требуется найти точку стационарной фазы, то есть найти корни χ = χ0

уравнения
∇Φ(~χ) = 0. (15)

Формула (14) справедлива в предположении, что в области интегри-
рования, задаваемой носителем v0(~χ), имеется всего одна точка стаци-
онарной фазы.

Применим метод стационарной фазы к интегралу (13). Выражение
для фазы имеет вид:

Φ(~χ) = S(~χ)− a−1(Λφ~σ0, ~χ− ~χs)m = 0,

что позволяет записать уравнение (15) в виде

a~∇S(~χ0) = Λφ~σ0. (16)

Вычисляя интеграл по методу стационарной фазы, получаем:

(WWWζf) (ν) ∼
2πe

iπ
4

sgnS
′′(~χ0)(~χ0)

p
√
| detS′′(~χ0)|

f0(~χ0)

× exp

[
ip

(
S(~χ0)−

1

a
(Λφ~σ0, ~χ0 − ~χs)m

)]

× exp

[
−

1

2a2
(A(~χ0 − ~χs), ~χ0 − ~χs)

]
. (17)

Анализ выражений показывает, что:

(1) Если уравнение на стационарную точку (16) не имеет реше-
ний, то вейвлет-преобразование имеет сверхстепенной порядок

малости: | (WWWζf) (ν)| ∼ o
(

1
p−n

)
, ∀n > 1. Это следует из ре-

зультатов [21].
(2) В силу последнего множителя (17) вейвлет-преобразование как

функция сдвига ~χs локализовано вблизи стационарной точки
~χ0.

(3) Из уравнения (16) следует, что
∣∣∣~∇S(~χ0)

∣∣∣ = 1
a . Это равенство

может быть выполнено при малых a только если градиент S ве-
лик. Поэтому при малых масштабах a вейвлет-преобразование
выделяет резкие перепады функции S(~χ).

(4) Из уравнения (16) следует, что ~∇S(~χ0) ‖ Λφ~σ0, то есть вейвлет-
преобразование будет иметь по быстроте максимумы в тех точ-
ках, при которых вектор Λφ~σ0 перепендикулярен линиям уров-
ня функции S(~χ).
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Рассмотрим физический пример. Пусть на глубине z = z0 в точке
x = 0 в однородной среде с единичной скоростью распространения на-
ходится точечный источник, см. рис. 1. Он испускает импульс, форма

x

z

θ

z0

x0 0

Рис. 1. К вычислению асимптотики вейвлет-преобразования.

которого при распространении описывается выражением
f0(t, R) exp(ipS(t − R)), где R2 = (z − z0)

2 + x2 – расстояние до ис-
точника. На границе z = 0 результатом измерения будет функция
f(t, x) = f0(t, (z

2
0 + x2)1/2) exp(ipS(t− (z20 + x2)1/2)). Уравнение на ста-

ционарную точку (17) тогда примет вид:

a
∂S

∂t

∣∣∣∣
t=t0,x=x0

= aS′(t0 − (z20 + x2
0)

1/2) · 1 = chφ,

a
∂S

∂x

∣∣∣∣
t=t0,x=x0

= −aS′(t0 − (z20 + x2
0)

1/2)
x0√

z20 + x2
0

= shφ.

При S′(t) = 0 уравнения решений не имеют, поэтому, разделив второе
уравнение на первое, получаем выражение:

x0√
z20 + x2

0

= − thφ, (18)

таким образом, максимум модуля вейвлет-преобразование в точке при-
ёма (x0, 0) достигается тогда, когда быстрота φ связана с направлением
на источник из точки приёма θ соотношением

sin θ = thφ. (19)
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Интересно отметить, что соотношение (19) совпадает с соотношением
для угла выхода квазифотона в [9].

§4. Оценки для вейвлет-преобразования

Лемма 1. (О равномерной ограниченности вейвлет-преобразования).
Если функция f ∈ D1 и заданный материнский вейвлет ζ ∈ D1, то

вейвлет-преобразование функции f ограничено равномерно по пара-

метрам ν ≡ {a, φ, ~χs}, 0 < a < ∞, φ ∈ R:

|(WWWζf) (ν)| 6 ‖f‖‖ζ‖. (20)

Доказательство. Лемма является прямым следствием определения
вейвлет-преобразования (10), свойства (7) всех вейвлетов семейства
(6), и неравенства Коши-Буняковского:

|(WWWζf) (ν)|=

∣∣∣∣∣∣

∫

R2

d2~χf(~χ)ζν(~χ)

∣∣∣∣∣∣
=|〈f, ζν〉| 6 ‖f‖‖ζν‖ = ‖f‖‖ζ‖ < ∞. �

Лемма 2. (О непрерывности и убывании вейвлет-преобразования).
Если функция f ∈ D1 и материнский вейвлет ζ ∈ D1, то вейвлет-

преобразование функции f при фиксированных a и φ является непре-

рывной функцией смещения ~χs, при этом убывающей на бесконечно-

сти:

|(WWWζf) (a, φ, ~χs)| −−−−−→
|~χs|→∞

0.

Доказательство. Для обоснования достаточно заметить, что выра-
жение (12) можно интерпретировать как Фурье-преобразование (8) ин-

тегрируемой функции a
(2π)2 f̂(~σ)ζ(aΛ−φ~σ), записанное как функция пе-

ременной −~χs. �

Лемма 3. Если функция f ∈ D1 ограниченная, и материнский вей-

влет ζ ∈ D1 ∩ L1(R
2), то справедлива оценка

|(WWWζf) (ν)| 6 amax
~χ

(|f(~χ)|)‖ζ‖1. (21)
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Доказательство. Действительно,

|(WWWζf) (ν)| 6

∫

R2

d2~χ |f(~χ)|
1

a

∣∣∣∣ζ
(
Λ−φ

~χ− ~χs

a

)∣∣∣∣

6 amax
~χ

(|f(~χ)|)

∫

R2

d2~χ′ |ζ (~χ′)| = amax
~χ

(|f(~χ)|)‖ζ‖1. �

Если условия, наложенные на функцию f и материнский вейвлет ζ
поменять местами, то оценка вейвлет-преобразования дается следую-
щей леммой.

Лемма 4. Если функция f ∈ D1 ∩ L1(R
2), и материнский вейвлет

ζ ∈ D1 ограниченный, то справедлива оценка

|(WWWζf) (ν)| 6
1

a
max

~χ
(|ζ(~χ)|)‖f‖1. (22)

Доказательство. Действительно,

|(WWWζf) (ν)| 6

∫

R2

d2~χ |f(~χ)|
1

a

∣∣∣∣ζ
(
Λ−φ

~χ− ~χs

a

)∣∣∣∣

6
1

a
max

~χ
(|ζ(~χ)|)

∫

R2

d2~χ |f(~χ)|=
1

a
max

~ζ
(|ζ(~χ)|)‖f‖1. �

Более содержательную оценку можно получить, наложив дополни-
тельные ограничения на функцию и вейвлет.

Лемма 5. Пусть f, ζ ∈ D1. Пусть функция f обладает интегриру-

емыми с квадратом производными до порядка k включительно f ∈
Hk(R2), а Фурье-образ материнского вейвлета ζ является финитной

функцией c отделённым от прямых kx = ±k носителем. Тогда при

достаточно большой быстроте φ справедлива оценка

|(WWWζf) (ν)| 6
‖ζ‖‖f‖Hk

(1 + a−2e2|φ|γ)
k
2

, (23)

где γ положительная постоянная, зависящая только от ζ.
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Доказательство. Вейвлет-преобразование записывается через Фурье-
образы функций f(~χ) и ζ(~χ) следующим образом:

(WWWζf) (ν) =
a

(2π)2

∫

D1

d2~σf̂(~σ)ζ̂(aΛ−φ~σ)e
−i(~σ,~χ)m

a

(2π)2

∫

B(a,φ)

d2~σf̂(~σ)ζ̂(aΛ−φ~σ)e
−i(~σ,~χ)m ,

где B(a, φ) носитель Фурье-образа вейвлетов семейства ζν(χ), кото-
рый зависит от параметров a и φ и выражается через носитель мате-
ринского вейвлета, как это следует из формулы (9). Носитель Фурье-
образа материнского вейвлета по предположению ограничен и обозна-

чен B(1, 0) = supp ζ̂(~σ). Без ограничения общности будем считать, что
B(1, 0) ограничен прямыми kx = ±k thα и гиперболами k2 − k2x = k20 и
k2 − k2x = k21 , 0 < k′ < k0 < k1 < ∞. Введём в D1 новые координаты ρ
и κ c помощью соотношений

k = ρ chκ, kx = ρ shκ.

В этих координатах B(1, 0) описывается особенно просто: ρ ∈ [k0, k1],
κ ∈ [−α, α].

Выясним теперь, как меняется носитель ζ̂ при масштабировании и
преобразованиях Лоренца. Для этого заметим, что согласно (9)

supp ζ̂ν(~σ) = supp ζ̂(aΛφ~σ)

и что

(
k′

k′x

)
≡ aΛφ~σ = a

(
k chφ+ kx shφ

k shφ+ kx chφ

)
= aρ

(
ch(φ+ κ)

sh(φ+ κ)

)
. (24)

Вводя обозначения k′ = ρ′ chκ′, k′x = ρ′ shκ′, получим ρ′ = aρ, κ′ =
φ + κ. Отсюда следует, что B(a, φ) = {ρ,κ : ρ ∈ [k0/a, k1/a], κ ∈
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[−α− φ, α− φ]}. Теперь мы можем оценить вейвлет-преобразование:

| (WWWζf) (ν)| 6
1

(2π)2




∫

B(a,φ)

d2~σ|f̂(~σ)|2




1

2

‖ζ‖

6
1

(2π)2
‖ζ‖




∫

B(a,φ)

d2~σ
(1 + |~σ|2)k|f̂(~σ)|2

(1 + |~σ|2)k




1

2

6
1

(2π)2
‖ζ‖




∫
B(a,φ)

d2~σ(1 + |~σ|2)k|f̂(~σ)|2

min
σ∈B(a,φ)

(1 + |~σ|2)k




1

2

6
‖ζ‖‖f‖Hk

min
σ∈B(a,φ)

(1 + |~σ|2)k
.

В первом неравенстве мы воспользовались неравенством Коши–Буняковского,
а при переходе ко второй строке использовали факт принадлежности
f ∈ Hk(R2). Оценим |~σ| для достаточно больших быстрот |φ| > α :

|~σ|2 = k2 + k2x = ρ2(ch2 κ + sh2 κ)

> a−2k20(ch
2(|φ| − α) + sh2(|φ| − α)) > 0.5a−2k20e

2|φ|e−2α.

Поэтому оценка приобретает вид:

| (WWWζf) (ν)| 6
‖ζ‖‖f‖Hk

(1 + 0.5a−2k20e
2|φ|e−2α)

k
2

.

Вводя γ = 0.5e−2α, получаем (23). �

Оценку убывания вейвлет-преобразования в зависимости от смеще-
ния даёт следующая лемма.

Лемма 6. Пусть функция f финитна и ограничена, а материнский

вейвлет ζ убывает в соответсвии с оценкой:

|ζ(~χ)| 6
A

(1 + |~χ|2)2
(25)

Тогда для вейвлет-преобразования при достаточно больших смеще-

ниях ~χs справедлива оценка:

|(WWWζf) (ν)| 6 4πFAR
a3

|~χs|3
, (26)
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где F = max |f |, R – радиус круга с центром в нуле, полностью вклю-

чающего носитель f. Оценка справедлива при |~χs| > 2R.

Доказательство. Учитывая ограниченность f(~χ), получим

|(WWWζf) (ν)| =

∣∣∣∣∣∣

∫

R2

d2~χf(~χ)
1

a
ζ

(
Λ−φ

~χ− ~χs

a

)∣∣∣∣∣∣

6
A1

a

∫

|~χ|6R

d2~χ

∣∣∣∣∣ζ
(
Λ−φ

~χ− ~χs

a

)∣∣∣∣∣ .

Введем новую переменную интегрирования ~η = Λ−φ
~ξ
a ,

~ξ = ~χ − ~χs.
Оценим область интегрирования в переменной ~η, учитывая условия

леммы. Заметим, что ~ξ лежит в кольце | ~χs|−R < |~ξ| < | ~χs|+R. Чтобы

оценить область интегрирования по переменной Λ−φ
~ξ заметим, что

|Λ−φ
~ξ|2 = (ξ1 chφ− ξ2 shφ)

2 + (−ξ1 shφ+ ξ2 chφ)
2

6 (ch2 φ+ sh2 φ) |~ξ|2 + 2(ch2 φξ21 + sh2 φξ22) 6 4 ch2 φ |~ξ|2.

В результате получим

ρ1 ≡ 2
chφ

a
(| ~χs| −R) < |Λ−φ

~ξ

a
| < 2

chφ

a
(| ~χs|+R) ≡ ρ2. (27)

и обозначим эту область B. Принимая во внимание условие (25), най-
дем

|(WWWζf) (ν)| 6 aF

∫

B

d2~η |ζ(~η)| 6 aAF

∫

B

d2~η

(1 + |~η|2)2
. (28)

Перейдем в полярную систему координат, вводя ρ = |~η|, сразу про-
интегрируем по полярному углу, а также примем во внимание (27), в
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итоге

|(WWWζf) (ν)| 6 2πaAF

ρ2∫

ρ1

ρdρ

(1 + ρ2)2

= πaAF
1

1 + ρ2

∣∣∣∣
ρ2

ρ1

= −πaAF
ρ22 − ρ21

(1 + ρ21)(1 + ρ22)

= πaAFR
16 ch2 φ|~χs|

a2(1 + 4 ch2 φ
a2 (| ~χs| −R)2)(1 + 4 ch2 φ

a2 (| ~χs|+R)2)

6 πa3AFR
|~χs|

ch2 φ(| ~χs|2 −R2)2
6 4πAFR

a3

ch2 φ | ~χs|3
.

В последней выкладке мы воспользовались тем, что |~χs| > 2R по усло-
вию.

�
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Gorodnitskiy E. Properties of the affine Poincaré wavelet transform.

The affine Poincaré wavelet transform is the convolution of the analyzed
function and the parameter-dependent function called a wavelet. The wave-
let is constructed from a function called the mother wavelet by using
Lorentz transformations, shift and scaling and depending on the parameters,
characterizing these transformations. We provide uniform by parameters
estimates for the affine Poincaré wavelet transforms in some classes of
analyzed functions and mother wavelets. Among other things, an estimate
of the transform for large shifts and an estimate for large rapidities is
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proved. Both estimates allow one to check vanishment of the transform at
small scales.

We provide an asymptotic calculation of the Poincare affine wavelet
transform of the model functions.
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