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О работе. В статье [1] обсуждался принцип единственности продол-
жения для полиномов от гармонических на римановом многообразии
M функций и его связь с задачей магнитной импедансной томографии.
Сам принцип можно сформулировать так.

Пусть функции ϕ1, . . . , ϕn гармоничны в Ω и P (τ1, . . . , τn) – поли-
ном. Если p(x) := P (ϕ1(x), . . . ϕn(x)) = 0 при x ∈ ω в некоторой подоб-
ласти ω ⊂ Ω, то p(x) = 0 всюду в Ω.

Он очевидно справедлив для аналитических метрик. Если же мет-
рика не является аналитической (хотя и класса C∞), он может нару-
шаться. Отметим, что в приложениях наиболее интересен случай, ко-
гда ω это окрестность границы компактной области Ω. В [1] построены
соответствующие примеры. Там же рассматривался аналогичный во-
прос для гармонических кватернионных полей, но в построенном для
них примере область ω не компактна. В настоящей работе мы устра-
няем этот пробел: приводим пример для компактной области, а также
устанавливаем связь с обратной задачей рассеяния в духе работы [3].
Нарушение единственности продолжения для полиномов приводит к
осложнениям в задаче импедансной томографии: см. [1, 2]. Отмечен-
ная связь, как мы надеемся, поможет эти осложнения преодолеть.

Гармонические функции и поля. Напомним,что гармоническое кватер-
нионное поле на гладком ориентированном трехмерном многообразии
M это пара 〈ϕ, v〉, состоящая из вещественной функции и векторного
поля, для которых выполнено

curl v = ∇ϕ, div v = 0 в M .

Ключевые слова: полином от гармонических кватернионных полей, единствен-
ность продолжения, контрпример.
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Здесь и далее операции векторного анализа понимаются в смысле мет-
рики в M (см., например, [4], глава 3, раздел 3.5 и [2]). Очевидно, что
ϕ оказывается гармонической.

• Мы рассматриваем R
3 с конформно-плоской радиальной метрикой

ds2 = σ2(r)(dx2 + dy2 + dz2) ,

где σ ≡ 1 при r > 1; областью Ω считаем единичный шар. Возьмем
гармоническое кватернионное поле 〈ϕ, v〉 и образуем обычный евкли-
дов вектор из его координат (v1, v2, v3), сохраняя за ним обозначение
v. Тогда условие гармоничности примет вид

curl v = σ(r)∇ϕ, div v = 0,

где векторные операции – обычные евклидовы. Возьмем два поля

q =

〈

x,





0
0
y





〉

, Q =

〈

x2 − y2,





0
0

2xy





〉

;

в евклидовой метрике они гармоничны и Q = q2. В [1] эти поля гармо-
нически продолжались в область с нетривиальной метрикой, где ра-
венство для Q = q2 нарушалось и, следовательно, нарушался принцип
единственности для полинома p = τ1 − τ2τ3 с τ1 = Q, τ2 = τ3 = q.

Для нашей метрики поля выберем иначе:

q =

〈

2a(r)x, b(r)





0
−z
y





〉

, Q =

〈

A(r)(2x2 − y2 − y2), B(r)





0
−2xz
2xy





〉

Условие соленоидальности (нулевой дивергенции) выполнено автома-
тически, а первые уравнения дают систему:

2b+ rb′ = 2σ(r)a,

−b′ = 2σ(r)a′,

3B + rB′ = 3σ(r)A,

−2B′ = 3σ(r)A′ .

Исключая b и B, получим парциальные уравнения Лапласа–Бельтрами

(a+ ra′)σ(r)′ + (4a′ + ra′′)σ(r) = 0,

(2A+ rA′)σ(r)′ + (6A′ + rA′′)σ(r) = 0 .
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Его регулярные в x = 0 решения при r > 1 имеют вид

a(r) = 1 + cr−3, A(r) = 1 + Cr−5,

а метрику мы должны выбрать так, чтобы степенные слагаемые исчез-
ли. У нас есть два варианта. Первый повторяет схему использованную
в [1]. Положим a равным 1 + k1η1(r) + k2η2(r), где η1(r).η2(r) глад-
кие с носителем в (0, 1), k1, k2 – малые параметры. Из первого урав-
нения находим σ и с ним решаем второе уравнение для A; получим
A(r) = const + C(k1, k2)r

−5 при этом уравнение C(k1, k2) = 0 разреши-
мо по теореме о неявной функции. Последний шаг: строим два поля

q1 = q +

〈

−x,





0
z
0





〉

, q2 = q −

〈

x,





0
0
y





〉

.

Условие гармоничности для q1 принимает вид

2b− 1 + rb′ = σ(r)[2a(r) − 1]

−b′ = 2σ(r)a′(r)

Заменяя a на a + 1/2, b на b + 1/2, мы вернемся к исходным уравне-
ниям. Поскольку они допускают одновременное умножение a и b на
константу, можно считать, что b+1/2 равно 3/2 вне единичного шара;
тогда q1 (и автоматически q2 ) принимает нужный нам вид:

q1 =

〈

x,





0
0
y





〉

, q2 =

〈

x,





0
−z
0





〉

и в этой области выполнено равенство p := Q − q1q2 = 0, которое
заведомо нарушается там, где метрика неевклидова).

Приложение: вариант 2. Обсудим кратко второй способ. Рассмот-
рим уравнение Лапласа–Бельтрами

div n2(r)∇ϕ = 0

с условием n
∣

∣

r>1
≡ 1. Нас интересуют его решения, являющиеся ана-

логами однородных гармонических полиномов. При r > 1 эти решения
имеют вид

Yl (r
l + clr

−l−1) ,

где Yl суть сферические функции. Нужно выбрать n так, чтобы для
заданного (конечного) набора моментов l слагаемые с отрицательной
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степенью исчезали. Удобно переделать наше уравнение в уравнение
Шредингера:

−△f + qf = 0, q =
△n

n

их решения связаны соотношением nϕ = f . Нужно изучить решения
соответствующих парциальных уравнений

−(r2f ′

l )
′ + l(l + 1)fl + r2qfl = 0 .

Заменой переменной и неизвестной функции

f(x) = x−1/2g(log x)

эти уравнения приводятся к виду

−g′′ +Qg = −[1/4 + l(l+ 1)] g .

то есть мы получили уравнение Шредингера на всей оси. Исходные
требования к решениям приобрели следующий вид: коэффициент от-
ражения должен обращаться в нуль в предписанных точках на мнимой
оси в нижней полуплоскости. Существование таких потенциалом дав-
но известно в обратной задаче теории рассеяния.
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The paper provides a counterexample to the hypothesis on the unique-
ness of continuation for polynomials of harmonic quaternion fields in a
compact domain with a nonanalytic metric. The constructed polynomial
vanishes identically in a neighborhood of the boundary. A connection of
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this construction with the problem on resonances of the Schroedinger
operator on a line is noted.
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