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§1. Введение

Мы вычислим параметр Манделя QM для осциллятороподобной си-
стемы, порождаемой обобщенными полиномами Чебышева, введенны-
ми авторами ранее [1–3]. Настоящая работа является продолжением
наших предыдущих работ [4, 5] по этой тематике.

Параметр Манделя был введён в работе [6]. Для стандартного гар-
монического осциллятора в пространстве Фока HF он вычисляется по
формуле

QM =
〈(∆(n))2〉 − 〈n〉

〈n〉 , (1)

где ∆(n) =
√

〈n2〉 − 〈n〉2, а n = a+a оператор числа частиц (возбужде-
ний). Знак параметра Манделя определяет характeр отклонения ста-
тистики возбуждений от пуассоновской. Для когерентных состояний
QM = 0 (пуассоновская статистика), QM > 0 для обычных (класи-
ческих) состояний (суперпуасcоновский случай) и Q < 0 для неклас-
сических состояний (субпуасcоновский случай). При Q < 0 имеет ме-
сто явление антигруппировки (antibunching) 〈(∆(n))2〉 < 〈n〉. Физиче-
ские аспекты группировки и антигруппировки фотонов в квантовой
оптике см. в [7]. Подробный обзор неклассических состояний в кван-
товой оптике имеется в [8]. В этой работе рассмотрен большой класс
неклассических состояний: когерентные и сжатые состояния, состо-
яния с минимальной неопределенностью, интеллигентные состояния,

Ключевые слова: параметр Манделя, когерентные состояния, обобщенные мно-
гочлены Чебышева, обобщенный осциллятор Чебышева.
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биномиальные состояния, деформированные когерентные состояния и
др.

В работе [5] мы показали, что для когерентных состояний осцилято-
роподобных систем, порождаемых известными классами ортогональ-
ных многочленов, параметр Манделя может принимать как положи-
тельные так и отрицательные значения. В частности, для осциллято-
ров, порождаемых полиномами Шарлье [9], также как и для стандарт-
ного осциллятора (многочлены Эрмита), параметр Манделя принима-
ет нулевое значение (QM = 0; статистика – пуассоновская). Для много-
членов Лагерра и Мейкснера QM < 0 (субпуассоновская статистика).
Для многочленов Чебышева и Лежандра QM > 0 (суперпуассонов-
ская статистика). В случае полиномов Гегенбауера и Кравчука знак
параметра Манделя зависит от значения собственного числа операто-
ра уничтожения, соответствующего когерентного состояния. В случае
деформированных q-полиномов Эрмита знак QM определяется вели-
чиной параметра деформации q. Именно, QM < 0 при 0 < q < 1, а при
q > 1 значение параметра Манделя положительно (QM > 0).

Отметим, что в работе [5] мы использовали когерентные состояния
типа Барута - Жирарделло [10], которые определяются как собствен-
ные состояния оператора уничтожения (в случае когерентных состоя-
ний для групп – как собственные состояния понижающего оператора).
Эти состояния можно также определить для обобщенных осциллято-
ров, связанных с классическими ортогональными многочленами и их
q-аналогами, в случае, когда соответствующее гильбертово простран-
ство бесконечномерно. Аналогичные результаты справедливы и для
когерентных состояний типа Клаудера – Газо [11].

В настоящей работе мы показываем на примере обобщенного осцил-
лятора Чебышева [1], что даже одномерное возмущение матрицы Яко-
би для полиномов Чебышева может изменить статистику когерентных
состояний (с суперпуассоновской на субпуассоновскую). Для простей-
шего случая обобщенных многочленов Чебышева Chn(z; 1; a) мы дока-
жем, что критическое значение параметра возмущения равно a = 1√

2
.

При значениях a < 1√
2

статистика может стать субпуассоновской.
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§2. Обобщенные полиномы Чебышева

Обобщенные многочлены Чебышева Chn(z; k; a), k > 1, определя-
ются рекуррентными соотношениями:

bnChn+1(z; k; a) + bn−1Chn−1(z; k; a) = zChn(z; k; a), n > 0,

Ch0(z; k; a) = 1, Ch−1(z; k; a) = 0, (2)

где bn = 1 при n 6= k − 1, а bk−1 = a. Используя выражение, полученное
в [5] для многочленов, связанных с сотношением (2) (и с соответству-
ющей матрицей Якоби), мы имеем

Chn(z; k; a) =

Ent(n

2
)

∑

m=0

(−1)m
√

[n]!
b2m−n
0 β2m−1,n−1z

n−m,

где β−1,n−1 = 1, n > 0, и

β2m−1,n−1 =

n−1
∑

k1=2m−1

[k1]!

k1−2
∑

k2=2m−3

[k2]! · · ·
km−1−2
∑

km=1

[km]!

для всех m > 1. Здесь [s] =
b2s−1

b20
, а Ent(x) — целая часть x.

В качестве примера приведем последние формулы в случае k = 1,
(обозначив Chn(z; 1; a) = Ψn(z)):

Ψ0(z) = 1, Ψ1(z) =
z

a
,

Ψn(z) =
zn

a
− n+ (a2 − 2)

a
zn−2

+

Ent(n

2
)

∑

m=2

(−1)m
(n−m− 1)!(n+m(a2 − 2))

(n− 2m)!m!a
zn−2m, n > 2.

Матрица Якоби Jk, связанная с обобщенными многочленами Чебы-
шева Chn(z; k; a), имеет следующий вид: все её элементы jki,j равны
нулю кроме элементов, стоящих на первой над-диагонали и на первой
под-диагонали, которые равны

{

jki,i+1 = jki+1,i = 1, i 6= k;

jkk,k+1 = jkk+1,k = a, i = k,

Иными словами параметр a стоит в над-диагонали и под-диагонали
на k-ом месте сверху, а все остальные элементы равны 1. В качестве
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примера приведем Jk при k = 1 и k = 4
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В настоящей работе мы ограничимся рассмотрением случаев k = 1
и k = 2

§3. Обобщенный осциллятор Чебышева (в случае
k = 1)

Пусть a > 0 и Ha = L2(R;µa) – фиксированное гильбертово про-
странство, а {ϕn(x)}∞n=0 система многочленов, ортонормированных от-
носительно меры µa, где

dµa(x) =
1

2π

{

a2
√
4−x2

a4−(a2−1)x2 dx, if |x| 6 2,

0, if |x| > 2.
.

Тогда, как следует из [2] (см. также [3]), многочлены ϕn(x) есть обоб-
щенные многочлены Чебышева Ψn(x) = Chn(x; 1; a) (для случая k =
1) и рекуррентные соотношения (2) принимают вид:

aΨ1(x) = xΨ0(x), Ψ2(x) + aΨ0(x) = xΨ1(x),

Ψn+1(x) + Ψn−1(x) = xΨn(x), n > 2,

Ψ0(x) = 1, Ψ−1(x) = 0,

Несколько первых многочленов равны:

Ψ0 = 1; Ψ3 =
x

a

(

x2 − (a+ 1)
)

;

Ψ1 =
x

a
; Ψ4 =

x4 − (2 + a)x2 + a

a
;

Ψ2 =
x2 − a

a
; Ψ5 =

x

a

(

x4 − (3 + a)x2 + (1 + 2a)
)

;
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Ψ6 =
x6 − (4 + a)x4 + 3(a+ 1)x2 − a

a
;

Ψ7 =
x

a

(

x6 − (5 + a)x4 + (6 + 4a)x2 − (1 + 3a)
)

;

Ψ8 =
x8 − (6 + a)x6 + (10 + 5a)x4 − (4 + 6a)x2 + a

a
;

Ψ9 =
x

a

(

x8 − (a+ 7)x6 + (15 + 6a)x4 − 10(1 + a)x2 + (1 + 4a)
)

;

Ψ10 =
x10 − (8 + a)x8 + (21 + 7a)x6 − (20 + 15a)x4 + (5 + 10a)x2 − a

a
.

В работе [12] было предложен метод построения осциллятороподоб-
ной алгебры AΨ соответствующей этой системе полиномов. Многочле-
ны {Ψn(x)}∞n=0 образуют базис Фока для этой алгебры AΨ в простран-
стве Фока Ha. Генераторы a+µa

, a−µa

, NΨ алгебры AΨ в этом представ-
лении Фока действует следующим образом

a+µa

Ψn =
√
2bnΨn+1, a−µa

Ψn =
√
2bn−1Ψn−1, NΨΨn = nΨn,

где

b−1 = 0, b0 = a, bn = 1, n > 1.

Пусть I – единичный оператор в гильбертовом пространстве Ha. Опре-
делим BΨ(NΨ) как операторозначную функцию, задаваемую равен-
ствами

BΨ(NΨ)Ψn = b2n−1Ψn, BΨ(NΨ + I)Ψn = b2nΨn, n > 0.

Тогда алгебра AΨ обобщенного осциллятора Чебышева порождается
операторами a±Ψ, NΨ и I, удовлетворяющими соотношениям

a−µa

a+µa

Ψn = 2BΨ(NΨ + I), a+µa

a−µa

Ψn = 2BΨ(NΨ),

[NΨ, a
±
µa

] = ±a±µa

,

и коммутаторами этих операторов.
Аналогичным образом можно определить алгебру обобщенного ос-

циллятора Чебышева Ak, соответствующую обобщенным многочле-
нам Чебышева Chn(z; k; a) при произвольном целом k > 1. Ясно, что
AΨ = A1.
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Для алгебры Ak определим когерентные состояния типа Барута-
Жирарделло стандартным образом [10] (см. также [5])

a−k |z〉 = z|z〉,

|z〉 = N− 1

2 (|z|2)
∞
∑

n=0

zn

(
√
2bn−1)!

Chn(z; k; a),

где нормирующий множитель имеет вид

N(|z|2) =
∞
∑

n=0

|z|2n
(2b2n−1)!

. (3)

Для вычисления в когерентных состояниях |z〉 параметра Манделя в
работе [5] была получена формула

QM (x) = x

(

N
′′

(x)

N
′(x)

− N
′

(x)

N(x)

)

, (|z|2 = x). (4)

Используя значения коэффициентов bn рекуррентных соотношений (2)
для обобщенных многочленов Чебышева Chn(z; k; a), k > 1, а также
формулы (3) и (4), можно вычислить параметр Манделя QM (x; k; a)
для когерентных сотояний алгебры Ak обобщенного осциллятора Че-
бышева.

Дальнейшая задача состоит в определении областей знакопостоян-
ства параметра Манделя QM (x; k; a) в зависимости от значений па-
раметра возмущения a матрицы Якоби для обобщенных многочленов
Чебышева.

§4. Вычисление параметра Манделя (в случае k = 1)

Вычислим параметр Манделя QM (x; 1; a) для когерентных состоя-
ний алгебры A1 обобщенного осциллятора Чебышева. Начнем с вы-
числения нормирующего множителя N1. Из формулы (3) следует:

N1(x) =
∞
∑

n=0

xn

(2b2n−1)!
, (5)

где b−1 = 0, b0 = a, bn = 1, n > 1. Выражение (2b2n−1)! понимается как
факториал по индексу, т.е. (2b2n−1)! = (2b0)(2b1)...(2bn−1) и (2b−1)! =
0! = 1 т.к. b−1 = 0. Тогда получим

N1(x) = a−2

(

a2 − 1 +
2

2− x

)

, 0 < x < 2. (6)
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Ограничение 0 < x < 2 обусловлено областью сходимости степенного
ряда (5). Дифференцируя (6), находим

N ′
1(x) = 2a−2(2 − x)−2, N

′′

1 (x) = 4a−2(2− x)−3.

Из (4),(5) и (6) получаем искомую формулу

QM (x; 1; a) =
2x

2− x

(

1− 1

x+ a2(2− x)

)

, 0 < x < 2. (7)

Исследуем знак параметра Манделя при различных значениях пара-
метра возмущения a. Заметим, что при 0 < x < 2 множитель, стоящий
перед скобкой в правой части равенства (7) положителен. Следова-
тельно,

sign(QM (x; 1; a)) = sign

(

1− 1

x+ a2(2− x)

)

, 0 < x < 2. (8)

Кроме того при 0 < x < 2 положителен также знаменатель дроби
стоящей в правой части равенства (8). Следовательно,

sign(QM (x; 1; a)) = sign
(

x(1− a2) + 2a2 − 1
)

, 0 < x < 2. (9)

Покажем, что QM (x; 1; a) > 0 при a2 >
1
2 и любых x ∈ (0; 2), и при

a2 < 1
2 , если x >

1− 2a2

1− a2
. При 1

2 6 a2 6 1 (0 < x < 2) справедливость

неравенства

x(1 − a2) > 1− 2a2. (10)

очевидна. При a2 > 1 перепишем неравенство (10) как равносильное
ему неравенство

2a2 − 1 > x(a2 − 1),

которое эквивалентно неравенству

x <
2a2 − 1

a2 − 1
= 2 +

1

a2 − 1
.

Последнее неравенство очевидным образом выполняется при a2 > 1 и
0 < x < 2. Следовательно, справедливость неравенства QM (x; 1; a) > 0
при a2 >

1
2 (0 < x < 2) доказана.

Если a2 < 1
2 , то из неравенства (10) следует, что QM (x; 1; a) > 0,

при

x >
1− 2a2

1− a2
.
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Следовательно, QM (x; 1; a) < 0 при a2 < 1
2 и

0 < x <
1− 2a2

1− a2
.

В качестве иллюстрации приведем графики QM (x; 1; a) при a = 0, 5
и a = 0, 65 (графики слева на Рис. 1) и при a = 1 и a = 2 (графики
справа на Рис. 1).

Рис. 1. Графики функции QM (x; 1; a).

Из левого графика видно, что при a < 1√
2

чем меньше a, тем больше

область с отрицательным значением параметра Манделя, а при a >
1√
2
, такая область отсутствует.

§5. Вычисление параметра Манделя при k > 1

Для дальнейшего рассмотрения удобно несколько преобразовать
формулу (4). Начнем с рассмотрения нормирующего множителя
Nk(x; a

2). Согласно формуле (3) имеем

Nk(x; a
2) =

∞
∑

n=0

xn

(2b 2
n−1)!

k > 1,

где x = |z|2 > 0, bk−1 = a > 0, bn = 1 при n 6= (k − 1) и b−1 = 0.
Условие сходимости бесконечной геометрической прогрессии приводит
к ограничению 0 < x < 2. При этом условии выражение Nk(x; a

2)
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можно переписать в виде

Nk(x; a
2) =

k−1
∑

n=0

xn

2n
+

1

a2

∞
∑

n=k

xn

2n

=
1

a2
1

1− x
2

+

(

1− 1

a2

)

1−
(

x
2

)k

1− x
2

.

Обозначив x = 2t, a2 = τ , перепишем эту формулу в виде

Nk(t; τ) =
1

τ(1 − t)

(

τ + (1− τ)tk
)

, (k > 1, 0 < t < 1, τ > 0). (11)

Подставляя (11) в формулу (4) для параметра Манделя (и учитывая,

что
d

dx
=

1

2

d

dt
), получаем

Qk(t; τ) = t

(

(Nk(t; τ))
′′
t2

(Nk(t; τ))′t
− (Nk(t; τ))

′
t

Nk(t; τ)

)

. (12)

Для краткости в дальнейшем мы не будем указывать зависимость от
τ . Заметим, что

Nk(t)N
′
k(t) =

1

2

(

N2
k (t)

)′
t
,

и обозначим

qk(t) = N ′′
k (t)Nk(t)− (N ′

k(t))
2
. (13)

Тогда (12) можно переписать в виде

Qk(t) =
2t

(N2
k )

′
t

qk(t). (14)

Напомним, что нас интересует знак Qk(t) при 0 < t < 1, τ > 0. По-
кажем, что этот знак совпадает со знаком qk(t). Для этого достаточно
доказать, что (N2

k )
′
t > 0. Покажем, что функция Nk(t; τ) монотонно

возрастает на промежутке 0 < t < 1 при всех τ > 0. Действительно,
формулу (11) можно переписать в виде

Nk(t; τ) =
1− tk

1− t
+

1

τ

tk

1− t
= (1 + t+ . . .+ tk−1) +

1

τ

tk

1− t
. (15)

Первое слагаемое в правой части (15) монотонно возрастает с ростом
t, а во втором слагаемом при любом τ > 0 числитель монотонно рас-
тёт, а знаменатель монотонно убывает с возрастанием t на интервале
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(0; 1). Следовательно, функция Nk(t; τ), а значит и N2
k (t; τ), монотон-

но возрастает на промежутке (0; 1) при любом τ > 0. Отсюда следует,
что (N2

k )
′
t > 0. Итак, мы показали, что

sign(Qk(t; τ)) = sign(qk(t; τ)), 0 < t < 1, τ > 0.

Таким образом, надо вычислить qk(t; τ). Из формулы (11) имеем

(Nk)
′
t(t) =

1

τ(1 − t)2
(

τ + (1− τ)(ktk−1 + (1− k)tk)
)

,

(Nk)
′′
t (t) =

1

τ(1 − t)3

×
(

2τ + (1− τ)(k(k − 1)− 2k(k − 2)t+ (k − 1)(k − 2)t2)tk−2
)

. (16)

Тогда из (13)-(16) следует

qk(t; τ) =
1

τ2(1− t)4
Pk(t; τ) , (17)

где

Pk(t; τ) =
[

2τ + (1− τ)tk−2
(

(k − 1)(k − 2)t2 − 2k(k − 2)t+ k(k − 1)
)]

× (τ + (1− τ)tk)−
(

τ + (1− τ)tk−1(k + (1 − k)t)
)2
. (18)

Из (17) следует, что sign(qk(t; τ)) = sign(Pk(t; τ)) при 0 < t < 1,
τ > 0. Следовательно, задача свелась к определению знака многочлена
Pk(t; τ), который удобно записать в виде

Pk(t; τ) = τ2 + τ(1 − τ)k(k − 1)tk−2 − 2τ(1 − τ)k(k − 1)tk−1

+ τ(1 − τ)(k(k − 1) + 2)tk − (1 − τ)2kt2k−2

+ 2(1− τ)2kt2k−1 − (1− τ)2(k − 1)t2k.

Итак, для определения знака параметра Манделя QM (t; τ) в полосе
0 < t < 1, τ > 0 нужно найти в этой полосе корни и области знако-
постоянства полинома Pk(t; τ). Мы не рассматриваем в данной рабо-
те решение этой общей задачи, но обсудим возникающие технические
трудности на примере P2(t; τ).
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§6. Исследование знака параметра Манделя
при k = 2

При k = 2 формула (18) принимает вид

P2(t; τ) = τ(2−τ)+4τ(τ −1)t+2(1−τ)(3τ−1)t2+4(τ−1)2t3−(τ−1)2t4.

Наша задача – исследовать sign(P2(t; τ)) в области Π : 0 < t < 1, τ > 0.
Разобьём область Π на три части

Π = Π1 ∪ Π2 ∪ Π3,

где

Π1 = {0 < t < 1, 0 < τ 6 1}
Π2 = {0 < t < 1, 1 < τ 6 2} (19)

Π3 = {0 < t < 1, τ > 2}.
Рассмотрим сначала случай Π2, (в который входят и классические
многочлены Чебышева 1-го и 2-го рода). Докажем, что в области Π2

параметр Манделя положителен, т.е.

sign(P2(t; τ)) > 0 0 < t < 1, 1 < τ 6 2.

Для доказательства разобьём слагаемые в правой части равенства на
следующие части:

σ1 = τ(2 − τ) = 1− (τ − 1)2;

σ2 = 4τ(τ − 1)t;

σ3 = 2(1− τ)(3τ − 1)t2 = −2(τ − 1)2t2 + 4τ(1 − τ)t2 = σ31 + σ32;

σ4 = 4(τ − 1)2t3 = 3(τ − 1)2t3 + (τ − 1)2t3 = σ41 + σ42;

σ5 = −(τ − 1)2t4.

Далее докажем, что в полосе Π2 выполняются следующие неравенства:

γ1 = (σ1 + σ31 + σ41) > 0;

γ2 = (σ2 + σ32) > 0;

γ3 = (σ42 + σ5) > 0.

Справедливость неравенств для γ2 и γ3 достаточно очевидна. Действи-
тельно,

γ2 = 4τ(τ − 1)t(1 − t) > 0 и γ3 = (τ − 1)2(1− t)t3 > 0,

так как в рассматриваемой области все сомножители положительны.
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Рассмотрим теперь γ1 = γ1(t; τ). Имеем

γ1(t; τ) = 1− (τ − 1)2 − 2(τ − 1)2t2 + 3(τ − 1)2t3.

Обозначим ξ = τ − 1. Тогда 0 < ξ < 1,

γ1(t; τ) = γ1(t; ξ) = 1− ξ2(3t3 − 2t2 − 1) (20)

и для доказательства положительности γ1(t; τ) достаточно показать,
что функция ψ(t) = 3t3−2t2−1 удовлетворяет неравенству ψ(t) 6 1 на
промежутке 0 < t < 1. Последнее неравенство выполняется, так как
простой анализ на экстремум показывает, что на самом деле на этом
промежутке справедливо даже более сильное неравенство ψ(t) 6 0.

Итак мы доказали, что в области Π2 параметр Манделя положите-
лен.

К сожалению в областях Π1 и Π3 ситуация обстоит значительно
сложнее — границы участков, в которых параметр Манделя знако-
постоянен, можно установить для конкретных значений параметра a
только приближенно, привлекая численные методы. Приводимые ни-
же таблицы позволяют установить характер расположения областей
знакопостоянства параметра Манделя. В этих таблицах мы возвраща-
емся к исходным переменным x и a в которых параметр Манделя при
k = 2 имеет вид

QM (x; 2; a)

− x(a4(x− 2)4 + x2(8− 8x+ x2)− 2a2(16− 16x+ 16x2 − 8x3 + x4))

(x− 2)(a2(x− 2)2 − (x− 4)x)(a2(x2 − 4)− x2)
.

Для области Π3 при a >
√
2 имеем
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a QM > 0 QM < 0 QM (xmin)

1, 5 x > 0, 108 x ∈ (0; 0, 107) Qmin(0, 054) = −0, 0015

2, 0 x > 0, 47 x ∈ (0; 0, 46) Qmin(0, 247) = −0, 0325

2, 5 x > 0, 66 x ∈ (0; 0, 65) Qmin(0, 363) = −0, 0666

3, 0 x > 0, 79 x ∈ (0; 0, 78) Qmin(0, 450) = −0, 0961

4, 0 x > 0, 97 x ∈ (0; 0, 96) Qmin(0, 581) = −0, 1419

5, 0 x > 1, 09 x ∈ (0; 1, 08) Qmin(0, 678) = −0, 1755

6, 0 x > 1, 18 x ∈ (0; 1, 17) Qmin(0, 755) = −0, 2015

7, 0 x > 1, 25 x ∈ (0; 1, 24) Qmin(0, 818) = −0, 2222

8, 0 x > 1, 31 x ∈ (0; 1, 30) Qmin(0, 871) = −0, 2392

9, 0 x > 1, 36 x ∈ (0; 1, 35) Qmin(0, 918) = −0, 2534

10 x > 1, 39 x ∈ (0; 1, 38) Qmin(0, 958) = −0, 2656

20 x > 1, 60 x ∈ (0; 1, 59) Qmin(1, 2005) = −0, 3331

100 x > 1, 86 x ∈ (0; 1, 85) Qmin(1, 5989) = −0, 4255

Из результатов, приведенных в этой таблице следует, что при уве-
личении параметра a интервал, в котором QM отрицательно увеличи-
вается, минимальное значение Qmin сдвигается к правому концу ин-
тервала (0; 2) а абсолютная величина |Qmin| возрастает.

В полосе Π2 : 0 < a < 1 ситуация, как видно из следующей таблицы,
несколько отличается.

a QM > 0 QM < 0 QM (xmin)
0, 01 x ∈ (0; 0, 020) x ∈ (0, 021; 1, 17) Qmin(0, 168) = −0, 925

x ∈ (1, 18; 2)
0, 1 x ∈ (0; 0, 20) x ∈ (0, 21; 1, 14) Qmin(0, 575) = −0, 563

x ∈ (1, 15; 2)
0, 2 x ∈ (0; 0, 43) x ∈ (0, 44; 1, 106) Qmin(0, 742) = −0, 223

x ∈ (1, 07; 2)
0, 25 x ∈ (0; 0, 61) x ∈ (0, 62; 0, 96) Qmin(0, 787) = −0, 066

x ∈ (0, 97; 2)
0, 3 x ∈ (0; 2) — Qmin(0, 812) = 0, 080

С ростом a интервал, в котором QM отрицателен и абсолютная ве-
личина |Qmin| уменьшаются. При 0, 3 6 a < 1 параметр Манделя по-
ложителен.
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Borzov V. V., Damaskinskiy E. V. Calculating the Mandel parameter for
an oscillator-like system generated by generalized Chebyshev polynomials.

In this paper, we calculate the Mandel parameter QM for an oscillator-
like system generated by generalized Chebyshev polynomials [1–3]. The
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sign of the Mandel parameter QM characterizes the deviation of the excita-
tion statistics from the Poisson one. This work is a continuation of our
works [4, 5].
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