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§1. Введение

В работе [1] была сформулирована теорема о предельных значениях
резольвенты оператора Шредингера трех одномерных частиц (с выде-
ленным центром масс) на абсолютно непрерывном спектре. Напомним,
оператор имеет вид

H = −∆+

3∑

i=1

vi(xi). (1.1)

в L2(R
2), где xi это переменная в R

2 вдоль вектора exi
. В случае рав-

ных масс частиц вектора ex1
, ex2

, ex3
образуют между собой равные

углы 2π/3. Здесь ∆ – оператор Лапласа в R
2. Функции vi(xi) имеют

смысл потенциала взаимодействия в паре частиц. Предположим, что
в подсистемах возможно лишь конечное число двухчастичных состоя-
ний, то есть оператор

hi = − d2

dx2
+ vi(x)

в L2(R) имеет конечное число собственных значение λin и собственных
функций ψi

n. С точки зрения физической постановки задачи прямые
вдоль векторов exi

являются прямыми столкновения частиц в кон-
фигурационном пространстве. Координаты xi, yi представляют собой
координаты Якоби. Оператор hi описывает систему двух частиц.

Асимптотика предельных значений интегрального ядра резольвен-
ты R(λ) = (H − λ)−1 оператора H на непрерывном спектре позволяет
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исследовать асимптотику собственных функций непрерывного спектра
(обобщенные собственные функции). Члены в асимптотике обобщен-
ных собственных функций вида

ei
√

λ−λi
n|yi|ψi

n(xi)

отвечают каналам рассеяния, в которых две частицы образуют связан-
ную пару. Именно включение таких состояний ведет к существенным
усложнениям по сравнению с работой [3].

В рамках подхода Фаддеева [2] исследование резольвенты сводится
к исследованию уравнения вида

L · γ = diag(Γ1,Γ2,Γ3) (1.2)

относительно γ, в терминах которого выражается резольвента

R(λ) = R0(λ) ·
∑

i,j

γij .

Здесь

L =



I Γ1 Γ1

Γ2 I Γ2

Γ3 Γ3 I


 = (I + Γ).

Само уравнение выражается в терминах двухчастичных резольвент

Γj(λ) = vjRj(λ) , (1.3)

где Rj = (−∆+ v(xi))
−1. При этом Rj распадается на сумму

Rj = Rdc
j +Rcc

j (1.4)

отвечающую разбиению резольвенты оператора hj на вклады дискрет-
ного и непрерывного спектра. Аналогично

Γj = Γcc
j + Γdc

j

разлагается в соответствующую сумму, как и матрица

Γ = Γ
cc + Γ

dc.

В ходе решения уравнений Фаддеева в текущей постановке возникал
вопрос обращения оператора специального вида ( [1, Лемма 3.2]):

(I + Γ
dc). (1.5)
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Именно этот оператор был ключевым при построении амплитуды рас-
сеяния связанных состояний в асимптотике обобщенных собственных
функций, поскольку резольвента представляется в виде

R = R0

[
∑

ij

(
L
−1 · diag(Γcc

1 ,Γ
cc
2 ,Γ

cc
3 )
)
ij
+
∑

ij

(
L
−1 · diag(Γdc

1 ,Γ
dc
2 ,Γ

dc
3 )
)
ij

]
.

При этом в первом слагаемом в скобках (отвечает каналу рассеяния
без связанных состояний 3 → 3) старшие члены асимптотики порож-
дают лишь часть обратного к L оператора, тогда как во втором слага-
емом (отвечающем связанным состояниям) важным оказывается весь
оператор. Процедура обращения 1.5 в работе [1] не была рассмотрена.

В предположении компактности носителя потенциалов взаимодей-
ствия

vi ∈ C∞
0 (R)

мы продемонстрируем, как именно происходит его обращение.

§2. Процедура обращения оператора

Мы исследуем оператор

(I + Γ
dc), (2.1)

где

Γ
dc =




0 Γdc

1 Γdc
1

Γdc
2 0 Γdc

2

Γdc
3 Γdc

3 0



 , (2.2)

Γdc
i (λ) =

∑

n

vi(xi)
ψi
n(xi)ψ

i
n(x

′
i)e

i
√

λ−λi
n|yi−y′

i|

2
√
|λin|

√
λ− λin

.

Оператор рассматривается в пространстве

B = {(v1ψ1 × f1, v2ψ2 × f2, v3ψ3f3)
t|fi(yi) ∈ B(R), ψi ∈ span{ψi

n(xi)}}.
Здесь B(R) – это пространство ограниченных функций. Вообще го-
воря, в рамках задачи рассеяния трех частиц fi необходимо брать из
иного пространства, в которое текущее вкладывается непрерывно, но
здесь это не имеет существенного значения.

Мы покажем, что матричный элемент итерации имеет вид

[(Γdc)N ]ij = C̃N + D̃N ,
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где C̃N – оператор, норма которого убывает с ростом N факториаль-

ным образом, D̃N – оператор конечного ранга.
Для упрощения записи рассмотрим случай, когда все потенциалы

равны между собой, vi = v, а в парных подсистемах возможно лишь
одно двухчастичное состояние, то есть ψi

n(x) = ψ1(x). Тогда

Γdc
i (λ) = v(xi)

ψ1(xi)ψ1(x
′
i)e

i
√
λ−λ1|yi−y′

i|

2
√
|λ1|

√
λ− λ1

.

Как мы увидим позже, это ограничение не является не принципиаль-
ным. Так же для определённости рассмотрим элемент i = j = 1. При
этом нам необходимо это сделать лишь для достаточно малых Imλ > 0,
поскольку при прочих λ операторы ”очень хорошие”, то есть действу-
ют в пространство функций убывающих экспоненциальным образом.
Положим

Γdc,±
i (zi, z

′|λ) = θ (±(yi − y′i)) Γ
dc
i (zi, z

′|λ)
или

Γdc,±
i (zi, z

′
i, λ) = v(xi)θ (±(yi − y′i))

ψ1(xi)ψ1(x
′
i)

2
√
|λ1|

√
λ−λ1

e±i
√
λ−λ1yie∓i

√
λ−λ1y

′

i .

В первой строке представим

Γdc
1 = Γdc,+

1 + Γdc,−
1 = Γdc,+

1 + (1− θ(y1 − y′1)) Γ
dc,−
1 = Γ̃dc,+

1 + Γ̃dc
1 ,

где мы использовали тождество (1− θ(y1 − y′1)) = θ(y′1 − y1) и ввели
обозначения

Γ̃dc,+
1 (z1, z

′
1, λ) = v(x1)θ(y1 − y′1)

ψ1(x1)ψ1(x
′
1)√

|λ1|
√
λ−λ1

i sin
(√

λ− λ1(y1 − y′1)
)
,

Γ̃dc
i (zi, z

′
i, λ) = v(xi)

ψ1(xi)ψ1(x
′
i)

2
√
|λ1|

√
λ− λ1

e−i
√
λ−λ1(yi−y′

i).

Похожим образом введем при i 6= 1 операторы

Γ̃dc,+
i (zi, z

′
i, λ) = v(xi)θ(−(yi − y′i))

ψ1(xi)ψ1(x
′
i)√

|λ1|
√
λ− λ1

× i sin
(
−
√
λ− λ1(yi − y′i)

)

и

Γ̃dc
i (zi, z

′
i, λ) = v(xi)

ψ1(xi)ψ1(x
′
i)

2
√
|λ1|

√
λ− λ1

ei
√
λ−λ1(yi−y′

i).
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Здесь инверсия в направлении связана с тем, что 〈eyi
, eyj

〉 < 0. Поло-
жим

Γ
dc = Γ̃

dc,+ + Γ̃
dc.

Заметим, что Γ̃
dc – конечномерный оператор, элементы которого это

проекторы, умноженные на vi:

v(xi)qij(z)(·, qij).

Здесь Γ̃
dc,+ – оператор ”типа Вольтерра”, такой что в его итерациях

элементы Γ̃
dc,+
11 убывают по норме со скоростью факториала. Сперва

продемонстрируем эту идею при Imλ = 0.

Элементы матрицы (Γ̃dc,+)n, состоят из альтернирующих произве-
дений, причем

((
Γ̃
dc,+

)n)

ij
= Γdc,+

i

[((
Γ̃
dc,+

)n−1
)

lj

+

((
Γ̃
dc,+

)n−1
)

mj

]
,

гдеm 6= l 6= i. Это позволит нам провести доказательство по индукции.

Посмотрим на первую итерацию, заменив при этом в Γdc,+
2 и Γdc,+

3

переменные y2, y
′
2, y3, y

′
3 на переменные с противоположным знаком.

|Γ̃dc,+
1 Γ̃dc,+

j (zi, z
′′
j )| 6 |

C|v(xi)||ψ1(xi)||ψ1(x
′′
j )|

|λ1|(|λ− λ1|)∫
dy′i

∫
dx′i|v(x′j)ψ1(x

′
j)ψ1(x

′
i)|θ(yi − y′i)θ(y

′
j − y′′j ).

где j = 2 или j = 3. Заметим, что первый столбец действует на про-
странство v(x1)ψ1(x1) × B(R), следовательно все интегралы быстро
сходятся в силу компактности носителя и убывания ψ1:

|Γ̃dc,+
1 Γ̃dc,+

j f1(y
′′
1 )v1(x

′′
1 )ψ

1
1(x

′′
1 )| 6 C‖f‖B

|v(x1)||ψ1(x1)|
|λ1|(|λ − λ1|)

×
∫
dy′i

∫
dx′i|v(x′j)ψ1(x

′
j)ψ1(x

′
1)|θ(y1 − y′1).

Положим

fij(yi) =

yi∫

−∞

dy′i

∫
dx′i|v(x′j)ψ1(x

′
j)ψ1(x

′
i)|
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и заметим что f12 = f23 = f31 и f21 = f13 = f32 как функция одной пе-

ременной. Рассмотрим элемент матрицы третьей итерации
(
(Γ̃dc,+

i )3
)

11

∣∣∣Γ̃dc,+
1 (Γ̃dc,+

2 Γ̃dc,+
3 + Γ̃dc,+

3 Γ̃dc,+
2 )fv1ψ1

∣∣∣ 6
C‖f‖|v(x1)||ψ1(x1)|
|λ1|3/2(|λ− λ1|)3/2

×
y1∫

−∞

dy′1

∫
dx′1(|v(x′2)ψ1(x

′
2)ψ1(x

′
1)|f12(y′2) + |v(x′3)ψ1(x

′
3)ψ1(x

′
1)|f13(y′3))

с некоторой константной C. Мы воспользовались замеченным ранее
равенством. Теперь заметим, что под интегралом

f12(y
′
2) 6 f12(ay

′
1 + b)

в силу огранниченности носителя потенциала и монотонности функ-
ции. Постояные a, b зависят от v, ψ1. То есть имеем (добавив положи-
тельные слагаемые)

∣∣∣Γ̃dc,+
1 (Γ̃dc,+

2 Γ̃dc,+
3 + Γ̃dc,+

3 Γ̃dc,+
2 )fv1ψ1

∣∣∣

6
C‖f‖|v(x1)||ψ1(x1)|
|λ1|3/2(|λ− λ1|)3/2

y1∫

−∞

dy′1(f12(ay
′
1 + b) + f13(a

′y′1 + b))

×
∫
dx′1(|v(x′2)ψ1(x

′
2)ψ1(x

′
1)|+ |v(x′3)ψ1(x

′
3)ψ1(x

′
1)|).

Наконец, заметим, что для y′1 ∈ (−∞, y1) верно

g(y′1) =

∫
dx′1(|v(x′2)ψ1(x

′
2)ψ1(x

′
1)|+ |v(x′3)ψ1(x

′
3)ψ1(x

′
1)|) 6 C′g(ay′1+ b)

с некоторой константойC′. Это проверяется явно для достаточно боль-
ших (по абсолютной величине) y′1. Таким образом,

∣∣∣Γ̃dc,+
1 (Γ̃dc,+

2 Γ̃dc,+
3 + Γ̃dc,+

3 Γ̃dc,+
2 )fv1ψ1

∣∣∣ 6
C′C‖f‖|v(x1)||ψ1(x1)|
|λ1|3/2(|λ− λ1|)3/2

×
C′y1∫

−∞

dy′1
1

2a

d

dy1
(f12(ay

′
1 + b) + f13(ay

′
1 + b))2.
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В последующих итерациях в общем случае индукцией мы получаем
оценку вида

∣∣∣∣
((

Γ̃
dc,+
i

)N)

11

fv1ψ1

∣∣∣∣ 6
CC′‖f‖|v(x1)||ψ1(x1)|
|λ1|N/2(1 + |λ− λ1|)N/2

× (f12(ρ
N−1y′1) + f13(ρ

N−1y′1))
N−1

(N − 1)!aN−1
.

Здесь ρ – соответствующая замена из оценок выше, ρy = ay+ b. Каж-

дый элемент матрицы
(
Γ̃
dc,+

)N
содержит не более чем 2N−1 слага-

емых такого вида, следовательно итерации убывают. Для остальных
элементов матрицы рассуждение проводится по аналогии. Таким об-
разом,

(Γdc)N = C̃N + D̃N .

Для общего случая (разные потенциалы и конечное число связанных
состояний в подсистемах) достаточно взять

v(x) = max
i

|vi(x)|, ψ1(x) = max
i,n

|ψi
n(x)|.

Тогда аналогичные оценки становятся возможными. При этом число
слагаемых возрастает, но вновь ограничивается степенным образом.
При Imλ > 0, нам необходима оценка при Im k > 0 и при x > t

∣∣∣∣
sin(k(x − t))

k

∣∣∣∣ 6 C
eImk(x−t)

1 + |k|
и ограничение 0 < Imλ <

√
3/2 inf λn. С небольшими изменениями

вновь становится возможна такая же оценка. Наконец, мы приходим
к тому, что для любого ε > 0, при infn |λ − λn| > ε, для достаточно
больших N обратимость оператора записанного в виде

(I + Γ
dc)−1 =

(
I +

N−1∑

n=1

(−Γ
dc)n

)
(I − (−Γ

dc)N )−1

сводится к обращению

(I − (−Γ
dc)N )−1,

при этом уравнение становится Фредгольмовым и анализ его разре-
шимости остается в рамках схемы уравнений Фаддеева (леммы 3.2
работы [1]).
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