
Записки научных
семинаров ПОМИ

Том 492, 2020 г.

Н. Л. Гордеев

О ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ ВЕРБАЛЬНЫХ
ОТОБРАЖЕНИЙ КОМПАКТНЫХ
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ГРУПП

Посвящается Анатолию Владимировичу Яковлеву в связи с
80-летием со дня рождения

Введение

Для любой группы G и любого слова w ∈ Fn, где Fn – свободная
группа ранга n, определено вербальное отображение

w̃ : Gn → G

формулой w̃(g1, . . . , gn) = w(g1, . . . , gn). С вербальными отображения-
ми связаны различные задачи теории групп. Например, при n = 1, w =
xk вопрос об образе такого вербального отображения – это вопрос об
извлечении корней k-ой степени из элементов группы. За последние
годы появилось много работ, в которых исследуются вербальные отоб-
ражения для групп G = G(K), являющихся группами K-точек про-
стой алгебраической группы G, определенной над полемK (см. ссылки
в [16]). Для простой алгебраической группы G (или группы ее точек
над алгебраически замкнутым полем) образ любого вербального отоб-
ражения w̃ : Gn → G доминантен согласно теореме А. Бореля ([3]) и,
таким образом, содержит открытое по Зарисскому подмножество груп-
пы G (т.е. образ нетривиального вербального отображения – это “почти
вся группа” G). В связи с этим полной неожиданностью стала теорема
А. Тома ([9]) о том, что всегда найдется такое слово w = wǫ,n ∈ F2,
для которого образ вербального отображения w̃ : SUn(C)

2 → SUn(C)
содержится в заданной ǫ-окрестности единицы группы SUn(C) (здесь
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SUn(C) – стандартная унитарная группа, т.е. группа R-точек анизо-
тропной формы группы SLn). На самом деле в работе [9] (см. так-
же [16]) строится последовательность слов {wj}j∈N, которая сходится
равномерно к единице на группе G = SUn(C) в топологии группы G,
индуцированной нормой, т.е. для любой открытой ǫ-окрестности Ue

единицы e ∈ G существует такой номер j0, что Im w̃j ⊂ Ue для всех
j > j0. Отсюда в [9] получается аналогичный результат и для произ-
вольных компактных групп.

В данной работе мы предлагаем метод построения таких последо-
вательностей (Теорема 1), которые сходятся к единице на любой ком-
пактной группе G, использующий “склейку” двух последовательно-
стей, члены одной из которых “расширяют” образ предыдущего члена,
а члены другой – наоборот “сужают”. Этот метод позволяет постро-
ить довольно большой массив различных последовательностей слов
свободной группы, равномерно сходящихся к единице как вербальных
отображений на компактной топологической группе.

В этой же работе рассматривается вопрос о последовательностях
сюръективных отображений на компактной группе. Следует отметить,
что вопрос о сюръективности вербальных отображений для некомму-
тативных компактных групп Ли, также как и для простых алгебра-
ических групп, является довольно сложным (отметим, что некомму-
тативная компактная группа Ли – это (с точностью до центра) есть
группа R-точек полупростой алгебраической группы, определенной и
анизотропной над полем вещественных чисел R). Известно, например,
что для слов w, не содержащихся в коммутанте свободной группы, и
энгелевых слов w = [x, [x, · · · [x, y] · · · ]] соответствующие вербальные
отображения w̃ сюръективны на компактных группах Ли (на простых
алгебраических группах имеется еще ряд примеров; см. [2], [5]). В дан-
ной работе мы указываем пример последовательности {wj}j∈N свобод-
ной группы Fn такой, что wj ∈ F j

n \ F j+1
n , и каждое вербальное отоб-

ражение w̃j : SU2(C)
n → SU2(C) является сюръективным (Теорема 2,

Следствие 7.1).
В заключении данной работы мы даем некоторые комментарии к

указанным результатам, а также некоторые замечания, связанные с
образами вербальных отображений компактных групп.

Терминология и обозначения. Напомним, что топологическая
группа G – это множество, наделенное структурами группы и то-
пологического пространства, для которого отображение (σ, τ) → στ
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произведения G × G в G и отображение σ → σ−1 пространства G
в G непрерывны. Топологическая группа G называется компактной,
если топологическое пространство G компактно и отделимо.

Нейтральный элемент группы G мы обозначаем e и называем еди-
ницей группы G.

Для подмножества X ⊂ G множество {x−1 | x ∈ X} обознача-
ем X−1.

Для подмножеств X,Y ⊂ G множество {xy | x ∈ X, y ∈ Y } обо-
значаем XY .

§1. Унитарные представления компактных групп

В этом и следующем пункте мы собрали известные результаты о
компактных группах, которые нам потребуются для построения рав-
номерно сходящихся последовательностей слов на компактной группе.

Пусть V – топологическое векторное пространство над полем C.
Напомним, что для топологической группы G ее линейное представ-
ление ρ : G → GL(V ) в группу непрерывных линейных операторов
GL(V ) топологического пространства V называется непрерывным, ес-
ли отображениеG×V → V непрерывно (в топологии G, V и топологии
произведения G × V ). Если пространство V конечномерно, то усло-
вие непрерывности отображения G × V → V эквивалентно условию
непрерывности отображения ρ : G → GL(V ) топологических групп
G,GL(V ) ([19, III, 4.2]). При этом топология на группе GL(V ) опреде-
ляется нормой ‖T ‖ линейных операторов на End(V ).

Напомним, что на конечномерном линейном пространстве V над по-
лем C, снабженном невырожденной анизотропной эрмитовой формой
( , ), вводится норма вектора ‖v‖ :=

√
(v, v). Для любого линейного

оператора T ∈ End(V ) его норма определяется формулой

‖T ‖ := max
‖v‖=1

‖T (v)‖.

Эта норма удовлетворяет следующим условиям:

‖T1 + T2‖ 6 ‖T1‖+ ‖T2‖, ‖T1T2‖ 6 ‖T1‖‖T2‖

для любых T1, T2 ∈ End(V ).
(1.1)

(см. [18, IV, §5]). Пусть U(V ) – группа унитарных операторов (т.е.
сохраняющих эрмитову форму ( , )). Из определения нормы следует

‖T ‖ = 1, ‖TS‖ = ‖S‖ для любых T ∈ U(V ), S ∈ End(V ). (1.2)
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Следующие утверждение и его доказательство фактически повторяет
Лемму 2.1 работы [9] для норм конечномерной унитарной группы.

Лемма 1. Для любых S, T ∈ U(V )
i.‖E − ST ‖ 6 ‖E − S‖+ ‖E − T ‖,
ii. ‖E − STS−1‖ = ‖E − T ‖,
iii. ‖E − T ‖ = ‖E − T−1‖,
iv. ‖E − STS−1T−1‖ 6 2min{‖1− S‖, ‖1− T ‖}.
v. ‖E − STS−1T−1‖ 6 2‖1− S‖ ‖1− T ‖.

Доказательство.

i. ‖E − ST ‖
(1.2)
= ‖S−1 − T ‖ = ‖(S−1 − E) + (E − T )‖

(1.1)

6 ‖(S−1 −

E)‖+ ‖(E − T )‖
1.2
= ‖E − S‖+ ‖E − T ‖.

ii. ‖E − STS−1‖
(1.2)
= ‖E − T ‖.

iii. ‖E − T ‖ = ‖− (E − T )‖ = ‖T −E‖ = ‖T (E − T−1)‖ = ‖E − T−1‖.

iv. ‖E − STS−1T−1‖
i.
6 ‖E − STS−1‖+ ‖E − T−1‖

ii.,iii.
= 2‖E − T ‖.

Аналогично ‖E − STS−1T−1‖ 6 2‖E − S‖.
v. ‖E − STS−1T−1‖ = ‖TS − ST ‖ = ‖(E − T )(E − S)− (E − S)(E −

T )‖
1.1
6 2‖1− S‖‖1− T ‖. �

Нам потребуется следующий фундаментальный факт об унитарных
представлениях компактных топологических групп.
♭. Для компактной группы G существует множество {ρα}α∈A ко-

нечномерных непрерывных унитарных представлений ρα : G→ U(Vα)
таких, что

⋂
α∈A Ker ρα = e и

G = lim
←
ρα(G),

т.е. G изоморфна (как топологическая группа) проективному пределу
компактных групп ρα(G) (см. [19, IV, §2]; [17, 15.1.6]).

Замечание 1.1. В частности, проконечные группы являются ком-
пактными и вполне несвязными. Все открытые подгруппы таких
групп – это подгруппы конечного индекса ([21, I, §1]) .

Так как представление ρα : G→ U(Vα) непрерывно, то прообраз лю-
бой открытой окрестности единицы Eα ∈ U(Vα) 6 GL(Vα) ⊂ End(V )
является открытой окрестностью единицы e группы G, а значит,

Ue,ρα
(ǫ) := {g ∈ G | | ‖ Eα − ρα(g) ‖< ǫ}
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– открытая окрестность единицы группы G.
Из утверждения ♭ следует
♮. Для любой открытой окрестности единицы Ue ⊂ G существует

окрестность единицы Ue,ρα
(ǫ) такая, что

Ue,ρα
(ǫ) ⊂ Ue.

Доказательство. Ввиду ♭ прообразы открытых множеств в ρα(G),
где α пробегает множествоA, образуют базис топологииG ([11, Глава I,
§4, Предложение 9]). Поскольку множества

UEα,ρα
(ǫ) := {σ ∈ ρα(G) | ‖ Eα − σ ‖< ǫ}

образуют фундаментальную систему окрестностей единицы Eα∈ρα(G)
группы ρα(G), то их прообразы Ue,ρα

(ǫa) образуют фундаментальную
систему окрестностей единицы e группы G (см. [11], Глава I, $1, Пред-
ложение 3). �

§2. Некоторые свойства окрестностей единицы

компактной группы

Нам потребуются следующие факты об окрестностях единицы ком-
пактной группы G.

a. Для любой открытой окрестности Ue существует открытая
окрестность We такая, что

WeW
−1
e ⊂ Ue.

([13, Глава III, §1, п. 2, свойство (GVa)]).
b. Для любой открытой окрестности Ue существует G-инвари-

антная (относительно сопряжения) открытая окрестность Ve та-
кая, что

Ve ⊂ Ue.

([14, Глава 0, 1.10]). Комбинируя a. и b., получим
c. Для любой открытой окрестности Ue существует G-инвари-

антная открытая окрестность Ve такая, что

VeV
−1
e ⊂ Ue.

Любая открытая окрестность Ue является измеримым множеством
([10, Глава IV, §5, 1, Следствие Предложения 3]). Пусть µ – мера Хаара
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на группе G (мы считаем, что µ(G) = 1). Положим

q(Ue) :=
[ 1

µ(Ue)

]
+ 1

(здесь [x] – целая часть от числа x).

Лемма 2. Пусть Ue – открытая окрестность единицы. Для любого
подмножества S = {g1, . . . , gq}, состоящего из q = q(Ue) различных
элементов группы G, имеет место

giUe ∩ gjUe 6= ∅

для некоторых натуральных i < j 6 q.

Доказательство. Предположим, что все множества g1Ue, g2Ue, . . .,
gqUe попарно не пересекаются. Так как мера Хаара на компактной
группе является лево-инвариантной и право-инвариантной ([12, Глава
VII, §1, 3, Следствие Предложения 3]), то

µ(giUe) = µ(Ue)

для любого i = 1, . . . , q. Следовательно

µ(

q⋃

i=1

giUe) = qµ(Ue) > 1 = µ(G).

Получили противоречие. �

§3. Малые окрестности единицы компактной группы

Рассмотрим открытую окрестность единицы компактной группы G
вида

Uǫ,ρ := {g ∈ G | ‖ E − ρ(g) ‖< ǫ},

где ρ : G → U(V ) – конечномерное непрерывное унитарное представ-
ление.

Лемма 3.
i. [g, h] ∈ Ue,ρ(ǫ) для любого h ∈ Ue,ρ(ǫ/2) и любого g ∈ G.
ii. [f, h] ∈ Ue,ρ(ǫ/2) для любых f, h ∈ Ue,ρ(ǫ), если ǫ 6 1

4 .
iii. fh ∈ Ue,ρ(ǫ) для любых f, h ∈ Ue/2,ρ(ǫ).

Доказательство. Используя Лемму 1, получаем
i. ‖E − ρ([g, h])‖ 6 2 ‖E − ρ(h)‖︸ ︷︷ ︸

<ǫ/2

< ǫ⇒ [g, h] ∈ Ue,ρ(ǫ).
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ii. ‖E − ρ([f, h])‖ 6 2 ‖E − ρ(f)‖︸ ︷︷ ︸
<ǫ6 1

4

‖E − ρ(h)‖︸ ︷︷ ︸
<ǫ

< 2 1
4ǫ = ǫ

2 ⇒ [g, h] ∈

Ue,ρ(ǫ/2).
iii. ‖E − ρ(fh))‖ 6 ‖E − ρ(h)‖︸ ︷︷ ︸

<ǫ/2

+ ‖E − ρ(h)‖︸ ︷︷ ︸
<ǫ/2

< ǫ⇒ fh ∈ Ue,ρ(ǫ).

�

Определение 3.1. Пусть G – компактная группа. G-инвариантная
открытая окрестность единицы Ue называется малой, если суще-
ствуют две G-инвариантные открытые окрестности единицы
P (Ue), Q(Ue) группы G, удовлетворяющие следующим условиям:

Q(Ue) ⊂ Ue ⊂ P (Ue); (3.1)

UeUe, [G,Ue] ⊂ P (Ue); (3.2)

Q(Ue)Q(Ue), [G,Q(Ue)] ⊂ Ue; (3.3)

[P (Ue), P (Ue)] ⊂ Ue; (3.4)

[Ue, Ue] ⊂ Q(Ue). (3.5)

Окрестность Q(Ue) также является малой окрестностью едини-
цы и

P (Q(Ue)) = Ue. (3.6)

Если P (Ue) также является малой окрестностью единицы, то

Q(P (Ue)) = Ue. (3.7)

Окрестности P (Ue) и Q(Ue) будем называть растяжением и сжа-
тием Ue.

Положим

Qm(Ue) := Q(Q(· · ·Q︸ ︷︷ ︸
m−раз

(Ue) · · · )), P
l(Ue) := P (P (· · ·P︸ ︷︷ ︸

l−раз

(Ue) · · · )).

Таким образом, малая окрестность единицы Ue предполагает фик-
сирование последовательностей расширений и сжатий

· · · ⊂ Qm(Ue) ⊂ · · · ⊂ Q(Ue) ⊂ Ue ⊂ P (Ue) ⊂ · · · ⊂ P l(Ue) ⊂ · · · .

При этом последовательность расширений может быть конечной, а по-
следовательность сжатий должна быть бесконечной. Определение 3.1
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не накладывает никаких условий на выбор последовательности сжа-
тий и расширений, кроме условий 3.1 –3.7. В частности, включения в
данных последовательностях – не строгие и могут быть равенствами.

Примером малых окрестностей являются окрестности вида Ue,ρ(ǫ)
при ǫ 6 1

8 для некоторого l ∈ N. Действительно, если мы положим

Qm(Ue,ρ(ǫ)) := Ue,ρ(ǫ/2
m), P l(Ue,ρ(2

lǫ)) при условии 2lǫ 6
1

4
,

то условия 3.1 – 3.7 вытекают из Леммы 3.

Лемма 4. Малые окрестности единицы компактной группы образу-
ют фундаментальную систему окрестностей единицы.

Доказательство. Окрестности единицы e компактной группы G ви-
да Uǫ,ρ(ǫ), где ρ пробегает множество конечномерных непрерывных
унитарных представлений группы G, а ǫ – множество положительных
вещественных чисел, являются фундаментальной системой окрестно-
сти единицы (см. ♮). Следовательно, множество окрестностей Uǫ,ρ(ǫ),
где ǫ 6 1

8 , также является фундаментальной системой окрестностей
группы единицы группы G. �

Замечание 3.1. Малые окрестности вида Uǫ,ρ(ǫ) могут быть опре-
делены для любой компактной группы. Если G – проконечная группа,
то для нее можно найти и другие малые окрестности. Например,
пусть G – свободная про-p-группа. Рассмотрим ряд подгрупп

G0 = G,G1 = (G)pG1, G2 = (G)p
2

G2, . . . , Gj = (G)p
j

Gj , . . . , ,

где (G)p
j

– подгруппа, порожденная pj степенями группы G, а Gj –
j-тый член нормального ряда: G1 = [G,G], . . . , Gj = [Gj−1, Gj−1], . . . .
Легко видеть, что это последовательность малых окрестностей
группы G, в которой можно положить

Q(Gj) := Gj+1, P (Gj) := Gj−1.

§4. S-последовательности компактной группы.

Определение 4.1. Бесконечная последовательность непустых слов
w1, . . . , wm, . . . свободной группы Fn называется универсальной S-по-
следовательностью, если:

для любой компактной группы G и любой ее открытой окрестно-
сти единицы Ue ⊂ G
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существует такое натуральное число r := r(Ue), что для любой
последовательности (g1, . . . , gn) ∈ Gn имеет место включение

wi(g1, . . . , gn) ∈ Ue

для некоторого i 6 r.

Таким образом, универсальная S-последовательность – это после-
довательность слов {wj}j∈N свободной группы Fn, в которой для лю-
бой открытой окрестности единицы Ue можно указать такой конечный
отрезок этой последовательности w1, w2, . . . , wr, что для любой после-
довательности g1, . . . , gn ∈ G среди элементов

w1(g1, . . . , gn), w2(g1, . . . , gn), . . . , wr(g1, . . . , gn)

хотя бы один попадает в окрестность Ue, т.е. образ вербального отоб-
ражения компактных групп

r∏

j=1

wj : G
n → Gr,

определенного формулой

(

r∏

j=1

wj)(g1, . . . , gn) =

r∏

j=1

wj(g1, . . . , gn),

содержится в открытой окрестности ∪r
j=1V

j
e единицы e группы Gr , где

V j
e
:= G×G× · · ·G︸ ︷︷ ︸

(j−1)−раз

×Ue ×G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
(r−j)−раз

.

Замечание 4.1. Число r(Ue) зависит от окрестности единицы в
группе G, а значит, и от самой группы G.

Приведем некоторые примеры универсальных S-последовательно-
стей.
Пример 1. Пусть {vk}∞k=1 – произвольная бесконечная последователь-
ность попарно различных элементов Fn. Пусть далее, M = {(l, k) |
l, k ∈ N, l > k}. Пронумеруем пары (l, k) ∈ M в лексикографиче-
ском порядке и сопоставим каждой паре (l, k) ее номер j(l, k): j(2, 1) =
1, j(3, 1) = 2, j(3, 2) = 3, . . . ,. Далее, для любой пары (l, k) положим

wj := v−1k vl,

где j := j(l, k). Так как vk 6= vl для любых k, l, то wj 6= 1 для любого j.
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Построенная последовательность {wj}∞j=1 является универсаль-
ной S-последовательностью.

Доказательство. Пусть Ue – открытая окрестность единицы, We –
открытая окрестность единицы такая, что WeW

−1
e ⊂ Ue (см. a.), и

пусть q = q(We) – число из Леммы 2. Положим

r := 2 · 1 + 3 · 2 + · · ·+ q · (q − 1) =
q(q2 − 1)

3
. (4.1)

Пусть (g1, . . . , gn) ∈ Gn. Рассмотрим последовательность

σ1 := v1(g1, . . . , gn), σ2 := v2(g1, . . . , gn), . . . , σq := vq(g1, . . . , gn).

Предположим, что σk 6= σl для любых k < l 6 q. Из Леммы 2 полу-
чаем, что σkWe ∩ σlWe 6= ∅ для некоторых k < l 6 q. Следователь-
но, σ−1k σl ∈ WeW

−1
e ⊂ Ue. Заметим, что число пар (l, k), таких, что

k < l 6 q, равно r (см. 4.1). Поэтому для j = j(l, k) 6 r получаем

wj(g1, . . . , gn) = v−1k (g1, . . . , gn)︸ ︷︷ ︸
σ−1

k

vl(g1, . . . , gn)︸ ︷︷ ︸
σl

∈WeW
−1
e ⊂ Ue.

Если σk = σl для некоторых k < l 6 q, то для j = j(k, l) имеем
wj(σ1, . . . , σn) = 1 ∈ Ue. �

Пример 2. Пусть w 6= ∅ – непустое слово, и пусть {wk := wk}∞k=1.
Тогда

{wk}∞k=1 – универсальная S-последовательность.

Доказательство. Пусть Ue – открытая окрестность единицы, We –
открытая окрестность единицы такая, что WeW

−1
e ⊂ Ue (см. a.), и

пусть q = q(We) – число из Леммы 2. Положим r := q. Дальнейшие
рассуждения повторяют рассуждения предыдущего случая. �

Пример 3. Пусть ω1, ω2 ∈ Fn – непустые слова, для которых [ω1, ω2] 6=

1. Положим wj := ωaj
1 ω

bj
2 для фиксированных целых a, b 6= 0. Тогда

{wj}∞j=1 – универсальная S-последовательность.

Доказательство. Поскольку [ω1, ω2] 6= 1, слова ω1, ω2 ∈ Fn порож-
дают свободную подгруппу ранга два, а значит, всe слова последова-
тельности {wj}∞j=1 различны и не пусты.

Пусть Ue – открытая окрестность единицы, Ve – G-инвариантная от-
крытая окрестность единицы такая, что VeV

−1
e ⊂ Ue (см. c.), и пусть
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q = q(Ve) – число из Леммы 2. Положим r := q. Для последовательно-
сти (g1, . . . , gn) ∈ Gn положим

σ1 := w1(g1, . . . , gn), σ2 := w2(g1, . . . , gn), . . . , σq := wq(g1, . . . , gn).

Если σi = σj для некоторых i < j 6 r, то

wi(g1, . . . , gn) = ωai
1 (g1, . . . , gn)ω

bi
2 (g1, . . . , gn) = wj(g1, . . . , gn)

= ωaj
1 (g1, . . . , gn)ω

bj
2 (g1, . . . , gn),

а значит,

wj−i(g1, . . . , gn) = ω
a(j−i)
1 (g1, . . . , gn)ω

b(j−i)
2 (g1, . . . , gn) = e ∈ Ue.

Предположим, что σi 6= σj для любых i < j 6 q. Из Леммы 2 полу-
чаем, что σiγ = σjδ для некоторых i < j 6 q и некоторых γ, δ ∈ Ve.
Следовательно,

γ′︸︷︷︸
∈Ve

:= ωbi
2 (g1, . . . , gn)γω

−bi
2 (g1, . . . , gn)

= ω
a(j−i)
1 (g1, . . . , gn)ω

bj
2 (g1, . . . , gn)δω

−bi
2 (g1, . . . , gn)

= ω
a(j−i)
1 (g1, . . . , gn)ω

b(j−i)
2 (g1, . . . , gn)︸ ︷︷ ︸

=wj−i(g1,...,gn)

(ωbi
2 (g1, . . . , gn)δω

−bi
2 (g1, . . . , gn))︸ ︷︷ ︸

:=δ′∈Ve

⇒ wj−i(g1, . . . , gn) = γ′δ′−1 ∈ VeV
−1
e ∈ Ue. �

Приведем теперь пример последовательности, которая не является
универсальной S-последовательностью.

Пример 4. Пусть

wj(x, y) := [ x, [x, . . . x[x︸ ︷︷ ︸
j коммутаторов

, y] . . .]] ∈ F2

– энгелево слово. Тогда {wj}∞j=1 не является универсальной S-после-
довательностью.

Доказательство. Действительно, пусть G = SU2(C). Путь τ3 – эле-
мент порядка 3 какого-либо одномерного компактного тора T 6 G, а
σ ∈ NG(T ), σ /∈ T . Тогда

[ σ, [σ, . . . σ[σ︸ ︷︷ ︸
j коммутаторов

, τ3] . . .]] = τ2
j

3 .
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Таким образом, wj(σ, τ) – это либо τ3, либо τ23 , которые не содержатся
в достаточно малой окрестности единицы группы G. �

§5. PQ-последовательности слов

Пусть задано разбиение натурального ряда N на чередующуюся по-
следовательность отрезков, обозначаемых буквами Pi, Qi:

p11 := 1, . . . , p1a1︸ ︷︷ ︸
:=P1

, q11 := p1a1
+ 1, . . . , q1b1︸ ︷︷ ︸

:=Q1

,

p21 := q1b1 + 1, . . . , p2a2︸ ︷︷ ︸
:=P2

, q21 := p2a2
+ 1, . . . , q2b2︸ ︷︷ ︸

:=Q2

,

. . . , pi1 := qi−1bi−1
+ 1, . . . , piai︸ ︷︷ ︸

:=Pi

, qi1 := piai
+ 1, . . . , qibi︸ ︷︷ ︸

:=Qi

. . . .

(5.1)

Натуральное число j ∈ N будем называть p-числом (соответствен-
но q-числом), если j = pik ∈ Pi (соответственно j = qik ∈ Qi) для
некоторых i, k.

Разбиение натурального ряда (5.1) будем называть PQ-разбиением.
Пусть {wj}j∈N – последовательность нетривиальных слов свобод-

ной группы, и пусть зафиксировано PQ-разбиение натурального ряда.
Слова, для которых их номер j – это p-число, называть p-словами, а
слова, для которых их номер j – это q-число, будем называть q-слова-
ми. Последовательность {wj}j∈N будем называть PQ-последователь-
ностью, если выполнены следующие условия перехода от wj−1 к wj

(при этом, w0 := w, где w ∈ Fn, – какое-либо непустое слово):
I. wj– p-слово.

wj =





[wj−1, νj ] для некоторого νj ∈ Fn, [wj−1, νj ] 6= 1,

или

w2
j−1.

II. wj– q-слово.

wj =





[wj−1, µjwj−1µ
−1
j ] или [µjwj−1µ

−1
j , wj−1] для некоторого

µj ∈ Fn, [wj−1, µj ] 6= 1,

или

[ωjwj−1ω
−1
j , µjwj−1µ

−1
j ] для некоторых

ωj , µj ∈ Fn, [ωjwj−1ω
−1
j , µjwj−1µ

−1
j ] 6= 1.
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§6. Построение универсально сходящихся

последовательностей на компактных группах

Определение 6.1. Будем говорить, что последовательность {wj}j∈N
нетривиальных слов wj ∈ Fn является универсально сходящейся на
компактной группе к слову w ∈ Fn (возможно w = 1), если для любой
компактной группы G и любой ее открытой окрестности единицы Ue

существует такое натуральное число d(Ue), что для всех j > d и для
всех (g1, . . . , gn) ∈ Gn имеет место включение

wj(g1, . . . , gn)w
−1(g1, . . . , gn) ∈ Ue.

В этом случае будем писать

lim
j→∞

wj = w.

Таким образом, вопрос об универсальной сходимости последова-
тельности {ωj}j∈N к слову ω – это вопрос о сходимости последователь-
ности {wjw

−1}j∈N к единичному слову. Следующая теорема описыва-
ет некоторый класс последовательностей слов, сходящихся к единице
в любой компактной группе G, которые получаются “привязкой” уни-
версальной S-последовательности к P -отрезкам некоторой PQ-после-
довательности слов.

Теорема 1. Пусть {ωk}k∈N – универсальная S-последовательность
слов группы Fn, a {wj}j∈N – PQ-последоательность слов группы Fn.
Предположим, что

1) существует инъективое, сохраняющее порядок отображение ς :
N → P := ∪iPi множества всех натуральных чисел в множество
p-чисел такое, что для j = ς(k)

wj = [wj−1, ωk] 6= 1;

2) существует такое натуральное число p, что

| Pi |6 p для любого i ∈ N;

3)

| Pi+1 |6| Qi |

для любого i ∈ N.
Тогда {wj}j∈N – универсальная сходящаяся к единице на компакт-

ной группе послеледовательность слов свободной группы Fn.
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Доказательство. Пусть G – произвольная компактная группа, а Ue

– некоторая открытая окрестность единицы e ∈ G. Надо показать, что
существует такой номер j0, что для всех j > j0 имеет место включение

wj(g1, . . . , gn) ∈ Ue (6.1)

для любой последовательности g1, . . . , gn ∈ G.
Так как малые окрестности единицы образуют фундаментальную си-
стему окрестностей единицы компактной группы, то окрестность в (6.1)
можно считать малой.

Далее, пусть p – натуральное число из условия 2). Положим

Ve = Qp(Ue). (6.2)

Так как {ωk}k∈N – универсальная S-последовательность, то существу-
ет такое число r=r(Ve), что для любой последовательности g1, . . . , gn ∈
G имеет место включение

ωk(g1, . . . , gn) ∈ Ve = Qp(Ue) ⊂ Ue, для некоторого k 6 r. (6.3)

Из определения функции ς , включения (6.3) и Определения 3.1 (3.2,
3.6) получаем

wς(k)(g1, . . . , gn)

= [wς(k)−1(g1, . . . , gn), ωk(g1, . . . , gn)︸ ︷︷ ︸
∈Ve

] ∈ P (Ve) = Qp−1(Ue) (6.4)

для некоторого k 6 r.

Лемма 5. Предположим, что для последовательности g1, . . . , gn ∈ G
выполнено включение (6.4) для некоторого ς(k) = pis ∈ Pi. Тогда для
любого t = 0, 1, . . . ai − s выполнено включение

wpis+t
(g1, . . . , gn) ∈ Ue.

Доказательство. Пусть pis+1, pis+2, . . . piai
– p-числа отрезка Pi от

pis+1 до последнего числа piai
этого отрезка. Из определения PQ-

последовательности следует, что для любого 1 6 t 6 ai − s

wpis+t
(g1, . . . , gn) = [wpis+t−1

(g1, . . . , gn), νpis+t
(g1, . . . , gn)]

для некоторого νpis+t
∈ Fn или

wpis+t
(g1, . . . , gn) = (wpis+t−1

(g1, . . . , gn))
2.
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Предполагая wpis+t−1
(g1, . . . , gn) ∈ P t(Ve), получаем из Определения

3.1 (3.6)
wpis+t

(g1, . . . , gn) ∈ P (P t(Ve)) = P t+1(Ve).

Поскольку длина интервала pis+1, pis+2, . . . , piai
не превосходит

| Pi | −1, то t+ 1 6 p, а значит,

wpi ai
(g1, . . . , gk) ∈ P p(Ve) = P pQp(Ve) = Ue. �

Лемма 6. Предположим, что для последовательности g1, . . . , gn ∈ G
выполнено включение

wpi ai
(g1, . . . , gk) ∈ Ue.

Тогда для любого q-числа qi s интервала Qi имеет место включение

wqi s
(g1, . . . , gk) ∈ Ue.

При этом для последнего q-числа qibi интервала Qi имеет место
включение

wqi bi
(g1, . . . , gk) ∈ Qbi(Ue).

Доказательство. Из определения PQ-последовательности и Опреде-
ления 3.1 следует, что при переходе от wj−1 к wj для любого q-числа j
соответствующая малая окрестность сжимается, т.е., если wj−1(g1, . . . ,
gm) ∈We для некоторой малой окрестности единицы We, то wj(g1, . . . ,
gm) ∈ Q(We). Поскольку для последнего p-числа pai

отрезка Pi имеет
место включение wpi ai

(g1, . . . , gk) ∈ Ue, то для всех q-чисел qis интерва-

ла Qi имеет место включение wqis(g1, . . . , gk) ∈ Qs(Ue) ⊂ Ue, а для по-
следнего q-числа этого интервала имеем wqibi

(g1, . . . , gk) ∈ Qbi(Ue). �

Лемма 7. Предположим, что для последовательности g1, . . . , gn ∈ G
выполнено включение

wqi bi
(g1, . . . , gn) ∈ Qbi(Ue).

Тогда для любого p-числа pi+1 s интервала Pi+1 имеет место вклю-
чение

wpis
(g1, . . . , gn) ∈ Ue.

Доказательство. Из определения PQ-последовательности и Опре-
деления 3.1 следует, что при переходе от wj−1 к wj для любого p-
числа j соответствующая малая окрестность расширяется, т.е., если
wj−1(g1, . . . , gm) ∈ We для некоторой малой окрестности единицы We,
то wj(g1, . . . , gm) ∈ P (We). Поскольку для последнего q-числа qbi от-
резкаQi имеет место включение wqi bi

(g1, . . . , gn) ∈ Qbi(Ue), то для всех
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p-чисел pi+1 s интервала Pi+1 имеет место включение wqis(g1, . . . , gn) ∈
P sQbi(Ue) ⊂ Ue, а для последнего q-числа этого интервала

wqibi
(g1, . . . , gn) ∈ P ai+1Qbi(Ue).

Ввиду условия 3) | Pi+1 |= ai+1 6 bi =| Qi |, а значит, P ai+1Qbi(Ue) ⊂
Ue. �

Теперь мы можем вернуться к доказательству теоремы. Образ
wl(g1, . . . , gn) любой последовательности g1, . . . , gn ∈ G попадает в ма-
лую окрестность единицы Ue группы G для некоторого p-числа
l ∈ Pi, l 6 ς(r(Ve)) (6.3). При этом образы wm(g1, . . . , gn), соответ-
ствующие p-числам m > l интервала Pi, также содержатся в окрест-
ности Ue (Лемма 5). Далее, все образы wm(g1, . . . , gn) для q-чисел
m ∈ Qi также содержатся в некоторых сжатиях Qs(Ue) ⊂ Ue окрестно-
сти Ue, а для последнего числа интервала Qi имеет место включение
wqi bi

(g1, . . . , gn) ∈ Qbi(Ue) ⊂ Ue (Лемма 6). Далее, для всех p-чисел s

интервала Pi+1 также имеется включение wpi+1 s
(g1, . . . , gn) ∈ Ue (Лем-

ма 7). Применяя теперь последовательно результаты Лемм 6 и 7 к
интервалам Pt, Qt, t > i, получим, что для любого j > ς(k)

wj(g1, . . . , gn) ∈ Ue

для фиксированной последовательности g1, . . . , gn ∈ G. Поскольку для
любой фиксированной последовательности g1, . . . , gn ∈ G существует
такой номер i, что выполнено включение (6.4) для некоторого ς(k) =
pis ∈ Pi, то мы получаем (6.1).

Теорема доказана. �

Замечание 6.1. Построить PQ-разбиение натурального ряда, удо-
влетворяющее условиям 2) и 3) можно, например, если в качестве
P -отрезков взять отрезки одинаковой длины p, а все Q-отрезки дли-
ны > p.

Замечание 6.2. Условия 2) и 3), по-видимому, можно заменить на
условие

lim
i→∞

qi
pi+1

= c > 1 или lim
i→∞

qi
pi+1

= ∞.

Пример 1. Пусть n = 2,

vk = vk(x, y) := [ x, [x, . . . x[x︸ ︷︷ ︸
k коммутаторов

, y] . . .]] ∈ F2
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– энгелево слово, M = {(l, k) | l, k ∈ N, l > k}, и пусть j := j(l, k) – но-
мер пары (l, k) при лексикографическом порядке. Поскольку при l > k
слова vl, vk содержатся в разных членах центрального ряда свободной
группы F2, то ωj = v−1k vl 6= 1, а значит, последовательность

{ωj = v−1k vl}j(l,k)∈N

является универсальной S-последовательностью (см. Пример 1, п. 4).
Пусть теперь дано PQ-разбиение натурального ряда, удовлетворяю-
щее условиям 2), 3). Пусть ς : N → ∪iPi – биективная функция, со-
храняющая порядок. Положим w0 = y и для любого m ∈ N

wm :=

{
[wm−1, ωl], если m = ς(l)− p-число,

[wm−1, xwm−1x
−1], если m− q-число.

Последовательность {wm}m∈N изготовлена по рецепту Теоремы 1. Для
того, чтобы она была универсально сходящейся к единице последова-
тельностью, необходимо проверить условие wm 6= 1 для любого m ∈ N.
Пусть m – это p-число. При m = 1 = j(2, 1) имеем

w1 = [y, ω1] = [y, [x, y]−1[x, [x, y]]︸ ︷︷ ︸
v−1

1
v2 /∈〈y〉

] 6= 1.

Заметим, что w1 ∈ [G, [G,G]], w1 /∈ [G, [G, [G,G]. Далее, если 2 = j(3, 1)
– p-число, то

w2 = [w1, ω2] = [w1, [x, y]
−1[x, [x, [x, y]]]︸ ︷︷ ︸

v−1

1
v3

6= 1,

поскольку w1 ∈ [G, [G,G]] и v−11 v3 /∈ [G, [G,G]] находятся в разных
членах центрального ряда. Если 2 – q-число, то

w2 = [w1, xw1x
−1] 6= 1,

так как x,w1 не могут коммутировать и, следовательно, порождают
свободную подгруппу группы F2. Заметим, что в обоих случаях w2 ∈
F 2
2 = [[F2, F2], [F2, F2]]. Также и для всех k > 1 имеет место включение
wk ∈ F 2

2 . Заметим также, что ωj(l,k) = v−1k vl /∈ F 2
2 для любого j =
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j(l, k) ∈ N. Поэтому для m > 2

wm =





[wm−1︸ ︷︷ ︸
∈F2

, ωl︸︷︷︸
/∈F 2

2

] 6= 1 если m− p-число m = ς(l),

[wm−1︸ ︷︷ ︸
/∈〈x〉

, xwm−1x
−1] 6= 1 если m− q-число.

Таким образом, wm 6= 1 для любого m ∈ N и {wm}m∈N – это универ-
сально сходящаяся к единице последовательность слов из F2.

Пример 2. Пусть

1 6= ω = ω(x, y) ∈ F2, ω /∈ 〈x〉, ωk := ωk для любого k ∈ N.

Тогда {ωk}k∈N – это универсальная S-последовательность (см. При-
мер 2, п. 4). Пусть дано PQ-разбиение натурального ряда, удовлетво-
ряющее условиям 2), 3), и пусть ς : N → ∪iPi – биективная функция,
сохраняющая порядок. Положим w1 = [x, ω1] и далее

wj :=

{
[wj−1, ωk], если j − p-число, j = ς(k),

[wj−1, xwj−1x
−1], если j − q-число.

Поскольку 〈x, ω〉 – свободная подгруппа в F2, все слова wj непусты
и, ввиду, Теоремы 1 образуют универсально сходящуюся к единице
последовательность слов из F2.

Пример 3. Пусть

ω1, ω2 ∈ Fn, [ω1, ω2] 6= 1, a, b ∈ Z νi := ωai
1 ω

bi
2 для любого i ∈ N.

Тогда {νi}i∈N – это универсальная S-последовательность (см. При-
мер 3, п. 4). Пусть дано PQ-разбиение натурального ряда, удовлетво-
ряющее условиям 2), 3), и пусть ς : N → ∪iPi – инъективная функция,
сохраняющая порядок, значениями которой являются лишь первые p-
числа каждого P -отрезка Pi. Положим w0 := ω1

wj :=





[wj−1, νi], если j = pi1,

w2
j−1, если j = pis, s > 1,

[wj−1, ω1wj−1ω
−1
1 ], если j − q-число.

.

Любой член wj−1, j > 1 содержится в коммутанте свободной подгруп-
пы, порожденной ω1, ω2, а элементы вида νi = ωai

1 ω
bi
2 не содержатся

в таком коммутанте, а значит, все элементы wj отличны от единицы.
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Таким образом, {wj}j∈N – это универсально сходящаяся к единице по-
следовательность слов из Fn.

Замечание 6.3. В работе [16] (Теорема 2.2.) использована вариация
последовательности Примера 2 при PQ-разбиении | Pi |=| Qi |= 1 и
при ω = x, и при подстановках wj := [wj−1, wj−1

−1] вместо подста-
новки Примера 2 wj := [wj−1, xwj−1x

−1].

Замечание 6.4. Метод построения сходящихся к единице последо-
вательностей слов, предложенный в Теореме 1, допускает множе-
ство вариаций. Например, при определении PQ-последовательности
слов слова, соответствующие p-числам j, могут быть получены не
только операциями коммутирования [wj−1, νj] и квадратами w2

j−1,
но и произведениями вида wj−2wj−1. В этом случае потребуется до-
полнительное условие на функцию ς, чтобы элемент

wj−2(g1, . . . , gn)wj−1(g1, . . . , gn)

попадал в нужную окрестность единицы (см. Определение 3.1 (3.2,
3.3)).

§7. Группа SU2(C)

Здесь G = SU2(C). Пусть w ∈ Fn, w 6= 1. Пусть далее w̃ : Gn → G, и
пусть tr ◦w̃ – композиция вербального отображения w̃ и отображения
следа для матриц из SL2(C). Так как собственные значения матриц
группы SU2(C) имеют вид ǫ, ǫ−1 при | ǫ |= 1, то значения tr ◦w̃ – это
вещественные числа вида 2 cos ϕ. Поскольку G – компактная связная
группа (в стандартной евклидовой топологии), а отображение tr ◦w̃
непрерывно, то образ Im tr ◦w̃ – это отрезок, содержащийся в отрезке
[−2, 2]. Далее, e = w̃(e, . . . , e) ∈ Im w̃. Поэтому 2 ∈ Im tr ◦w̃, а значит,

Im tr ◦w̃ = [c, 2] для некоторого − 2 6 c < 2. (7.1)

Здесь неравенство c < 2 вытекает из следующего факта. Если бы c = 2,
то Im w̃ = e. Поскольку группа SU2(C) плотна в SL2(C) в топологии
Зарисского ([4], 18.3), то соответствующее вербальное отображение w̃ :
SL2(C)

n → SL2(C) также является отображением всей группы в e, что
противоречит доминантности этого отображения ([3]).

Заметим, что

Im tr ◦w̃ = [−2, 2] ⇔ Im w̃ = G. (7.2)
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Действительно, любой класс сопряженных элементов группы

G = SU2(C) 6 SL2(C)

однозначно определяется значением следа, а поскольку образ любого
вербального отображения инвариантен относительно сопряжения (см.
[16]), то из равенства Im tr ◦w̃ = [−2, 2] будет следовать и равенство
Im w̃ = G.

Отметим следующее наблюдение.

Предложение 7.1. Пусть w ∈ Fn, w 6= 1. Существует такое число
m0 = m0(w) ∈ N, что для любого m > m0 отображение

w̃m : Gn → G

сюръективно.

Доказательство. Пусть c ∈ R – вещественное число из (7.1). То-
гда существует такое положительное вещественное число ϕ, что c =
2 cos ϕ. Далее, существует такое число m0, что π

m0
< ϕ, а значит, для

любого m > m0

ψ :=
π

m
< ϕ⇒ 2 cos ψ ∈ [c, 2] = Im tr ◦w̃.

Следовательно в образе Im w̃ содержится элемент с собственными зна-
чениями ǫ, ǫ−1 для ǫ = cos ψ+i sin ψ. Тогда в образе Im w̃m содержится
элемент с собственными значениями

ǫm = ǫ−m = cos mψ = cos m
π

m
= cos π = −1.

Поэтому Im tr ◦w̃m = [−2, 2] и ввиду (7.2) получаем сюръективность

отображения w̃m. �

Для некоторых слов можно заведомо ограничить число m0 из Пред-
ложения 7.1.

Определение 7.1. Элемент w ∈ Fn будем называть BGGKPP-сло-
вом, если для любой конечной группы Γ из равенства w̃ = 1 для вер-
бального отображения w̃j : Γn → Γ вытекает разрешимость груп-
пы Γ.

Теорема 2. Пусть G = SU2(C) и w ∈ Fn – BGGKPP-слово. Тогда

для любого m > 2 отображение w̃m : Gn → G является сюръектив-
ным. При этом соответствующее отображение w̃m : (G/Z(G))n →
G/Z(G) является сюръективным при m > 2.
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Доказательство. В группе G = SU2(C) существует конечная под-
группа H ≈ SL2(5). Из определения BGGKPP-слов следует, что

Im w̃|H ≮ Z(H)

(здесь w̃j|H – ограничение вербального отображения w̃j : Gn → G
на квазипростую конечную подгруппу H). Следовательно, в образе
отображения w̃j|H содержатся элементы одного из следующих поряд-
ков: 3, 4, 5, 6, 10. Образы вербальных отображений инвариантны отно-
сительно любого автоморфизма отображаемой группы ([6]). Поскольку
все элементы каждого из порядков 3, 4, 5, 6, 10 лежат в одной орбите
группы автоморфизмов Aut(H), то в образе w̃|H , а значит, и в об-

разе Im w̃j , найдется элемент с собственными значениями ǫ, ǫ−1 для
ǫ = cos ϕ+ i sin ϕ, где ϕ – одно из следующих чисел

2π

3
,
π

2
,

4π

5
,
π

3
,

3π

5
. (7.3)

Следовательно, в этом случае c из условия (7.1) не превосходит 1.
Таким образом, в Im w̃ содержатся элементы порядка 6, а значит, −1 ∈

Im w̃3. Сюръективность отображения w̃m : Gn → G при m > 2 следует
теперь из (7.2).

Поскольку элемент порядка 4 содержится в образе отображения
w̃m : Gn → G при m > 2 (см. (7.3)), то [0, 2] ⊂ Im tr ◦w̃m при m > 2.
Следовательно, множество элементов вида ±g, где g содержится в об-
разе отображения w̃m : Gn → G, совпадает со всей группой G =
SU2(C), а значит, отображение w̃m : PSU2(C)

n → PSU2(C) сюръек-
тивно при m > 2. �

В работе [1] показано, что последовательность группы F2

w1=x
−2y−1x,w2=[xw1x

−1, yw1y
−1], . . . , wj=[xwj−1x

−1, ywj−1y
−1] . . .

является последовательностью BGGKPP-слов. Очевидно,

wj = [x wj−1︸ ︷︷ ︸
∈F j−1

2
\F j

2

x−1, ywj−1y
−1] ∈ F j

2 \ F j+1
2 .

Таким образом, w3
j ∈ F j

2 \ F j+1
2 для любого j. Используя Теорему 2,

можно теперь предъявить последовательность слов {wj}j∈N, для ко-

торой wj ∈ F j
2 \ F j+1

2 и соответствующие отображения w̃j : G2 → G
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сюръективны. Такой последовательностью будет последовательность
кубов

w1 := (x−2y−1x)3, w2 :=([xw1x
−1, yw1y

−1])3,

. . . ,wj := ([xwj−1x
−1, ywj−1y

−1])3 . . . .

Перейти от группы F2 к произвольной группе Fn можно, заменив слова
wj ∈ F2 на

x1x2 · · ·xn−2wjx
−1
n−2 · · ·x

−1
2 x−11 ,

где x1, . . . , xn−2, x, y – независимые переменные.

§8. Замечания и комментарии

8.1. Сходящиеся последовательности слов и гомоморфизмы
свободной группы в компактную. В работе А.Тома [9] использу-
ется отличная от данной работы точка зрения на сходимости после-
довательностей слов свободной группы. А именно, рассматриваются
гомоморфизмы свободной группы π : F2 → G в компактную груп-
пу и последовательности слов свободной группы {wj}

n
j=1 такие, что

последовательности {π(wj)}j∈N сходятся в G к единице. Ясно, что лю-
бой такой гомоморфизм π совпадает с гомоморфизмом πσ,τ : F2 →
G, определенным для фиксированной пары (σ, τ) ∈ G × G форму-
лой πσ,τ (w) := w(σ, τ). Таким образом, сходимость к единице после-
довательности {π(wj)}j∈N обозначает сходимость значений вербаль-
ных отображений {w̃j}nj=1 на точке (σ, τ) ∈ G × G. В [9] (Proposition

3.7) доказано существование такой последовательности. Кроме того,
такая последовательность сходится равномерно (uniform convergence)
при условии замены G на группу U(V ), dim V <∞ при помощи непре-
рывного унитарного представления G→ U(V ).

8.2. Скорости сходимости последовательностей. В работах [9],
[7] рассматривается также вопрос о скорости сходимости последова-
тельностей {wj}nj=1 на группах SUn(C). Интересно было бы опреде-
лить как скорость сходимости на компактной группе зависит от дли-
ны P и Q-отрезков для PQ-последовательностей. С одной стороны,
Q-отрезки загоняют уже “пойманную в малую окрестность” последо-
вательность (g1, . . . , g) в еще более малые, с другой стороны нужно
достаточное число элементов P -отрезков, чтобы любая последователь-
ность (g1, . . . , g) попала бы в заданную малую окрестность.
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Интересно было бы также проследить за скоростью сходимости раз-
личных последовательностей на свободных проконечных группах и
для бесконечных произведений компактных групп Ли.

8.3. Фундаментальные последовательности и пополнения.
Пусть Γ – топологическая группа, у которой Γ-инвариантные откры-

тые окрестности образуют фундаментальную систему окрестностей
единицы. Последовательность {gm}m∈N называется фундаментальной
(или последовательностью Коши), если для любой открытой Γ-инва-
риантной окрестности единицы Ue существует такое натуральное чис-
ло m0 = m0(Ue), что gpg

−1
q ∈ Ue для любых p, q > m0.

Если {gm}m∈N – фундаментальная последовательность, то и
{g−1m }m∈N – фундаментальная последовательность. Действительно,

gpg
−1
q ∈ Ue ⇒ g−1q (gpg

−1
q )gq = g−1q gp ∈ Ue.

Далее, пусть {gm}m∈N, {g′m}m∈N – фундаментальные последователь-
ности, и пусть Ue – Γ-инвариантная открытая окрестность единицы.
Cуществует Γ-инвариантная открытая окрестность единицы Ve такая,
что VeVe ⊂ Ue ([13, Глава III, $1, п.2, свойство (GVII)]). Далее, суще-
ствует такое натуральное число m0, что gpg

−1
q , g′pg

′−1
q ∈ Ve для любых

p, q > m0. Следовательно, для любых p, q > m0

(g−1q gp)︸ ︷︷ ︸
∈Ve

(g′pg
′−1
q )

︸ ︷︷ ︸
∈Ve

= g−1q (gpg
′
pg
′−1
q g−1q )gq ∈ VeVe ⇒ (gpg

′
p)(g

′−1
q g−1q )

= (gpg
′
p)(gqg

′
q)
−1 ∈ VeVe ⊂ Ue,

а значит, {gmg′m}m∈N – также фундаментальная последовательность.
Таким образом, множество

Φ(Γ) := {{gm}m∈N | {gm}m∈N – фундаментальная последовательность

элементов группы Γ}

является группой относительно операций почленного умножения. Под-
множество

N(Γ) := {{gm}m∈N ∈ Φ(Γ) | lim
m→∞

gm = e}

является нормальной подгруппой в Φ(Γ). Факторгруппу

Γ̄ := Φ(Γ)/N(Γ)

назовем Φ-пополнением группы Γ.
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Пусть Γ := Fn, а G – компактная группа. Пусть далее e, e – единицы
групп Fn, G соответственно. ПустьUe – открытая окрестность единицы
группы G. Положим

U⋄
e
:= {w ∈ Fn | w̃(Gn) ⊂ Ue}.

Мы можем наделить Fn топологией, базисом которой будут множе-
ства {wU⋄

e
}w∈Fn

. При этом множества U⋄
e

образуют фундаменталь-
ную систему окрестностей единицы группы Fn. Φ-пополнение группы
Γ относительно данной топологии будем обозначать ΓG (т.е. ΓG – это
факторгруппа группы фундаментальных последовательностей в топо-
логии, индуцированной группой G).

Случай I. G – конечная группа.
Пусть G – конечная группа, и пусть InG ⊂ Fn – множество всех

слов w ∈ Fn, для которых w̃ : Gn → G – единичные отображения (т.е.
множество всех тождеств на G из Fn). Тогда InG ⊳ Fn – нормальная
подгруппа и

[Fn : InG] 6 ∞ (8.1)

([20, Глава I, §5, Теорема 15.71]).

Предложение 8.1.
(Fn)G = Fn/InG.

Доказательство. В конечной группе G (наделенной дискретной то-
пологией) открытыми окрестностями единицы Ue являются любые
подмножества, содержащие e. Поэтому U⋄

e
– это множество, состоящее

из конечного числа (ввиду 8.1) левых смежных классов

InG, w1InG, . . . , wrInG,

среди которых содержится нормальная подгруппа тождеств InG.
Пусть {wm}m∈N – фундаментальная последовательность относитель-

но топологии на Fn, определенной конечной группой G. Тогда суще-
ствует такое натуральное число m0, что для любых p, q > m0

wpw
−1
q ∈ InG ⇔ wp, wq ∈ wInG для некоторого w ∈ Fn. (8.2)

Из 8.2 следует, что

lim
m→∞

ww−1m = e,

а значит, фундаментальная последовательность {wm}m∈N эквивалент-
на постоянной последовательности, все члены которой равны w. При
этом последовательности с постоянными членами w,w′ эквивалентны
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тогда и только тогда, когда ww′−1 ∈ InG. Отсюда получаем утвержде-
ние предложения. �

Случай II. G = F̂r – свободная проконечная группа.

Предложение 8.2. Пусть G = F̂r – свободная проконечная группа,

где r > n. Тогда (Fn)G = F̂n – также свободная проконечная группа.

Доказательство. Пусть Ue ⊂ F̂r – открытая F̂r-инвариантная ок-
рестность единицы. Поскольку нормальные подгруппы конечного ин-
декса образуют фундаментальную систему окрестностей единицы в

проконечной группе, то можно считать, что Ue ⊳ F̂r – нормальная
подгруппа конечного индекса. Тогда окрестность

U⋄
e
:= {w ∈ Fn | w̃(F̂n

r ) ⊂ Ue}

– это группа тождеств в Fn на конечной группе F̂r/Ue (см. (8.1)), а
значит, U⋄

e
– это нормальная подгруппа конечного индекса в Fn.

Пусть теперь We ⊳ Fn – нормальная подгруппа конечного индекса.
Множество всех тождеств на конечной группе ∆ := Fn/We является

нормальной подгруппой W̃e ⊳ Fn группы Fn, содержащейся в группе

соотношений, т.е. W̃e 6 We. Поскольку r > n, существует нормальная

подгруппа Ue ⊳ F̂r, для которой

∆ = Fn/We ≈ F̂r/Ue.

Лемма 8.
W̃e = U⋄

e
:= {w ∈ Fn | w̃(F̂n

r ) ⊂ Ue}.

Доказательство. Для любого w ∈ Fn вербальное отображение w̃ :

F̂n
r → F̂r индуцирует вербальное отображение w̃∆ : ∆n → ∆. Дей-

ствительно, если g1, . . . , gr ∈ F̂r и γ1, . . . , γr ∈ ∆ – такие элементы, что
g1 ≡ γ1(mod Ue), . . . , gr = γr(modUe), то

w̃∆(γ1, . . . , γr) := w̃(g1, . . . , gr)(mod Ue).

Таким образом,

w ∈ W̃e ⇔ w̃∆ ≡ 1 ⇔ w̃(F̂r) ⊂ Ue ⇔ w ∈ U⋄
e
. �

Следовательно, W̃e – открытая окрестность единицы группы Fn, а
значит, и We – также открытая окрестность единицы группы Fn. Та-

ким образом, в топологии, индуцированной компактной группой F̂r,
все подгруппы конечного индекса в свободной группе Fn являются
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открытыми окрестностями единицы, и любая такая окрестность со-
держит подгруппу конечного индекса. Φ-пополнение в этой топологии

(Fn)G и есть свободная проконечная группа F̂n. �

Пример 8.1. Пусть n = 2, r = 1. Тогда в компактной группе G=

F̂r = Ẑ открытые окрестности единицы вида Ue,m = mẐ, m ∈ N

образуют фундаментальную систему окрестностей единицы. Далее,

группа тождеств в F2 на конечной циклической группе Z/mZ= Ẑ/mẐ

порождается (как нормальная подгруппа) элементами [x, y], xm, ym.
Следовательно топология на группе F2 определяется фундаменталь-
ной системой окрестностей единицы вида

U⋄
e,m = 〈[x, y], xm, ym〉,

а значит,

(F2)G = lim
←
F2/U

⋄
e,m ≈ Ẑ+ Ẑ.

Случай III. G = SUn(C).

В этом случае у нас нет описания группы (Fn)G и это, по-видимому,
– непростая задача. Здесь мы можем описать способ построения фун-
даментальных последовательностей. Для группы G = SUn(C) окрест-
ности единицы вида Ue,ǫ = {g ∈ G | ‖ g − e ‖< ǫ}, где ǫ – пробега-
ет множество положительных вещественных чисел, образуют фунда-
ментальную систему окрестностей единицы. Таким образом, открытые
окрестности

U⋄
e,ǫ := {w ∈ Fn | w(Gn) ⊂ Ue,ǫ}

образуют фундаментальную систему окрестностей единицы e группы
Fn при топологии, определенной группой G. Пусть {ωk}k∈N – после-
довательность элементов группы Fn, сходящаяся к единице. Далее,
рассмотрим подпоследовательность ωk1

, ωk2
, . . . , ωks

. . . , удовлетворя-
ющую условию

ωk1
∈ Ue, 1

2
, ωk2

∈ Ue, 1

22
, . . . , ωks

∈ Ue, 1
2s
, . . . . (8.3)

Положим

w1 = ωk1
, w2 = ωk1

ωk2
, . . . , ws = ωk1

ωk2
· · ·ωks

, . . .

Тогда для любых p < q

wpw
−1
q = wp(ω

−1
kq

· · ·ω−1kp+2
ω−1kp+1

)w−1p ,
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а значит,

‖e− wpw
−1
q ‖ = ‖e− ω−1kq

· · ·ω−1kp+2
ω−1kp+1

‖

6

q−p∑

i=1

‖e− ωkp+i
‖

8.3
<

q−p∑

i=1

1

2p+i
6

1

2p
⇒ wpw

−1
q ∈ Ue, 1

2p
.

При q < p аналогично получаем wpw
−1
q ∈ Ue, 1

2q
. Таким образом,

{wm}m∈N – фундаментальная последовательность элементов группы
Fn.

Пусть теперь {wm}m∈N – фундаментальная последовательность эле-
ментов группы Fn. Положим

ω1 = w1, ω2 = w−11 w2, . . . , ωm = w−1m−1wm, . . . .

Тогда

w1 = ω1, w2 = ω1ω2, . . . , wm = ω1ω2 · · ·ωm, . . . .

Из определения фундаментальной последовательности следует, что

lim
m→∞

ωm = e.

Таким образом, предел limm→∞ wm элементов фундаментальной по-

следовательности в группе (Fn)G – это отображение

w̃ : Gn → G,

определяемое пределом вербальных отображений

ω̃1ω̃2 · · · ω̃m : Gn → G,

равномерно сходящихся к w̃

w̃ := lim
m→∞

ω̃1ω̃2 · · · ω̃m :=

∞∏

i=1

ω̃i.

Вопрос о бесконечных произведениях вербальных отображений, опре-
деляющих также некоторое “регулярное отображение”, возможно, лег-
че рассматривать для случая G = SU2(C), поскольку SU2(C) – это
группа кватернионов с приведенной нормой, равной единице, и равно-
мерная сходимость отображений, определяемых вербальными отобра-
жениями является вопросом анализа регулярных отображений на теле
кватернионов.
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8.4. Образы вербальных отображений компактной группы.
При изучении вербальных отображений возникает естественный во-
прос. Какие подмножества компактной группы G являются обра-
зами Im w̃ вербальных отображений w̃ : Gn → G? Для произвольной
группыG образ любого вербального отображения является Aut(G)-ин-
вариантным подмножеством (см. [6]), содержащим единицу. Для ком-
пактной группы образ Im w̃ также является замкнутым подмноже-
ством группы G, поскольку w̃ – непрерывное отображение компактно-
го пространства Gn в компактное пространство G.

1. Пусть G – конечная простая группа (компактная группа в дис-
кретной топологии). Тогда указанные условия являются и достаточны-
ми, а именно, для любого Aut(G)-инвариантного подмножества A ⊂ G,
содержащего единицу группы G, существует вербальное отображение
w̃ : G2 → G для некоторого слова w ∈ F2 такое, что Im w̃ = A (Теорема
А. Любоцкого [8]).

2. ПустьG – компактная полупростая связанная вещественная груп-
па Ли. Тогда это – группа вещественных точек G(R) (“с точностью
до центра”) полупростой алгебраической группы G, определенной и
анизотропной над полем вещественных чисел ([15, Глава V, §2, Тео-
рема 12]). При этом G – плотное подмножество группы G в тополо-
гии Зарисского ([4, 18.3]). Поскольку ввиду теоремы А. Бореля ([3])
нетривиальное вербальное отображение w̃ : Gn → G доминантно, су-
ществует вещественная точка x ∈ G(R)n, для которой дифференциал
dx : Tx → Tw̃(x) сюръективен (здесь Tx, Tw̃(x) – касательные простран-
ства в точках x ∈ G(R)n, w(x) ∈ G(R) к многообразиям Gn,G соответ-
ственно). Так как группа G является R-определенной, то в касательном
пространстве Tx cуществует R-структура Tx(R), которая отображает-
ся сюръективно на R-структуру Tw̃(x)(R) касательного пространства
Tw(x) при линейном отображении dx ([4, АГ, §16]). Таким образом,

a) размерность образа Im w̃ совпадает с размерностью группы G;

b) Im w̃ – замкнутое подмножество в топологической группе G;

с) Im w – Aut(G)-инвариантное подмножество группы G.

Для группы SU2(C) образ вербального отображения w̃ : SU2(C)
n →

SU2(C) определяется неравенством

Im w̃ = {g ∈ SU2(C) | tr(g) 6 c} для некоторого c ∈ [−2, 2]
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(см. (7.1). Таким образом, Im w̃ – это многообразие с краем. Интересно
было бы понять, для каких случаев образ отображения вещественной
группы Ли является либо многообразием, либо многообразием с краем.

Отметим еще одно свойство, касающееся образов всех вербальных
отображений.

d) Множество образов всех вербальных отображений счетно.

Действительно, множество образов всех вербальных отображений
бесконечно. Это непосредственно следует из существования для любой
окрестности единицы Ue неединичного вербального отображения w̃,
для которого Im w̃ ⊂ Ue, и того факта, что Im w̃ 6= 1 при w 6= 1 ([3]).
Поскольку множество всех слов счетно, мы имеем d).

3. Пусть G – свободная проконечная группа или свободная про-
р-группа. Поскольку такая группа содержит свободную группу, то
Im w 6= 1 для любого непустого слова w ∈ Fn и его вербального отоб-
ражения w̃ : Gn → G. Поскольку G – компактная группа, мы здесь
также имеем свойство d) (т.е. счетность множества образов). Здесь
также интересен вопрос об описании возможных образов вербальных
отображений.

8.5. Эквивалентность вербальных отображений. Назовем два
вербальных отображения w̃1, w̃2 : Gn → G произвольной группы G
эквивалентными, если Im w̃1 = Im w̃2 (здесь w1, w2 ∈ Fn). Например,
если G – компактная группа Ли, то все вербальные отображения, со-
ответствующие словам xm,m ∈ Z,m 6= 0, эквивалентны. Известно, что
для любой группы G вербальные отображения w̃1, w̃2 эквивалентны,
если w2 = Φ(w1), где Φ ∈ Aut(Fn) ([6], Proposition 1.1). Было бы инте-
ресно получить необходимые и достаточные условия эквивалентности
вербальных отображений для компактных вещественных групп Ли.
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Gordeev N. L. On sequences of word maps of compact topological
groups.

In the paper of A.Thom (A. Thom, Convergent sequences in discrete
groups, Canad. Math. Bull. 56 (2013), 424–433) it has been proved that
for any standard unitary group SU(C) (the compact form) and for any
real number ǫ > 0 there is a non-trivial word w(x, y) on two variables such
that the image of the word map w̃ : SUn(C)

2 → SUn(C) is contained in
ǫ-neighbourhood of the identity of the group SUn(C). Actually, in Thom’s
paper there is a construction of a sequence {wj}j∈N, where wj ∈ F2, that
converges uniformly on a compact group to the identity. In this paper
we propose a method for the construction of such sequences. Also, using
the result of T. Bandman, G-M. Greuel, F. Grunewald, B. Kunyavskii, G.
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Pfister and E. Plotkin, Identities for finite solvable groups and equations in
finite simple groups. – Compositio Math. 142 (2006) 734-764), we construct
the sequence of the surjective word maps w̃j : SU2(C)

n → SU2(C), where
each word wj is contained in the corresponding member F j

n of the derived
series of the free group Fn. We also make some comments and remarks
which are relevant to such results and to general properties of word maps
of compact groups.
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