
Записки научных
семинаров ПОМИ

Том 492, 2020 г.

А. И. Генералов, И. М. Зильберборд

ЗАМЕТКА ОБ ОБОБЩЕННО

ПОЛУКОММУТАТИВНЫХ КОЛЬЦАХ

Понятие коммутативного кольца – одно из важнейших в теории ко-
лец. К настоящему времени было рассмотрено много различных рас-
ширений класса коммутативных колец, в частности, полукоммутатив-
ные, центрально полукоммутативные и абелевы кольца. Как правило,
авторы таких обобщений ставят своей целью обнаружить те или иные
свойства колец, сближающие их с коммутативными. Один из таких
подходов предпринят Д. Роем и Т. Субеди в работе [1] (см. также
цитируемую в этой статье литературу). В настоящей заметке мы до-
полняем и обобщаем некоторые результаты работы [1], касающиеся
обобщённо полукоммутативных подколец матричных колец.

Все рассматриваемые кольца – ассоциативные и с единицей. Коль-
цо R называется обобщённо полукоммутативным (или, кратко, GSC-
кольцом), если для любых элементов a, b ∈ R таких, что ab = 0, най-
дутся m,n ∈ N, для которых amRbn = 0.

Теорема 1. Пусть I – нильпотентный двусторонний идеал коль-

ца S, и пусть R – подкольцо в S такое, что S = R ⊕ I (как абелевы

группы). Предположим, что идеал I обладает свойством:

(∗) если a, b ∈ R таковы, что aRb = 0, то aIb = 0.

R является GSC-кольцом тогда и только тогда, когда S – GSC-

кольцо.

Прежде чем доказывать теорему, мы приведём следствие, которое
дополняет один из результатов работы [1].

Пусть Sp(R) – подкольцо кольца Mp(R), состоящее из матриц вида
A = αEp + B, где α ∈ R, а B = (bij) – строго верхнетреугольная
матрица, т.е. bij = 0 при i > j.

Следствие 1. Пусть p > 2. R является GSC-кольцом тогда и толь-

ко тогда, когда Sp(R) – GSC-кольцо.
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Доказательство. Для применения теоремы 1 к кольцу S := Sp(R)
рассмотрим идеал

I := {A = (aij) ∈ S | aij = 0 при i > j}.

Тогда S = R′ ⊕ I, где R′ = {αEp | α ∈ R} ≃ R. Ясно, что сейчас
условие (∗) выполняется. �

Замечание 1. Для p 6 3 утверждение следствия 1 доказано в [1].

Доказательство теоремы 1. Ясно, что если S – GSC-кольцо, то и
R – GSC-кольцо.

Теперь предположим, что R – GSC-кольцо. Пусть p ∈ N таково, что
Ip = 0. Рассмотрим элементы a = a′ + u, b = b′ + v из S, где a′, b′ ∈ R,

u, v ∈ I, для которых ab = 0. Тогда

0 = ab = a′b′ + (a′v + ub′ + uv),

где a′b′ ∈ R, a′v+ub′+uv ∈ I. Поэтому a′b′ = 0. Пусть m,n ∈ N таковы,
что (a′)mR(b′)n = 0. Тогда из условия (∗) следует, что (a′)mS(b′)n = 0.

Докажем, что apmSbpn = 0. Введём обозначения A := am, B := bn.
Пусть s ∈ S. Определим для k > 0 sk = akmsbkn (при этом s0 = s).

Индукцией по k > 0 докажем, что sk ∈ Ik. База индукции: s0 лежит
в I0 = S.

Предположим, что sk ∈ Ik для некоторого k > 0. Заметим, что
элементы x := A− (a′)m, y := B − (b′)n лежат в I.

Так как (a′)msk(b
′)n = 0, то

sk+1 = AskB − (a′)msk(b
′)n = (a′)msky + xsk(b

′)n + xsky ∈ Ik+1.

Таким образом, sp ∈ Ip = 0. �

Рассмотрим подкольцо Vp(R) в Sp(R), состоящее из матриц вида
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Следствие 2. Пусть p > 2. R является GSC-кольцом тогда и толь-

ко тогда, когда Vp(R) – GSC-кольцо.

Доказательство. Для доказательства достаточно заметить, что
Vp(R) ⊂ Sp(R). �
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Замечание 2. Утверждение следствия 2 совпадает с теоремой 2.20
из [1]. Таким образом, мы получаем значительно более простое дока-
зательство этой теоремы.

Следующее утверждение обобщает теорему 2.18 из [1].

Следствие 3. Пусть M – R-бимодуль, удовлетворяющий условию:

(∗∗) если a, b ∈ R таковы, что aRb = 0, то aMb = 0.

Пусть T := T (R,M) – тривиальное расширение кольца R с помо-

щью M . R является GSC-кольцом тогда и только тогда, когда T –

GSC-кольцо.

Доказательство. Для доказательства достаточно заметить, что
{0} × M – нильпотентный двусторонний идеал T , удовлетворяющий
условию (∗). �

Предложение 2. Артиново кольцо R является GSC-кольцом тогда

и только тогда, когда R – прямое произведение локальных колец.

Доказательство. Так как любое артиново кольцо R полусовершен-
но (см., например, [2, предложение 27.1, теорема 27.6]), то в R су-
ществует полный ортогональный набор неразложимых идемпотентов
e1, e2, . . . , en. Если R является GSC-кольцом, то согласно предложе-
нию 2.9 из [1] любой идемпотент в R централен. Следовательно, R –
прямое произведение локальных колец e1Re1, e2Re2, . . . , enRen.

Обратная импликация следует из того, что в произвольном локаль-
ном артиновом кольце любой необратимый элемент принадлежит
Rad(R) и, следовательно, нильпотентен. Кроме того, ясно, что прямое
произведение нескольких GSC-колец также является GSC-кольцом.

�

Далее мы ограничимся случаем, когда R – поле, и докажем, что
Sn(R) – максимальное (по включению) GSC-подкольцо матричного
кольца Mn(R). Этот результат позволит также построить некоторые
другие максимальные GSC-подкольца в Mn(R).

Теорема 3. Пусть R – поле, n ∈ N. Тогда Sn(R) – максимальное

GSC-подкольцо кольца Mn(R).

Доказательство. Пусть A – GSC-подкольцо в Mn(R), причём
Sn(R) ( A. Заметим, что тогда A – конечномерная алгебра над по-
лем R′ = {αEn | α ∈ R} ≃ R, и, следовательно, является артиновым
кольцом.
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Непосредственно проверяется, что централизатор подкольца Sn(R)
в кольце Mn(R) равен {αEn + xe1n | α, x ∈ R} (где e1n – соответ-
ствующая матричная единица). Ясно также, что матрица αEn + xe1n
является идемпотентом в кольце Mn(R) тогда и только тогда, когда
x = 0, α ∈ {0, 1}. Поэтому в кольце A нет нетривиальных централь-
ных идемпотентов, и в силу предложения 2 A – локальное артиново
кольцо. Следовательно, любая матрица a ∈ A либо нильпотентна либо
обратима.

Итак, выберем матрицу a ∈ A \Sn(R). Вычитая, если это необходи-
мо, из a матрицу, принадлежащую Sn(R), можем сразу предположить,
что a = (aij) – нижнетреугольная матрица, у которой хотя бы один из
элементов главной диагонали равен нулю. Но тогда a – необратимая и
потому нильпотентная матрица. Следовательно, все элементы главной
диагонали матрицы a равны нулю.

Пусть b = eij , где i < j, тогда a, b ∈ A. Так как a и b необратимы,
а кольцо A локально, то матрица a + b необратима и, следовательно,
нильпотентна. Поэтому характеристический многочлен χa+b матрицы
a+ b равен (−t)n. Нам остаётся доказать следующую лемму:

Лемма 4. Пусть строго нижнетреугольная матрица a ∈ Mn(R)
такова, что для любой матричной единицы eij, где i < j, χa+eij (t) =
(−t)n. Тогда a = 0.

Доказательство леммы 4. Будем доказывать утверждение леммы
индукцией по n. База очевидна. Обозначим для i<j многочлен χij(t) =
χa+eij (t).

Пусть ã – матрица, полученная из a удалением n-ой строки и n-го
столбца, i < j 6 n − 1. Разложив χij по n-му столбцу, видим, что
χij(t) = (−t) · χã+eij (t). Таким образом, χã+eij (t) = (−t)n−1, и в силу
индукционного предположения ã = 0.

Пусть теперь â – матрица, полученная из a удалением первой строки
и первого столбца, 2 6 i < j. Разложив χij по первой строке, получаем,
что χij(t) = (−t) · χâ+ei−1j−1

(t). Поэтому χâ+ei−1j−1
(t) = (−t)n−1, и в

силу индукционного предположения â = 0.

Следовательно, χ1n(t) =
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= (−t)n + an1(−1)2n+1(−t)n−2 = (−t)n. Итак, an1 = 0, и потому
a = 0. �

Таким образом, в силу леммы 4 a = 0, и мы пришли к противоре-
чию. �

В следующем следствии мы для данного разбиения n1, n2, . . . , nk

числа n отождествляем кольцо Mn1
(R)×· · ·×Mnk

(R) и подкольцо коль-
ца Mn(R), состоящее из матриц соответствующей блочно-диагональной
структуры.

Следствие 4. Пусть R – поле, n1, n2, . . . , nk ∈ N, n = n1+n2+. . .+nk.

Тогда Sn1
(R)× Sn2

(R)× . . .× Snk
(R) – максимальное GSC-подкольцо

кольца Mn(R).

Доказательство. Предположим, что A – GSC-подкольцо в Mn(R),
причём Sn1

(R)×Sn2
(R)× . . .×Snk

(R) ⊂ A. Пусть ej – единичный эле-
мент кольца Snj

(R). Тогда ej – идемпотент кольца A, и ejMn(R)ej =
Mnj

(R). В силу ( [1, предложение 2.9]) A = e1Ae1 × . . . × ekAek ⊂
Mn1

(R) × · · · ×Mnk
(R), причём для любого j ejAej – GSC-подкольцо

в Mnj
(R), содержащее Snj

(R). Поэтому достаточно применить теоре-
му 3. �

Замечание 3. Ясно, что если T – максимальное GSC-подкольцо коль-
ца Mn(R), то для любой матрицы C ∈ GLn(R) CTC−1 – тоже мак-
симальное GSC-подкольцо кольца Mn(R).
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