
Записки научных
семинаров ПОМИ

Том 492, 2020 г.

П. Б. Гвоздевский

КОММУТАТОРНЫЕ ДЛИНЫ В ПОЛНОЙ ЛИНЕЙНОЙ
ГРУППЕ НАД ТЕЛОМ

§1. Введение

Вопросы о коммутаторных длинах суть вопросы о вербальных отоб-
ражениях специального вида. В общем случае для группы G вербаль-
ным отображением называется отображение

Gn → G, (g1, . . . , gm) 7→ w(g1, . . . , gm),

где w – слово от m переменных (т.е. элемент свободной группы от m
образующих), и, соответственно, w(g1, . . . , gn) есть результат подста-
новки элементов g1,. . .,gn в это слово.

По определению коммутаторная длина элемента g ∈ [G,G] не пре-
восходит d, если g лежит в образе вербального отображения заданного
словом w = [x1, y1] . . . [xd, yd] от 2d переменных, иными словами, если
его можно выразить как произведение d коммутаторов.

Вербальные отображения активно изучались в случае, когда G =
G(K), где G – простая или полупростая алгебраическая группа, опре-
деленная над полем K, см. ссылки в работах [2, 15, 16]. Почти все ре-
зультаты в этом направлении были доказаны для случаев, когда K —
алгебраически замкнутое или конечное поле, или когда G расщепима
или анизотропна над K.

Сюръективность вербальных отображений заданных словом w =
[x, y] для разных типов групп имеет долгую историю, см. [10,13]. Для
расщепимой и, более общо, для квазирасщепимой группы G+(K) та-
кую сюръективность можно доказать, с помощью метода под названи-
ем “разложение Гаусса с заданной полупростой частью”. Точнее, она
доказывается для группы G+(K)/Z(G+(K)), и поле предполагается до-
статочно большим, см. [10]. Напомним основную идею этого метода,
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см. [8, 9, 11, 12, 14, 18]. Пусть G – квазирасщепимая группа, T – фикси-
рованный максимальный квазирасщепимый тор группы G, B — фик-
сированная подгруппа Бореля, содержащая тор T , противоположную
борелевскую подгруппу мы обозначим через B−. Метод основан на воз-
можности для каждого нецентрального класса сопряженности груп-
пы G+(K) найти представитель g этого класса с разложением Гаусса
g = vhu с любым, наперед заданным, элементом h ∈ T ∩ G+(K), где
u, v ∈ G+(K) – элементы из унипотентных радикалов подгрупп B и
B− соответственно.

В работе Курсова [5] изучались произведения коммутаторов в пол-
ной линейной группе над телом, см. также [6]. Предполагалось, что
тело конечномерно над своим центром и не совпадает с ним. Позже
результат Курсова был переоткрыт Гордеевым и Егорченковой в ра-
боте [4], см. также [3]. В этой работе был доказан соответствующий
аналог разложения Гаусса с заданной полупростой частью.

Однако, этот аналог не позволяет задавать диагональный множи-
тель h полностью: последний элемент на диагонали можно задавать
только с точностью до множителя из коммутанта мультипликативной
группы тела. В связи с этим, такое разложение не позволяет доказать,
что любой нецентральный элемент элементарной группы представля-
ется в виде одного коммутатора. Тем не менее в [5] доказано, что, если
любой элемент коммутанта мультипликативной группы тела представ-
ляется в виде произведения не более, чем c коммутаторов, то любой
нецентральный элемент элементарной группы также представляется
в виде произведения не более, чем c коммутаторов элементов полной
линейной группы.

На самом деле, без ограничения на коммутаторные длины элемен-
тов коммутанта мультипликативной группы, представить произволь-
ный нецентральный элемент элементарной группы в виде одного ком-
мутатора невозможно.

Хорошо известно, что если элемент τ ∈ D∗ мультипликативной
группы тела D не принадлежит коммутанту [D∗, D∗] его мультиплика-
тивной группы, то диагональная матрица g = diag(1, . . . , 1, τ) не при-
надлежит элементарной подгруппе, поскольку имеет нетривиальный
определитель Дьедонне.

Читателю, знакомому с основами теории моделей, мы оставим в ка-
честве упражнения вывести из этого факта и теоремы о компактности
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следующее утверждение: для любых натуральных n > 2 и d > 1 су-
ществует натуральное N , такое, что для любого (не обязательно даже
конечномерного над центром) тела D и любого τ ∈ D∗, если τ нельзя
выразить в виде произведения N коммутаторов в мультипликатив-
ной группе, то diag(1, . . . , 1, τ) нельзя выразить в виде произведения d
коммутаторов в полной линейной группе матриц размера n × n. При
этом, если мы имеем τ ∈ [D∗, D∗], то матрица diag(1, . . . , 1, τ) лежит
в элементарной подгруппе. Таким образом, если в коммутанте муль-
типликативной группы есть элемент большой коммутаторной длины,
то в элементарной группе также есть элемент большой коммутаторной
длины.

В настоящей статье мы докажем эффективную версию этого утвер-
ждения, а именно, покажем, что можно взять N = d(8n2 − 13n+ 8)−
2n2+3n−1 (теорема 1). Таким образом, имеется оценка снизу на мак-
симальную коммутаторную длину в элементарной группе (следствие
1), зависящая от максимальной коммутаторной длины в коммутанте
мультипликативной группы, и, как следствие, – необходимое условие
для представления любого нецентрального элемента в виде коммута-
тора (следствие 2).

Однако, основной результат работ [5] и [4] все же не является опти-
мальным. Как мы покажем, для тел, конечномерных над своим цен-
тром, в которых любой элемент коммутанта мультипликативной груп-
пы тела представляется в виде произведения не более, чем c комму-
таторов, любой элемент элементарной группы представляется в виде
произведения не более, чем ⌈ c

n
⌉ коммутаторов элементов полной ли-

нейной группы матриц размера n × n, а также в виде произведения
не более, чем ⌈ c

n−2⌉ коммутаторов элементов элементарной группы,

где через ⌈x⌉ обозначается верхняя целая часть числа x (теорема 2).
В частности имеется достаточное условие для представления любого
нецентрального элемента в виде коммутатора (следствия 3 и 4).

Я выражаю благодарность своему учителю Николаю Вавилову за
внимательное чтение работы и ценные замечания.

§2. Основные обозначения

2.1. Полная и элементарная линейные группы. Пусть D – тело,
D∗ = D\{0} – его мультипликативная группа. Зафиксируем натураль-
ное число n > 2. Через GL(n,D) обозначается полная линейная группа
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степени n над телом D. Через diag(ε1, . . . , εn) обозначается диагональ-
ная матрица с элементами ε1,. . .,εn по диагонали. Через hi,j(ε), где
1 6 i 6= j 6 n, и ε ∈ D∗, мы обозначаем диагональную матрицу, у
которой в i-й диагональной позиции стоит элемент ε, в j-й диагональ-
ной позиции стоит элемент ε−1, а в остальных диагональных позициях
стоят единицы.

Обозначим через ti,j(ξ), где 1 6 i, j 6 n, i 6= j, ξ ∈ D, элементарную
трансвекцию, то есть матрицу, у которой в позиции (i, j) стоит элемент
ξ, а в остальных позициях она совпадает с единичной матрицей.

Также введем обозначение для корневых подгрупп Xi,j = ti,j(D) 6
GL(n,D).

Хорошо известно, что элементарные трансвекции удовлетворяют
следующим соотношениям.

ti,j(ξ)ti,j(ζ) = ti,j(ξ + ζ), (1)

[ti,j(ξ), tp,q(ζ)] =

{
ti,q(ξζ), если j = p,i 6= q,

e, если j 6= k,i 6= q,
(2)

ti,j(ζ)tj,i(ξ) = hi,j(ζ)hi,j(ζ
−1 + ξ)tj,i((1 + ξζ)ξ)ti,j((1 + ζξ)−1ζ),

если ζ, 1 + ζξ ∈ D∗, (3)

ti,j(ξ)tj,i(−ξ−1)ti,j(ξ) = tj,i(−ξ−1)ti,j(ξ)tj,i(−ξ−1). (4)

Подгруппа

E(n,D) =
〈
ti,j(ξ) : 1 6 i 6= j 6 n, ξ ∈ D

〉
,

порожденная всеми элементарными трансвекциями, называется эле-
ментарной группой. В случае тела элементарная группа совпадает с
ядром определителя Дьедонне det: GL(n,D) → D∗/[D∗, D∗], см., на-
пример, [1], в частности, мы имеем [GL(n,D),GL(n,D)] 6 E(n,D).
На самом деле, кроме случая, когда n = 2 и D = F2, мы имеем
E(n,D) = [GL(n,D),GL(n,D)].

2.2. Подгруппы треугольных и диагональных матриц. Через
U ,V 6 GL(n,D) мы обозначаем группы верхних и нижних унитре-
угольных матриц соответственно, то есть треугольных матриц с еди-
ницами на диагонали. Отметим, что U ,V 6 E(n,D).

Положим

H = {diag(ε1, . . . , εn) : εi ∈ D∗} 6 GL(n,D).
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Отметим, что определитель Дьедонне матрицы h = diag(ε1, . . . , εn)
равен образу произведения ε1 . . . εn в фактор группе D∗/[D∗, D∗]. Та-
ким образом, элемент h лежит в элементарной группе тогда и только
тогда, когда произведение ε1 . . . εn лежит в коммутанте группы D∗.

Положим B = HU 6 GL(n,D) – подгруппа верхнетреугольных мат-
риц, и B− = HV 6 GL(n,D) – подгруппа нижнетреугольных матриц.

Для κ ∈ N
n−1
0 будем обозначать через H6κ множество элементов h ∈

H , которые могут быть представлены в виде произведения элементов
вида hi,i+1(ε), где 1 6 i 6 n−1 и ε ∈ D∗, таким образом, что количество
множителей с заданным i не превосходит κi. Порядок множителей при
этом может быть любым.

2.3. Коммутаторные длины. Пусть G – группа. Будем обозначать
через [G,G]6k множество элементов, которые можно записать в виде
произведения не более, чем k коммутаторов. Для каждого элемента
g ∈ [G,G] будем обозначать через lG(g) его коммутаторную длину, то
есть наименьшее такое k, что g ∈ [G,G]6k. Если группа, о которой
идет речь, понятна из контекста, мы будем писать просто l(g).

Через Z(G) мы будем обозначать центр группы G.
Положим

c = sup lD∗(ξ), ξ ∈ [D∗, D∗].

Кроме случая n = 2, D = F2, положим

C = sup lGL(n,D)(g), g ∈ E(n,D) \ Z(E(n,D)).

При n > 3, также положим

C′ = sup lE(n,D)(g), g ∈ E(n,D) \ Z(E(n,D)).

Цель настоящей статьи – дать оценки чисел C и C′ при заданном
значении числа c.

Отметим также, что если g ∈ Z(E(n,D)), то мы можем разложить
его в произведение g = g1g2, где g2 – произвольный нецентральный
коммутатор элементов группы E(n,D) (скажем, g2 = [t12(1), t21(1)]), и
g1 = gg−1

2 – не центральный элемент. Таким образом, длина элемента g
в коммутаторах элементов группы GL(n,D) (соответственно E(n,D))
не превосходит C + 1 (соответственно C′ + 1).

§3. Оценка снизу

В этом параграфе мы докажем следующую теорему.
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Теорема 1. Пусть D – произвольное тело. Пусть τ ∈ D∗, такой,
что матрица diag(1, 1, . . . , 1, τ) представима в виде произведения d
коммутаторов в группе GL(n,D), где d > 1. Тогда элемент τ пред-
ставим в виде произведения

d(8n2 − 13n+ 8)− 2n2 + 3n− 1

коммутаторов в группе D∗.
Из этой теоремы мы получаем следующее следствие.

Следствие 1. В наших обозначениях, если c > 1, то выполнено сле-
дующее неравенство.

C >
c+ 2n2 − 3n+ 1

8n2 − 13n+ 8
.

Разобьем доказательство на несколько лемм.
Введем следующие обозначения. Через ek ∈ N

n−1
0 мы будем обо-

значать строку, у которой стоит единица на k-й позиции и нули на
остальных.

Будем обозначать через Uk – подгруппу в группе U , состоящую из
верхне унитреугольных матриц, у которых в позиции (k, k + 1) стоит
ноль. Используя (2), несложно видеть, что U является полупрямым

произведением U = Uk⋋Xk,k+1, а также, что U
tk+1,k(θ)
k 6 U для любого

θ ∈ D.
Аналогично определим группу Vk. Тогда V = Vk ⋋Xk+1,k.

Лемма 1. Пусть 1 6 k 6 n− 1, и пусть ξ ∈ D. Тогда имеет место
включение

UV Utk+1,k(ξ) 6 H62ekUV U .

Доказательство. Пусть u1, u2 ∈ U и v ∈ V . Докажем, что

u1vu2tk+1,k(ξ) ∈ H62ekUV U.

Запишем элемент u2 в виде u2 = u′
2tk,k+1(ζ), где u′

2 ∈ Uk. Аналогич-
но, запишем элемент v в виде v = v′tk+1,k(η), где v′ ∈ Vk.

Случай 1: ζ = 0. Используя (2), мы получаем

u1vu2tk+1,k(ξ) = u1vu
′
2tk+1,k(ξ) = u1vtk+1,k(ξ)(u

′
2)

tk+1,k(ξ) ∈ UV U .
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Случай 2: ζ ∈ D∗, но ζξ 6= −1. Пользуясь (3), мы получаем

u1vu2tk+1,k(ξ) = u1vu
′
2tk,k+1(ζ)tk+1,k(ξ)

= u1vu
′
2hk,k+1(ζ)hk,k+1(ζ

−1 + ξ)tk+1,k((1 + ξζ)ξ)tk,k+1((1 + ζξ)−1ζ).

Далее, пользуясь тем, что подгруппа H нормализует подгруппы U ,V
и U ′ мы можем вынести множители hk,k+1(ζk)hk,k+1(ζ

−1
k +ξ) в начало,

после чего сделать такое же преобразование, как и в первом случае,
получив, что u1vu2tk+1,k(ξ) ∈ H62ekUV U .

Случай 3: ηζ 6= −1. Действуя аналогично предыдущим случаям,
мы получаем, что u1vtk,k+1(ζ) ∈ H62ekUV . Таким образом,

u1vu2 = u1vu
′
2tk,k+1(ζ) = u1vtk,k+1(ζ)(u

′
2)

tk,k+1(ζ)

∈ H62ekUV (u′
2)

tk,k+1(ζ),

где (u′
2)

tk,k+1(ζ) ∈ Uk. Далее применив вычисление из первого случая,
мы получаем, что u1vu2tk+1,k(ξ) ∈ H62ekUV U .

Случай 4: ζξ = −1 и ηζ = −1, то есть η = ξ и ζ = −ξ−1. В этом
случае, используя (4), мы получаем:

u1vu2tk+1,k(ξ) = u1v
′tk+1,k(η)u

′
2tk,k+1(ζ)tk+1,k(ξ) =

= u1v
′tk+1,k(ξ)tk,k+1(−ξ−1)tk+1,k(ξ)(u

′
2)

tk,k+1(−ξ−1)tk+1,k(ξ) =

= u1v
′tk,k+1(−ξ−1)tk+1,k(ξ)tk,k+1(−ξ−1)(u′

2)
tk,k+1(−ξ−1)tk+1,k(ξ).

Аналогично первому случаю, мы получаем, что u1v
′tk,k+1(−ξ−1)∈UV .

Далее, (u′
2)

tk,k+1(−ξ−1) ∈ Uk, следовательно, (u′
2)

tk,k+1(−ξ−1)tk+1,k(ξ) ∈ U .
Таким образом, u1vu2tk+1,k(ξ) ∈ UV U . �

Положим λ1 = 2(n− 1) и λi = 4(n− i) при 2 6 i 6 n− 1.

Лемма 2. Имеет место включение:

UV UV 6 H6λUV U .

Доказательство. Несложно видеть, что любой элемент группы V
может быть записан в виде произведения элементарных трансвекций
tk+1,k(ξ), среди которых не более, чем n − 1 трансвекций c k = 1, и
не более чем 2(n − k0) трансвекций с k = k0, для 2 6 k0 6 n − 1.
Утверждение, таким образом, следует из леммы 1. �
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Лемма 3. Имеет место равенство:

GL(n,D) = HUV U .

Доказательство. Известно, что GL(n,D) = H · E(n,D), а группа
E(n,D) в свою очередь порождается подгруппами U и V . Остается
применить лемму 2. �

Отметим, что последняя лемма хорошо известна и верна для по-
лулокальных колец, смотри, например, [7]. Похожий результат также
можно найти в работе [17].

Положим µ = (6, 3, . . . , 3) ∈ N
n−1
0 (на всех позициях, кроме первой,

стоят тройки).

Лемма 4. Имеет место включение

[H,H ]61 6 H6µ

Доказательство. Утверждение получается из следующего равенства
в GL(2, D)

diag([ξ, ζ], 1) = h1,2(ξ)h1,2(ζ)h1,2(ξ
−1ζ−1). �

Положим κp = pµ+(4p− 1)λ, где p ∈ N. Таким образом, κ1 = µ+3λ
и κp = κp−1 + κ1 + λ при p > 2.

Лемма 5. Имеет место включение:

[GL(n,D),GL(n,D)]6p 6 H6κpUV U .

Доказательство. База индукции: p = 1. Используя лемму 3, тот
факт, что подгруппа H нормализует подгруппы U и V , а также лем-
мы 4 и 2, мы получаем

[GL(n,D),GL(n,D)]61

= [HUV U,HUV U ]61 6 [H,H ]61UV UV UV UV U 6 H6κ1UV U .

Переход от p − 1 к p. Используя предположение индукции, базу
индукции, тот факт, что подгруппа H нормализует подгруппы U и V ,
а также лемму 2, мы получаем

[GL(n,D),GL(n,D)]6p

= [GL(n,D),GL(n,D)]6p−1[GL(n,D),GL(n,D)]61

6 H6κp−1UV UH6κ1UV U 6 H6κp−1+κ1UV UV U 6 HκpUV U . �
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Лемма 6. Для любого κ ∈ N
d−1
0 имеет место равенство

(H6κUV U) ∩H = H6κ.

Доказательство.

(H6κUV U) ∩H = (H6κUV U) ∩B ∩H = (H6κU(V ∩B)U) ∩H

= (H6κU) ∩H = H6κ(U ∩H) = H6κ. �

Отвлечемся на время от полной линейной группы, и докажем две
чисто теоретико-групповые леммы.

Пусть G – произвольная группа. Напомним, что для каждого эле-
мента g ∈ [G,G] мы обозначаем через l(g) его коммутаторную длину,
то есть наименьшее такое k, что g ∈ [G,G]6k.

Лемма 7. Пусть a1, . . . , ap, b1, . . . , bq ∈ G, где q > 1. Положим a=

a−1
1 . . .a−1

p , и b=b−1
1 . . .b−1

q .Пусть w – слово из букв a−1
1 ,. . .,a−1

p ,b1,. . .,bq,

где каждая буква встречается ровно один раз, причем буквы a−1
i рас-

положены друг относительно друга по возрастанию индексов. Пред-
положим, что элемент группы G, представленный словом w равен
единичному элементу. Тогда, если хотя бы один из элементов a и b
лежит в коммутанте группы G, то второй элемент тоже лежит
в коммутанте и выполнено неравенство: l(b) 6 l(a) + q − 1.

Доказательство. Мы можем свести задачу к случаю, когда первой
буквой в слове w является b1. Для этого нужно переставить буквы в
слове w по циклу соответствующим образом, после чего перенумеро-
вать, опять же перестановкой по циклу, элементы ai ,чтобы условие
сохранилось. Элемент a, таким образом заменится на сопряженный, и
его коммутаторная длина сохранится.

Итак, пусть буква b1 первая. Рассмотрим последовательность пре-
образований слова w, состоящую из q − 1 шагов, где на i-м шаге мы
ставим букву bi+1 в начало, не меняя порядок остальных букв отно-
сительно друг друга. Один такой шаг не может увеличить коммута-
торную длину представленного словом элемента более чем на 1. После
применения всех преобразований мы получаем слово представляющее
элемент b−1a. Таким образом, b−1a ∈ [G,G]6q−1, откуда следует тре-
буемое утверждение. �

Лемма 8. Пусть a1,. . . ,ak ∈ G, такие, что a1 . . . ak = e. Тогда вы-
полнено неравенство l(a−1

1 . . . a−1
k ) 6 max(0, k − 2).
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Доказательство. Для k = 1 утверждение очевидно, пусть k > 2.
Ясно, что l(a−1

1 . . . a−1
k ) = l((a−1

1 . . . a−1
k )−1) = l(ak . . . a1). Далее,

l(ak . . . a1) = l(a1ak . . . a2), поскольку эти элементы сопряжены. На-
конец, слово a1ak . . . a2 может быть получено из слова a1 . . . ak с помо-
щью k − 2 преобразований, где i-е преобразование ставит букву ak−i

в конец, не меняя порядок остальных букв относительно друг друга.
Один такой шаг не может увеличить коммутаторную длину представ-
ленного словом элемента более чем на 1. Таким образом l(a1ak . . . a2) 6
k − 2. �

Вернемся теперь к полной линейной группе над телом. Пусть κ ∈
N

n−1
0 . Положим

s(κ) = max(0, κ1 − 2) +

n−1∑

i=2

max(0, κi − 1).

Лемма 9. Пусть κ ∈ N
n−1
0 , и пусть τ ∈ D∗ таково, что матрица

g = diag(1, . . . , 1, τ) ∈ H6κ. Тогда τ ∈ [D∗, D∗]6s(κ).

Доказательство. Если κn−1 = 0, то τ = 1, и утверждение триви-
ально. Будем считать, что κn−1 6= 0. Более того, не умаляя общности
можно считать, что κi 6= 0 при всех i. Действительно, иначе рассмот-
рим наибольшее k, такое, что κk = 0. Несложно видеть, что в таком
случае мы имеем

diag(1, . . . , 1, τ) ∈ H6(κk+1,...,κn−1) 6 GL(n− k,D),

и мы можем доказывать утверждение для такого элемента.
Итак, пусть κi 6= 0 при всех i. Пусть g является произведением

элементов hi,i+1(ξi,j), 1 6 j 6 κi, в некотором порядке. Причем мы
будем считать, что при фиксированном i эти элементы расположены
относительно друг друга по возрастанию индекса j.

Положим εi = ξ−1
i,1 . . . ξ−1

i,κi
∈ D∗. Из леммы 8 и того факта, что

g11 = 1, следует, что l(ε1) 6 max(0, κ1 − 2).
При 2 6 i 6 n − 1 из леммы 7 и того факта, что gi,i = 1, следует,

что

l(εi) 6 l(εi−1) + max(0, κi − 1).

Таким образом,

l(τ) = l(εn−1) = l(ε1) +

n−1∑

i=2

(l(εi)− l(εi−1)) 6 s(κ). �
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Теперь мы в состоянии завершить доказательство теоремы 1. Пусть

g = diag(1, . . . , 1, τ) ∈ [GL(n,D),GL(n,D)]6d.

Используя леммы 5, 6 и 9, мы получаем, что τ ∈ [D∗, D∗]6s(κd), и, как
несложно видеть,

s(κd) = d(8n2 − 13n+ 8)− 2n2 + 3n− 1.

§4. Оценка сверху

В этом параграфе мы докажем следующую теорему, доказательство
которой представляет собой модификацию доказательства основной
теоремы работы [4].

Теорема 2. Пусть D – тело с центром K. Пусть 1 < dimK D < ∞
(таким образом K – бесконечное поле). Тогда в наших обозначениях
имеет место неравенство

C 6

⌈ c
n

⌉
,

где через ⌈x⌉ обозначается верхняя целая часть числа x.
При n > 3 также имеет место неравенство

C′ 6

⌈
c

n− 2

⌉
.

В следующих двух леммах мы предполагаем, что выполнено усло-
вие теоремы 2.

Лемма 10. Пусть c = d1 + . . . + dn – разбиение числа c, где dn ∈
N0. Пусть g ∈ E(n,D) \ Z(E(n,D)). Тогда найдется γ ∈ E(n,D),
такой, что gγ = vhu, где v ∈ V , u ∈ U и h = diag(ε1, . . . , εn), где
εi ∈ [D∗, D∗]6di

при всех 1 6 i 6 n.

Доказательство. Пусть k – наименьшее целое число, такое, что
dk 6=0.

База индукции: k = n, то есть dn = c. Согласно теореме 2.1 рабо-
ты [4] найдется элемент γ ∈ E(n,D), такой, что gγ = vhu, где v ∈ V ,
u ∈ U и h = diag(1, . . . , 1, εn). Так как g ∈ E(n,D), то εn ∈ [D∗, D∗] =
[D∗, D∗]6c, что и требовалось.

Переход от k + 1 к k. По предположению индукции найдется γ1 ∈
E(n,D), такой, что gγ1 = v1h1u1, где v1 ∈ V , u1 ∈ U и

h1 = diag(1, . . . , 1, ε̃k+1, . . . , ε̃n),
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где ε̃i ∈ [D∗, D∗]6di
при i > k + 2, и ε̃k+1 ∈ [D∗, D∗]6dk+dk+1

.

Случай 1: u1 = u′
1tk,k+1(ζ), где u′

1 ∈ Uk и ζ ∈ D∗. Разложим эле-
мент ε̃k+1 в произведение ε̃k+1 = εk+1θ, где εk+1 ∈ [D∗, D∗]6dk+1

и
θ ∈ [D∗, D∗]6dk

.
Так как ζ ∈ D∗, то θ = 1 + ξζ для некоторого ξ ∈ D. Положим

γ = γ1tk+1,k(ξ). Тогда, применяя (3), несложно видеть, что gγ = vhu,
где v ∈ V , u ∈ U и

h = diag(1, . . . , 1, 1 + ζξ, εk+1, ε̃k+2, . . . , ε̃n).

Остается заметить, что элемент 1+ζξ сопряжен с элементом 1+ξζ = θ
и, следовательно, имеет такую же коммутаторную длину.

Случай 2: v1 = v′1tk+1,k(ζ), где v′1 ∈ Vk и ζ ∈ D∗. Доказательство
аналогично предыдущему.

Случай 3: u1 ∈ Uk и v1 ∈ Vk. Ясно, что если ε̃k+1 = 1, то уже можно
взять γ = γ1. Будем считать, что ε̃k+1 6= 1. Положим γ2 = γ1tk,k+1(1).
Тогда

gγ2 = tk,k+1(−1)v1h1u1tk,k+1(1) = v
tk,k+1(1)
1 h1[h

−1
1 , tk,k+1(−1)]u

tk,k+1(1)
1 ,

где v
tk,k+1(1)
1 ∈ V , u

tk,k+1(1)
1 ∈ Uk, и, так как ε̃k+1 6= 1, то

[h−1
1 , tk,k+1(−1)] = tk,k+1(ζ),

где ζ ∈ D∗. Таким образом, задача свелась к первому случаю. �

Лемма 11. Пусть g = vhu ∈ GL(n,D), где v ∈ V , u ∈ U и h =
diag(ε1, . . . , εn), где εi ∈ [D∗, D∗]61. Тогда g ∈ [GL(n,D),GL(n,D)]61.

Если, кроме того, элементы ε1 и ε2 равны единице, то

g ∈ [E(n,D), E(n,D)]61.

Доказательство. Пусть εi = [ai, bi], где ai,bi ∈ D∗. Если ε1=ε2=1,
то мы можем считать, что a2, b1 ∈ K, a1 = (a2 . . . an)

−1, и b2 =
(b1b3 . . . bn)

−1.
Так как поле K бесконечно, то заменяя при i > 2 элементы ai на tiai,

а также a1 на (t2 . . . tn)
−1a1 при подходящих ti ∈ K∗, можно считать,

что приведенные нормы элементов ai попарно различны. Элементы εi
не поменяются при такой замене. Условие a1 = (a2 . . . an)

−1 при этом
сохранится, если мы это предполагали.



КОММУТАТОРНЫЕ ДЛИНЫ 57

Положим

h1 = diag(a1, . . . , an), τ = diag(b1, . . . , bn),

h2 = τh−1
1 τ−1 = diag(b1a

−1
1 b−1, . . . , bna

−1
n b−1

n ).

Таким образом h = h1h2. Так как приведенные нормы элементов ai,
а значит, и элементов biaib

−1
i , попарно различны, то элементы h1 и

h2 являются D-регулярными (см. определение 3.3 и предложение 3.4
работы [4]). По предложению 4.1 работы [4] найдутся u′ ∈ U и v′ ∈ V ,
такие, что v = [v′, h1] и u = [h−1

2 , u′].
Также как и в завершении доказательства основной теоремы работы

[4] мы получаем, что

g = vhu = v′h1v
′−1u′h2u

′−1 = v′h1v
′−1u′τh−1

1 τ−1u′−1 =

= [v′h1v
′−1, u′τv−1] ∈ [GL(n,D),GL(n,D)]61.

При этом, если ε1 = ε2 = 1, то согласно нашим предположениям h1,τ ∈
E(n,D), и, следовательно, g ∈ [E(n,D), E(n,D)]61. �

Завершим доказательство теоремы 2. Пусть g ∈ E(n,D)\Z(E(n,D)).
Докажем, что g ∈ [GL(n,D),GL(n,D)]⌈ c

n
⌉.

По лемме 10 можно считать, что g = vhu, где v ∈ V , u ∈ U и
h = diag(ε1, . . . , εn), где εi ∈ [D∗, D∗]6⌈ c

n
⌉ при всех 1 6 i 6 n. Для

каждого i пусть εi = ε′iε
′′
i , где ε′i ∈ [D∗, D∗]6⌈ c

n
⌉−1 и ε′′i ∈ [D∗, D∗]61.

Положим h′ = diag(ε′1, . . .
′ , ε′n) и h′′ = diag(ε′′1 , . . . , ε

′′
n). Также положим

ṽ = vh
′

.
Таким образом, мы имеем g = vhu = h′ṽh′′u. По лемме 11 мы

получаем, что ṽh′′u ∈ [GL(n,D),GL(n,D)]61, также ясно, что h′ ∈
[GL(n,D),GL(n,D)]6⌈ c

n
⌉−1. Таким образом, g∈ [GL(n,D),GL(n,D)]⌈ c

n
⌉.

Пусть n > 3. Докажем, что g ∈ [E(n,D), E(n,D)]⌈ c
n−2

⌉.

По лемме 10 можно считать, что g = vhu, где v ∈ V , u ∈ U и h =
diag(1, 1, ε3, . . . , εn), где εi ∈ [D∗, D∗]6⌈ c

n−2
⌉ при всех 3 6 i 6 n. Анало-

гично предыдущей выкладке для каждого i пусть εi = ε′iε
′′
i , где ε′i ∈

[D∗, D∗]6⌈ c
n−2

⌉−1 и ε′′i ∈ [D∗, D∗]61. Положим h′ = diag(1, 1ε′3, . . . , ε
′
n) и

h′′ = diag(1, 1, ε′′3 , . . . , ε
′′
n). Также положим ṽ = vh

′

.
Как и раньше g = h′ṽh′′u. По лемме 11 мы имеем

ṽh′′u ∈ [E(n,D), E(n,D)]61.

Остается показать, что h′ ∈ [E(n,D), E(n,D)]6⌈ c
n−2

⌉−1.
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Для краткости положим d = ⌈ c
n−2⌉ − 1. Пусть

ε′i = [ai,1, bi,1] . . . [ai,d, bi,d].

Положим

ha,k = diag((a3,k . . . an,k)
−1, 1, a3,k, . . . , an,k),

hb,k = diag(1, (b3,k . . . bn,k)
−1, b3,k, . . . , bn,k).

Таким образом, h′ = [ha,1, hb,1] . . . [ha,d, hb,d] ∈ [E(n,D), E(n,D)]6d.

§5. Представление одним коммутатором

Рассмотрим следствия из результатов настоящей работы, касающи-
еся вопроса о представлении любого нецентрального элемента группы
E(n,D) в виде одного коммутатора.

Во-первых, из следствия 1 мы получаем следующее следствие.

Следствие 2. Пусть D – произвольное тело. Тогда для того, чтобы
любой нецентральный элемент группы E(n,D) представлялся в ви-
де коммутатора элементов из группы GL(n,D), необходимо, чтобы
любой элемент коммутанта группы D∗ представлялся ввиде произ-
ведения не более чем 6n2 − 10n+ 7 коммутаторов.

Во-вторых, из теоремы 2 мы получаем следующие следствия.

Следствие 3. Пусть D – тело с центром K. Пусть 1 < dimK D <
∞. Тогда для того, чтобы любой нецентральный элемент группы
E(n,D) представлялся в виде коммутатора элементов из группы
GL(n,D), достаточно, чтобы любой элемент коммутанта группы
D∗ представлялся ввиде произведения не более чем n коммутаторов.

Следствие 4. Пусть D – тело с центром K. Пусть 1 < dimK D <
∞, и пусть n > 3. Тогда для того, чтобы любой нецентральный эле-
мент группы E(n,D) представлялся в виде коммутатора элементов
из группы E(n,D), достаточно, чтобы любой элемент коммутан-
та группы D∗ представлялся ввиде произведения не более чем n − 2
коммутаторов.

Будем обозначать через GL(D) стабильную полную линейную груп-
пу, то есть GL(D) = lim

−→
GL(n,D), где предел берется относительно

вложений.

GL(n,D) → GL(n+ 1, D), g 7→

(
g 0
0 1

)
.
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Подгруппа E(D) 6 GL(D) определяется как порожденная элементар-
ными трансвекциями. Иными словами, E(D) = lim

−→
E(n,D).

В случае, если c < ∞, следующее следствие получается непосред-
ственно из предыдущего. Однако, воспользовавшись доказательством
теоремы 2, мы можем увидеть, что накладывать условие c < ∞ не
обязательно.

Следствие 5. Пусть D – тело с центром K. Пусть 1 < dimK D <
∞. Тогда любой элемент группы E(D) представим в виде коммута-
тора элементов из группы E(D).

Доказательство. Пусть g ∈ E(D). Так как центр группы GL(D) три-
виален, то найдется n > 2 такое, что g ∈ E(n,D) \ Z(E(n,D)).

По теореме 2.1.работы [4], на которую мы ссылались при доказа-
тельстве базы индукции в лемме 10, можно считать, что g = vhu,
где v ∈ V , u ∈ U и h = diag(1, . . . , 1, τ). Так как g ∈ E(n,D), то
τ ∈ [D∗, D∗], следовательно, τ ∈ [D∗, D∗]6d при некотором d.

Увеличивая число n, если необходимо, и сопрягая g матрицей пере-
становки так, чтобы сохранилось предыдущее предположение, можно
считать, что n > d+ 2.

В таком случае, из доказательства леммы 10 следует, что элемент
g сопряжен с элементом g1 = v1h1u1 где v1 ∈ V , u1 ∈ U и h1 =
diag(1, 1, ε3 . . . , εn), где εi ∈ [D∗, D∗]61.

Тогда по лемме 11, элемент g1, а значит, и элемент g, представляется
ввиде коммутатора элементов группы E(n,D). �
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length of a noncentral element of the elementary subgroup of the general
linear group over a skew-field based on the maximal commutator length of
an element of the multiplicative group of that skew-field.

Поступило 31 мая 2020 г.Лаборатория им. П. Л. Чебышева
С.-Петербургский гос. университет
14 линия В. О., дом 29Б
С.-Петербург 199178 Россия

E-mail : gvozdevskiy96@gmail.com


