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§1. Введение

Как известно (впрочем, это легко проверить), пространство Ck(T)
k раз непрерывно дифференцируемых функций на единичной окруж-
ности изоморфно пространству C(T). При этом в старших размерно-
стях ситуация отличается – уже в двумерном случае пространство
Ck(T2) не изоморфно пространству C(T2). Этот факт был впервые
анонсирован в [4], а позже были получены его различные обобщения
(см. [5, 7–10, 13–16, 18]). Однако наиболее общий и естественный кон-
текст был рассмотрен только в довольно недавней работе [11] (см. так-
же препринт [12] для двумерного случая).

Более конкретно, предположим, что у нас есть набор T = {T1,
T2, . . . , TJ} дифференциальных операторов с постоянными коэффици-
ентами на торе T

2. Это означает, что каждый оператор Tj является

линейной комбинацией операторов ∂α
1 ∂

β
2 . Число α + β называется по-

рядком такого дифференциального монома, а под порядком оператора
Tj мы понимаем максимальный порядок среди всех составляющих его
мономов. Рассмотрим следующую полунорму на тригонометрических
полиномах f :

‖f‖T = max
16j6J

‖Tjf‖C(T2).

Теперь определим банахово пространство CT (T2) с помощью этой
полунормы (то есть факторизуем по её ядру и пополним). Например,
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если T состоит из всех дифференциальных мономов порядка не более
k, то мы получаем пространство Ck(T2).

В работах [9,10] было доказано следующее утверждение. Предполо-
жим, что все дифференциальные мономы, входящие во все операторы
Tj – порядка не больше k. Отбросим младшую часть каждого опера-
тора Tj (это означает, что мы исключим из Tj все мономы, порядок
которых строго меньше, чем k). Если среди оставшихся старших ча-
стей есть хотя бы две линейно независимые, то CT (T2) не изоморф-
но дополняемому подпространству в C(S). (Через S обозначено про-
извольное несчётное компактное метрическое пространство. Согласно
теореме Милютина, все такие пространства C(S) изоморфны.) Одна-
ко, в случае, когда все старшие части отличаются друг от друга до-
множением на константу, ситуация оставалась неясной.

В препринте [12] (и в статье [11] для произвольной размерности)
было доказано обобщение этого утверждения. Чтобы его сформулиро-
вать, нам нужно понятие смешанной однородности.

Зафиксируем некоторый шаблон смешанной однородности, то есть
прямую Λ, которая пересекает положительные координатные полуоси.
Уравнение такой прямой имеет вид x

a + y
b = 1, где a и b – положитель-

ные числа. Мы называем такую прямую допустимой, если все мульти-

индексы (α, β) такие, что ∂α
1 ∂

β
2 участвует в одном из Tj , лежат ниже

Λ или на ней. Это означает, что все такие мультииндексы должны
удовлетворять следующему неравенству:

α

a
+

β

b
6 1.

Теперь определим старшую часть оператора Tj как сумму всех диф-
ференциальных мономов, участвующих в Tj , мультииндексы которых
лежат на прямой Λ, а младшую часть – как сумму всех остальных мо-
номов оператора Tj. Старшая часть обозначается через σj , а младшая
– через τj .

Предположим, что при некотором выборе допустимой прямой Λ
найдутся как минимум два линейно независимых оператора среди всех
старших частей σj . В таком случае, в [11,12] было доказано, что CT (T2)
не изоморфно дополняемому подпространству пространства C(S).

Однако, при более ограничительных предположениях о наборе T
это – не самое сильное известное утверждение. Например, в [7] было
доказано, что Ck(T2) не изоморфно факторпространству пространства
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C(S). Следующая теорема распространяет это утверждение на наш
более общий контекст.

Теорема 1. Если для набора T среди операторов σj найдутся по

крайней мере два линейно независимых (при некотором выборе до-

пустимой прямой Λ), то CT (T2) не изоморфно факторпространству

пространства C(S).

Это первый основной результат настоящей статьи.
Известно также, что в специальных случаях заключение теоремы

из [11, 12] может быть усилено ещё одним способом. В [13] было до-
казано, что если все операторы в наборе T являются дифференци-
альными мономами и хотя бы два старших (относительно некоторого
шаблона однородности) монома линейно независимы (то есть попросту
различны), то пространство CT (T2) не имеет локальной безусловной
структуры.

Приведём необходимые определения, следуя работе [3]. Говорят, что
банахово пространство X имеет локальную безусловную структуру,
если существует такая константа C > 0, что для любого конечномер-
ного подпространства F ⊂ X существует банахово пространство E
с 1-безусловным базисом и два линейных оператора R : F → E и
S : E → X такие, что SRx = x для всех x ∈ F и ‖S‖ · ‖R‖ 6 C. Базис
{en} назывется 1-безусловным, если для любых чисел εn, по модулю не
превосходящих единицы, и любой финитной последовательности (αn)
имеет место следующее неравенство: ‖

∑

εnαnxn‖ 6 ‖
∑

αnxn‖.
Стоит отметить, что пространство X имеет локальную безусловную

структуру тогда и только тогда, когда его сопряженное X∗ является
дополняемым подпространством в банаховой решётке (см. [17]). По-
скольку пространство C(S) имеет локальную безусловную структуру,
неизоморфность пространстваCT (T2) дополняемому подпространству
в C(S) также получится, если удастся установить отсутствие локаль-
ной безусловной структуры в CT (T2). Следующая теорема говорит,
когда такой структуры там действительно нет.

Теорема 2. Если для набора T среди операторов σj найдутся по край-

ней мере два линейно независимых (при некотором выборе допусти-

мой прямой Λ), то в пространстве CT (T2) нет локальной безуслов-

ной структуры.
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Основные инструменты доказательств этих теорем – в основном та-
кие же, как в [11, 12]. Мы используем новую теорему вложения, уста-
новленную в этих работах, а также некоторые факты о p-суммирую-
щих операторах.

Сначала введем некоторые определения. Обобщённую функцию f

на торе T
2 назовём правильной, если f̂(s, t) = 0, когда s = 0 или

t = 0. Кроме того, нам понадобится понятие пространств Соболева с
нецелым показателем гладкости:

Wα,β
2 (T2) = {f ∈ C∞(T2)′ : {(1 +m2)α/2(1 + n2)β/2f̂(m,n)} ∈ ℓ2(Z2)}.

Норма f в Wα,β
2 (T2) задаётся выражением

‖{(1 +m2)α/2(1 + n2)β/2f̂(m,n)}‖ℓ2.

Приведём теперь теорему вложения (см. теорему 0.2 и замечание
1.6 в [11]), которую мы будем использовать в дальнейшем.

Факт 1. Пусть правильные обобщённые функции φ1, . . . , φN являют-

ся решением следующей системы уравнений:

−∂k
1ϕ1 = µ0; ∂l

2ϕj − ∂k
1ϕj+1 = µj , j = 1, . . . , N − 1; ∂l

2φN = µN , (1)

где µ0, . . . , µN – функции из L1(T2) (или меры). Тогда верно следующее

неравенство:

N
∑

j=1

‖ϕj‖
W

k−1

2
, l−1

2

2
(T2)

.

N
∑

j=0

‖µj‖.

Здесь (и везде далее в этой статье) символ A . B означает, что
существует такая константа C > 0, что A 6 CB.

Сделаем несколько замечаний. Во-первых, теоремы 1 и 2 верны и
для тора произвольной размерности T

n. Но этот факт не может быть
получен из 2-мерных утверждений (или, по крайней мере, неясно, как
это сделать; некоторые объяснения по этому поводу можно найти в
[11]). Доказательства теорем в более высоких размерностях похожи,
однако, они намного более технически сложны (и даже требуют другой
теоремы вложения, опять же, см. теорему 1.1 в статье [11]). В этой
статье мы ограничимся двумерным случаем.
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Итак, мы приведём здесь детальные доказательства теорем 1 и 2.
Начнем с первой теоремы, потому что ее доказательство проще и со-
держит меньше технических деталей (однако читатель может заме-
тить, что доказательства обеих теорем весьма похожи и используют
многие идеи из препринта [12]).

Отметим также, что в статье [13] было доказано (опять же, в случае,
когда все операторы в T являются дифференциальными мономами и
среди их старших частей есть хотя бы два линейно различных опера-
тора), что если CT (T2)∗ изоморфно подпространству пространства Y
с локальной безусловной структурой, то Y содержит пространства ℓk∞
равномерно и равномерно дополняемо (определение см. в [13]). То же
самое утверждение может быть доказано и в нашей ситуации, но мы не
приводим здесь детали, потому что наша главная цель – показать, что,
используя теорему вложения из [12], мы можем адаптировать различ-
ные методы к более общему контексту, и, хотя это утверждение влечёт
теорему 1, мы решили пожертвовать общностью ради простоты и про-
зрачности изложения.

Также следует сказать несколько слов об обозначениях. Как уже
упоминалось, мы пишем A . B, если A 6 CB для некоторой констан-
ты C > 0. Из контекста всегда будет ясно, от каких параметров может
зависеть C, а от каких – нет. Кроме того, обозначение A ≍ B означает,
что A . B и B . A.

§2. Неизоморфность факторпространству

пространства C(S)

Как это было сделано в [12], мы начинаем доказательство теоремы
1 с некоторых простых, но полезных наблюдений.

2.1. Несколько упрощений. Обозначим пространство правильных
функций из CT (T2) через CT

0 (T2). Ясно, что это пространство допол-
няемо в CT (T2) (проектор задается сверткой с некоторой мерой), по-
этому мы можем доказать теорему 1 для CT

0 (T2) вместо CT (T2).
Далее, предположим, что допустимая прямая Λ задается уравне-

нием x/a + y/b = 1. Покажем, что без ограничения общности можно
считать, что a и b являются натуральными числами. Действительно,
в соответствии с условиями теоремы 1, на Λ есть как минимум две
точки (r1, r2) и (ρ1, ρ2) с неотрицательными целочисленными коорди-
натами. Для определённости будем считать, что r1 > ρ1 и r2 < ρ2.
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Тогда уравнение прямой Λ можно записать в следующем виде:
x

r1 − ρ1
+

y

ρ2 − r2
=

ρ1
r1 − ρ1

+
ρ2

ρ2 − r2
.

Теперь заметим, что мы можем сдвинуть прямую Λ (и всю конструк-
цию) на вектор с целыми неотрицательными координатами. Это озна-
чает, что мы можем заменить набор T на набор {T1∂

u
1 ∂

v
2 , . . . , TJ∂

u
1 ∂

v
2}.

Соответствующие пространства

C
{T1,...,TJ}
0 (T2) и C

{T1∂
u
1
∂v
2
,...,TJ∂

u
1
∂v
2
}

0 (T2)

изоморфны – изоморфизм задается отображением f 7→ ∂u
1 ∂

v
2f . Таким

образом, делая этот сдвиг, мы можем считать, что уравнение прямой
Λ имеет следующий вид:

x

r1 − ρ1
+

y

ρ2 − r2
=

ρ1 + u

r1 − ρ1
+

ρ2 + v

ρ2 − r2
.

Если записать это уравнение в виде x/a1 + y/b1 = 1, то a1 и b1 будут
следующими числами:

ρ1 + u+ (ρ2 + v)
r1 − ρ1
ρ2 − r2

и ρ2 + v + (ρ1 + u)
ρ2 − r2
r1 − ρ1

.

Ясно, что мы можем найти такие натуральные u и v, что эти два
выражения будут целыми числами.

Итак, без ограничения общности мы предполагаем, что уравнение
прямой Λ имеет вид x/a + y/b = 1, где a и b – натуральные числа.
Обозначим их наибольший общий делитель через N . Тогда все точки
с целыми координатами на Λ имеют вид (jm, (N − j)n), 0 6 j 6 N
(здесь m = a/N и n = b/N , поэтому m и n взаимно просты).

2.2. Основная конструкция. Предположим, что CT
0 (T2) изоморф-

но фактору пространства C(S). Обозначим через P факторотображе-
ние, P : C(S) → CT

0 (T2).
Благодаря сделанным выше упрощениям, старшая часть каждого

оператора из T имеет следующий вид:

σs =
N
∑

j=0

asj∂
jm
1 ∂

(N−j)n
2 .

Отметим, что пространство CT (T2) зависит только от линейной обо-
лочки операторов из T , поэтому мы можем изменить наш набор так,
чтобы эти изменения не влияли на эту линейную оболочку.
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Теперь рассмотрим матрицу (asj). Пусть j0 – это наименьший ин-
декс, такой что asj0 6= 0 при некотором s. Без ограничения общности
можно считать, что a1j0 6= 0. Затем, умножая T1 на константу и вычи-
тая кратное оператора T1 из других операторов, мы можем считать,
что a1j0 = −1 и asj0 = 0, если s > 1. Согласно условию теоремы, су-
ществует такой индекс j1, что asj1 6= 0 для некоторого s > 1. Опять
же, без ограничения общности мы считаем, что a2j1 = 1 и asj1 = 0 для
всех s > 2.

Таким образом, у нас есть два оператора, T1 и T2, старшие части
которых линейно независимы. Тогда для простоты обозначим коэф-
фициенты их старших частей через aj и bj соответственно, то есть

σ1 =

N
∑

j=0

aj∂
jm
1 ∂

(N−j)n
2 ;

σ2 =

N
∑

j=0

bj∂
jm
1 ∂

(N−j)n
2 .

Кроме того, T1 является единственным оператором из набора T , ко-

торый включает в себя дифференциальный моном ∂j0m
1 ∂

(N−j0)m
2 , а T2

– единственный оператор из T кроме, может быть, T1, который вклю-

чает в себя моном ∂j1m
1 ∂

(N−j1)m
2 .

Рассмотрим вложение пространства CT
0 (T2) в CT1,T2

0 (T2)
(обозначим его через i). Затем мы можем вложить это пространство

в WT1,T2

1 (T2). Обозначим это вложение через g. Здесь, разумеется, про-

странства CT1,T2

0 (T2) и WT1,T2

1 (T2) определяются полунормами
max{‖T1f‖C(T2), ‖T2f‖C(T2)} и max{‖T1f‖L1(T2), ‖T2f‖L1(T2)}, соответ-
ственно, и состоят только из правильных функций. Отметим, что опе-
ратор g является 1-суммирующим – это легко следует из теоремы Пича
о факторизации. Теория p-суммирующих операторов хорошо изложе-
на в книге [19] (см. главу III.F).

Наша следующая цель – построить оператор s, действующий из

WT1,T2

1 (T2) в W
m−1

2
,n−1

2

2 (T2). Опять же, конструкция будет очень по-
хожа на то, что сделано в [12] (но с некоторыми упрощениями).

Нам понадобится следующий простой факт.



160 А. ЦЕЛИЩЕВ

Факт 2. Система уравнений (1), где µj – правильные меры (или

функции из L1), разрешима тогда и только тогда, когда выполня-

ется следующее соотношение:

N
∑

j=0

∂jk
1 ∂

(N−j)l
2 µj = 0. (2)

Этот факт довольно просто доказывается по индукции, подробности
можно найти в [12] (см. лемму 2.1).

Рассмотрим произвольную функцию f ∈ WT1,T2

1 (T2) и сопоставим
ей пару функций (f1, f2) = (T1f, T2f). Ясно, что для них выполняется
уравнение T2f1−T1f2 = 0. Перепишем это дифференциальное уравне-
ние в другом виде. Чтобы сделать это, отметим, что если α/a+β/b < 1,

то мы можем выразить дифференциальный моном ∂α
1 ∂

β
2 через ∂a

1 и ∂b
2,

используя мультипликаторы Фурье:

∂α
1 ∂

β
2 f = Iαβ∂

a
1f + Jαβ∂

b
2f,

где Iαβ и Jαβ – мультипликаторы Фурье со следующими символами:

(iu)α+a(iv)β

(iu)2a ± (iv)2b
и ±

(iu)α(iv)β+b

(iu)2a ± (iv)2b
,

соответственно. Это означает, что они действуют на функцию g ∈
L1
0(T

2), умножая ее коэффициенты Фурье ĝ(u, v) на эти выражения.
Выбор знака ± определяется условием (−1)a = ±(−1)b, так что знаме-
натели не обращаются в ноль, когда u и v не равны нулю. В преприн-
те [12] доказано, что такие мультипликаторы ограничены как опера-
торы на L1

0(T
2). Сформулируем это утверждение для удобства даль-

нейших ссылок.

Факт 3. Определённые выше мультипликаторы Фурье Iαβ и Jαβ
ограничены на L1

0(T
2).

При помощи этих мультипликаторов мы можем записать младшие
части операторов T1 и T2 в следующем виде:

∑

α,β

cαβ(Iαβ∂
a
1 + Jαβ∂

b
2).
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Теперь мы можем перегруппировать члены в выражении T2f1 − T1f2
и переписать его в виде

N
∑

j=0

∂jm
1 ∂

(N−j)n
2 µj = 0,

где µj – это в точности функции bjf1 − ajf2, когда j 6= 0, N , µ0 име-
ет вид b0f1 − a0f2 плюс некоторая линейная комбинация операторов
Jαβ , применённых к f1 и f2, а µN равно bNf1 − aNf2 плюс некоторая
линейная комбинация операторов Iαβ , примененных к f1 и f2.

Согласно факту 2, мы можем найти решение следующей системы
дифференциальных уравнений:

−∂m
1 ϕ1 = µ0; ∂n

2 ϕj − ∂m
1 ϕj+1 = µj , j = 1, . . . , N − 1; ∂n

2 ϕN = µN . (3)

Используя факт 1, мы можем заключить, что все функции ϕj ле-

жат в пространстве W
m−1

2
,n−1

2

2 (T2). В качетве образа функции f мы

возьмём функцию ϕj0+1 ∈ W
m−1

2
,n−1

2

2 (T2) (она зависит линейно от f),
и таким образом получим ограниченный линейный оператор s, дей-

ствующий из WT1,T2

1 (T2) в W
m−1

2
,n−1

2

2 (T2). Подводя итог, мы имеем
следующую диаграмму:

C(S)
P
−→ CT

0 (T2)
i
−→ CT1,T2

0 (T2)
g
−→ WT1,T2

1 (T2)
s
−→ W

m−1

2
,n−1

2

2 (T2).

2.3. Противоречие. Теперь перейдем к заключительной части до-
казательства. Мы построим оператор, действующий из пространства

W
m−1

2
,n−1

2

2 (T2) в пространство C(S) и используем некоторые стандарт-
ные факты из теории банаховых пространств (в основном об абсолют-
но суммирующих операторах), чтобы получить противоречие. Перей-
дем к деталям.

Рассмотрим функцию vpq := zp1z
q
2 ∈ CT (T2). Мы будем предпола-

гать, что натуральные числа p и q удовлетворяют неравенству

δ

2
qn 6 pm 6 δqn,

где δ – малое фиксированное число (зависящее, конечно, от нашего
набора T , но не от p и q), которое будет выбрано позже. Также мы
будем рассматривать только достаточно большие значения p: p > C



162 А. ЦЕЛИЩЕВ

для некоторой большой константы C. Далее мы всегда по умолчанию
будем предполагать, что числа p и q удовлетворяют этим условиям.

Прежде всего, заметим, что ‖vpq‖CT (T2) ≍ pmN .

В самом деле, любой дифференциальный моном ∂α
1 ∂

β
2 , участвую-

щий в младшей части любого оператора из T , действует на vpq сле-

дующим образом: (∂α
1 ∂

β
2 )(z

p
1z

q
2) = (ip)α(iq)βzp1z

q
2 . Поскольку этот мо-

ном находится в младшей части некоторого оператора, имеет место
следующее неравенство: α

Nm + β
Nn < 1. Поэтому, если α = α0m, то

β = (N − α0 − c)n для некоторого c > 0. Следовательно, норма функ-

ции ∂α
1 ∂

β
2 vpq в C(T2) равна pαqβ = pα0mq(N−α0−c)n ≍ pm(N−c). Ясно,

что эта величина может быть в произвольное число раз меньше, чем
pmN , если p достаточно велико.

С другой стороны, если мы применим любой дифференциальный
моном, участвующий в старшей части одного из операторов (и потому

имеющий вид ∂jm
1 ∂

(N−j)n
2 ), к vpq, то мы получаем функцию с нормой

pjmq(N−j)n ≍ pmN . Более того, если j > j0, то pjmq(N−j)n ≍ δjqnN ,
и эта величина может быть в произвольное число раз меньше, чем
pj0mq(N−j0)n ≍ δj0qnN , если δ достаточно мало, поэтому ‖T1vpq‖C(T2) ≍

pmN . Все эти вычисления показывают, что действительно ‖vpq‖CT (T2)≍

pmN .
Аналогично можно получить, что ‖vpq‖CT1,T2(T2) ≍ pmN и

‖vpq‖WT1,T2

1
(T2)

≍ pmN . В связи с этим, будем рассматривать функции

wpq :=
vpq
pmN

.

Согласно рассуждениям, приведённым выше, мы имеем
‖wpq‖CT

0
(T2) ≍ 1. Следовательно, существуют функции fpq ∈ C(S),

такие что P (fpq) = wpq и ‖fpq‖C(S) 6 C. Кроме того, легко заметить
(опять же, воспользовавшись рассужденями выше), что T1wpq = cpqvpq
и T2wpq = dpqvpq, где |cpq|, |dpq| ≍ 1.

Далее, нам нужно решить систему дифференциальных уравнений
(3). Напомним, что µ0 равно b0cpqvpq−a0dpqvpq плюс некоторая линей-
ная комбинация операторов Iαβ и Jαβ , применённых к T1wpq и T2wpq.
Поэтому мы запишем µ0 в следующем виде:

µ0 = ξpqcpqvpq + ηpqdpqvpq + (b0cpqvpq − a0dpqvpq).

Легко понять, что ξpq , ηpq = O(p−ε) для некоторого малого фикси-
рованного числа ε > 0. Действительно, напомним, что символ любого
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мультипликатора Фурье Iαβ имеет вид

(ip)α+a(iqβ)

(ip)2a ± (iq)2b
.

Модуль этого выражения можно оценить следующим образом:
∣

∣

∣

(ip)α+Nm(iqβ)

(ip)2Nm ± (iq)2Nn

∣

∣

∣
≍

pαqβ

pNm
≍

pα · p
m
n β

pNm
.

Здесь α/m + β/n < N , и потому это выражение в самом деле есть
O(p−ε). То же самое верно для всех операторов Iαβ и Jαβ .

Теперь нужно найти решение системы дифференциальных уравне-
ний (3). В частности, нас интересует функция ϕj0+1 (именно так мы
определили оператор s).

Если j0 = 0, то нам нужно только первое дифференциальное урав-
нение, чтобы найти ϕ1. По построению, то, что j0 = 0, означает, что
a0 = −1 и b0 = 0. Поэтому ясно, что ϕ1 = kpq

vpq
pm , где |kpq| ≍ 1.

Если же j0 > 0, то, по построению, a0 = b0 = 0, и мы используем
первое уравнение из системы (3), чтобы заключить, что

ϕ1 = ξ(1)pq ·
vpq
pm

, где ξ(1)pq = O(p−ε).

Заметим, что в этом случае |∂n
2 ϕ1| = |ξ

(1)
pq

qn

pm vpq| ≍ |ξ
(1)
pq vpq|. Теперь,

если j0 = 1, то мы используем второе уравнение, чтобы заключить,
что ϕ2 = kpq

vpq
pm , где |kpq| ≍ 1 (опять же, в этом случае µ1 = b1cpqvpq −

a1dpqvpq и, поскольку j0 = −1, мы видим, что a1 = −1, b1 = 0). Если

j0 > 1, то из второго уравнения мы заключаем, что ϕ2 = ξ
(2)
pq vpq, где

|ξ
(2)
pq | = O(p−ε), и т. д.
Так или иначе, можно заключить, что для функции ϕj0+1 верно

следующее:

ϕj0+1 = kpq
vpq
pm

, где |kpq| ≍ 1.

Теперь, чтобы подчеркнуть зависимость функции ϕj0+1 от p и q,

будем использовать обозначение ϕ(p,q) := ϕj0 . Ясно, что набор {ϕ(p,q)}

является ортогональной системой в W
m−1

2
,n−1

2

2 и

‖ϕ(p,q)‖
W

m−1

2
, n−1

2

2

≍ p−mp
m−1

2 q
n−1

2 ≍ p−1/2q−1/2.

Наконец, рассмотрим оператор A : W
m−1

2
,n−1

2

2 → C(S), который

переводит функции p1/2q1/2ϕ(p,q) в αpqfpq, где (αpq) – произвольная
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последовательность чисел, такая, что
∑

|αpq|
2 = 1. Чтобы не углуб-

ляться в вопросы сходимости, будем рассматривать только финитные
последовательности (αpq) – то есть будем считать, что αpq = 0, если
p > M , где M – произвольное большое натуральное число. Напомним
также, что p и q удовлетворяют наложенным ранее условиям.

Для всякой функции h ∈ W
m−1

2
,n−1

2

2 , такой, что

h =
∑

p<M

κpqp
1/2q1/2ϕ(p,q),

мы имеем:
Ah =

∑

p<M

κpqαpqfpq.

Поэтому, для оценки нормы оператора A напишем:

‖Ah‖C(S) .
∑

p<M

|κpqαpq| 6
(

∑

|κpq|
2
)1/2(∑

|αpq|
2
)1/2

6
(

∑

|κpq|
2
)1/2

. ‖h‖
W

m−1

2
,
n−1

2

2

.

Таким образом получается, что ‖A‖ . 1.
Кроме того, напомним, что оператор g (см. диаграмму в конце пара-

графа 2.2) является 1-суммирующим и, следовательно, оператор sgiP
– тоже 1-суммирующий. Поскольку этот оператор действует из про-
странства C(S), он также является 1-интегральным (см. [19]). Отсюда
можно заключить, что оператор sgiPA – также 1-интегральный и, так
как он переводит в ноль функции вне конечномерного пространства,
он также 1-ядерный и, кроме того, для него выполняется соотношение
i1(sgiPA) > |tr(sgiPA)| (через i1 мы тут обозначили норму в классе
1-интегральных операторов) – соответствующий факт можно также
найти в книге [19] (см. страницы 218–219). Таким образом, мы полу-
чаем, что след оператора sgiPA ограничен константой, не зависящей
от выбора последовательности (αpq), так как

|tr(sgiPA)|6 i1(sgiPA)6 i1(sgiP )‖A‖.π1(sgiP )‖A‖.‖sgiP‖‖A‖ . 1.

Докажем теперь, что на самом деле это не так, и таким образом
придём к противоречию. Напомним, что по построению оператор sgiP
переводит fpq в ϕ(p,q), а A переводит ϕ(p,q) в p−1/2q−1/2αpqfpq. Следо-

вательно, оператор sgiPA – диагональный (в базисе {ϕ(p,q)}):

sgiPA(ϕ(p,q)) = p−1/2q−1/2αpqϕ
(p,q).
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Поскольку его след ограничен, можно сделать вывод, что
∣

∣

∣

∑

p−1/2q−1/2αpq

∣

∣

∣
. 1.

Это неравенство справедливо для произвольной финитной последова-
тельности (αpq), такой, что

∑

|αpq|
2 = 1, из чего следует, что

∑

p−1q−1 . 1.

Но это, очевидно, неверно. Действительно, напомним, что количество
допустимых чисел q здесь порядка pm/n, и для каждого такого q мы
имеем q ≍ pm/n. Следовательно, наша сумма может быть оценена сни-
зу следующим образом:

∑

C<p<M

p−1.

Поскольку
∑

p−1 – расходящийся ряд, мы получили противоречие, и
доказательство теоремы 1 завершено.

§3. Отсутствие локальной безусловной структуры

Приступим теперь к доказательству другого основного утвержде-
ния этой статьи, теоремы 2. В основном это доказательство использует
методы из [13], а также теорему вложения из [11] (факт 1). Точно так
же, как в доказательстве теоремы 1, будем доказывать теорему от про-
тивного и предположим, что пространство CT (T2) имеет локальную
безусловную структуру.

3.1. Основные конструкции. Во-первых, отметим, что мы можем
сделать те же упрощения, что и при доказательстве теоремы 1. Мы
будем рассматривать пространство CT

0 (T2) вместо CT (T2), поскольку
переход к дополняемому подпространству сохраняет локальную без-
условную структуру. Кроме того, мы будем предполагать, что все до-
полнительные предположения из §2.1 выполнены. Далее мы определя-
ем операторы i, g, s так же, как в §2.2. Мы по-прежнему обозначаем
старшую часть оператора Tj через σj , а младшую часть – через τj .

Обозначим через H набор дифференциальных мономов, соответ-
ствующих всем точкам с целочисленными координатами на прямой Λ.
Тогда мы можем рассмотреть вложение j : CH

0 (T2) → CT
0 (T2), являю-

щееся непрерывным оператором (см. [1, теорема 9.5]). Таким образом,
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у нас есть следующая диаграмма:

CH
0 (T2)

j
−→ CT

0 (T2)
i
−→ CT1,T2

0 (T2)
g
−→ WT1,T2

1 (T2)
s
−→ W

m−1

2
,n−1

2

2 (T2).

Напомним, что оператор g 1-суммирующий. Воспользуемся следу-
ющим фактом (см. [3] или [17, глава 23]).

Факт 4. Пусть X – банахово пространство, имеющее локальную без-

условную структуру. Тогда всякий 1-суммирующий оператор T , дей-

ствующий из X в произвольное банахово пространство Y , может

быть факторизован через пространство L1, то есть существует

мера µ и операторы V : X → L1(µ) и U : L1(µ) → Y ∗∗ такие, что

UV = κT , где κ : Y → Y ∗∗ – каноническое вложение.

Благодаря этому факту, мы имеем следующую коммутативную диа-
грамму:

CH
0

(T2) CT
0

(T2) C
T1,T2

0
(T2) W

T1,T2

1
(T2) W

m−1

2
, n−1

2

2
(T2)

L1(µ)

j i

V

g s

U

Рассмотрим теперь двойственную диаграмму:

CH
0

(T2)∗ CT
0

(T2)∗ C
T1,T2

0
(T2)∗ W

T1,T2

1
(T2)∗ W

m−1

2
,
n−1

2

2
(T2)

L∞(µ)

j∗ i∗ g∗ s∗

U∗V ∗

Следующий шаг доказательства – построение некоторого специаль-
ного оператора, который действует из CH

0 (T2)∗ в WH
1/2(T

2) (это прост-

ранство квазибанахово; определение будет дано ниже). Эта конструк-
ция повторяет конструкцию из статьи [13], но для полноты изложения
мы приведём её здесь.

Рассмотрим пространство WH
2 (T2), которое определяется с помо-

щью следующей полунормы (и состоит только из правильных функ-
ций):

‖f‖WH
2

(T2) = max
T∈H

‖Tf‖L2(T2).

Очевидно, что это гильбертово пространство. Напомним, что H –

это следующее множество операторов: {∂jm
1 ∂

(N−j)n
2 }Nj=0. Пространство

WH
2 (T2) можно отождествить с подпространством в L2(T2) ⊕ . . . ⊕



ОТСУТСТВИЕ ЛОКАЛЬНОЙ БЕЗУСЛОВНОЙ СТРУКТУРЫ... 167

L2(T2) (здесь имеется в виду прямая сумма N + 1 копии простран-
ства L2(T2)); это отождествление задается отображением

f 7→ (∂jm
1 ∂

(N−j)n
2 f)Nj=0.

Таким образом, мы можем рассмотреть ортогональный проектор,
действующий из прямой суммы N + 1 копии пространства L2(T2) в
WH

2 (T2). Обозначим этот проектор через P . Нам понадобятся неко-
торые свойства этих операторов, поэтому приведём их здесь. Все они
перечислены в [13].

Во-первых, легко понять, как P действует на естественном базисе
прямой суммы L2(T2) ⊕ . . . ⊕ L2(T2). Пусть k = (k1, k2) – пара целых
чисел и через φl

k обозначим следующий элемент пространства L2(T2)⊕
. . .⊕ L2(T2):

φl
k = (0, 0, . . . , 0, zk1

1 zk2

2 , 0, 0 . . . , 0).

Моном zk1

1 zk1

2 находится на l-ой позиции. Следующее утверждение до-
казывается с помощью несложных вычислений.

Факт 5. Если k1 или k2 равняется 0, то P (φl
k) = 0. Иначе

P (φl
k) = λ̄l

(

N
∑

j=0

|λj |
2
)−1

(λ0z
k1

1 zk2

2 , . . . , λNzk1

1 zk2

2 ),

где λj = (ik1)
jm(ik2)

(N−j)n.

Поймём теперь, как действует P на элементы пространства CH
0 (T

2)∗.
Пространство CH

0 (T2) можно отождествить с подпространством в
C(T2) ⊕ . . . ⊕ C(T2) (так же, как WH

2 (T2) мы отождествляли с под-
пространством в L2(T2)⊕ . . .⊕ L2(T2)). Поэтому имеем:

CH
0 (T2)∗ = (M(T2)⊕ . . .⊕M(T2))/X ,

где X – это аннулятор пространства CH
0 (T2) в

(

C(T2)⊕ . . .⊕C(T2)
)∗

:

X =
{

(µ0, µ1, . . . , µN ) :

N
∑

j=0

∫

∂jm
1 ∂

(N−j)n
2 h dµ̄j = 0 ∀h ∈ CH

0 (T2)
}

.

На этом этапе, чтобы избежать некоторых технических сложностей,
мы должны рассмотреть оператор ΦM , являющийся свёрткой с M -ым
ядром Фейера по обеим переменным, и операторы PM такие, что

PM (F ) = P (ΦMµ0,ΦMµ1, . . . ,ΦMµN ), F ∈ CH
0 (T2)∗,
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где (µ0, . . . , µN ) – любой представитель функционала F . Эта форму-
ла корректна, так как P – ортогональный проектор, а потому, если
(ν0, . . . , νN ) лежит в X , то (ΦMν0, . . . ,ΦMνN ) попадает в X ∩ (L2(T2)⊕
. . .⊕L2(T2)), то есть в ядро проектора P . Приведём теперь следующий
факт из [13].

Факт 6. Операторы PM : CH
0 (T2) → WH

1/2(T
2) равномерно ограничены

по M .

Определение пространства WH
1/2(T

2) здесь понятно из контекста.

Доказательство (по модулю некоторых технических деталей) следу-
ет из теории сингулярных интегральных операторов (и мультиплика-
торов Фурье) со смешанной однородностью, разработанной в [2] (легко
видеть, что формулы из факта 5, задающие компоненты оператора P ,
являются мультипликаторами Фурье с определенной однородностью),
и даже верно, что эти операторы равномерно имеют слабый тип (1, 1).
Конечно, тут есть некоторые технические различия, например, в [2]
все было сделано для пространства R

n вместо T
n. Но эти различия

преодолеваются довольно легко, опять же, некоторые детали можно
найти в [13].

Таким образом, у нас имеется следующая коммутативная диаграм-
ма:

WH
1/2(T

2) CH
0 (T2)∗ CT

0 (T2)∗ C
T1,T2

0 (T2)∗ W
T1,T2

1 (T2)∗

L∞(µ) W
m−1

2
,n−1

2

2 (T2)

PM j∗ i∗ g∗

V ∗
s∗

U∗

Теперь мы воспользуемся некоторыми фактами из теории p-сумми-
рующих операторов. Хорошая ссылка здесь – [6]. ПространствоWH

1

2

(T2)

яляется квазибанаховым пространством котипа 2, а L∞(µ) – простран-
ством типа C(K). Следовательно, PM j∗V ∗ – 2-суммирующий оператор
и π2(PM j∗V ∗) . ‖PMj∗V ∗‖ . 1 (это следует из обобщения теоремы
Гротендика; подробности см. в [6]). Следовательно, PM j∗i∗g∗s∗ – так-
же 2-суммирующий оператор и его норма в классе 2-суммирующих
операторов ограничена константой, не зависящей от M . В следующем
параграфе мы покажем, что это на самом деле не так.

3.2. Заключительные вычисления и противоречие. Как и при
доказательстве теоремы 1, обозначим через vpq функцию zp1z

q
2 . Опять
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же, мы рассматриваем только достаточно большие значения p и пред-
полагаем, что пара чисел (p, q) удовлетворяет следующему условию:

δ

2
qn 6 pm 6 δqn.

Нетрудно заметить, что

‖vpq‖
W

m−1

2
,
n−1

2

2

≍ p
m−1

2 q
n−1

2 ≍ pmp−1/2q−1/2.

В связи с этим, обозначим через wpq функцию
vpq

‖vpq‖
. Эти функции

образуют ортонормированную систему в пространстве W
m−1

2
,n−1

2

2 и,
следовательно, последовательность таких функции слабо 2-суммируе-
мая. Поэтому, ввиду того, что π2(Pj∗i∗g∗s∗) . 1, мы имеем:

∑

‖Pj∗i∗g∗s∗wpq‖
2
WH

1/2
. 1.

Сначала поймём, куда оператор j∗i∗g∗s∗ переводит функцию wpq.

Рассмотрим любую функцию vp̃q̃ = zp̃1z
q̃
2 ∈ C0(T

2); линейные комбина-
ции таких функций плотны в C0(T

2). Напишем:

〈vp̃q̃, (j
∗i∗g∗s∗)wpq〉 = 〈(sgij)vp̃q̃, wpq〉 = 〈svp̃q̃, wpq〉

W
m−1

2
,
n−1

2

2

. (4)

Вспомним, как оператор s действует на функцию vp̃q̃. Для этого нуж-
но решить систему уравнений (3), где по определению все функции µj

– это константы, умноженные на zp̃1z
q̃
2 . Следовательно, функции, яв-

ляющиеся решениями этой системы, также кратны zp̃1z
q̃
2 , и потому мы

можем заключить, что 〈svp̃q̃, wpq〉
W

m−1

2
, n−1

2

2

6= 0, только если p = p̃ и

q = q̃.
Итак, теперь нам нужно вычислить функцию s(vpq). Напомним, что

при доказательстве теоремы 1 мы выяснили, что s переводит
vpq
pmN в

kpq
vpq
pm , где |kpq| ≍ 1. Поэтому мы имеем:

s(vpq) = kpqp
mNp−mvpq.

Таким образом, мы можем написать следующее равенство:

〈svpq , wpq〉 = kpqp
mNp−m‖vpq‖

W
m−1

2
, n−1

2

2

≍ kpqp
mNp−mpmp−1/2q−1/2

= kpqp
mNp−1/2q−1/2.
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Итак, мы получаем следующую формулу для выражения, стоящего в
правой части равенства (4):

〈svp̃q̃, wpq〉
W

m−1

2
, n−1

2

2

=

{

0, (p, q) 6= (p̃, q̃),

kpqp
mNp−1/2q−1/2, (p, q) = (p̃, q̃).

Напомним, что элемент пространства C(T2)⊕ . . .⊕ C(T2), соответ-
ствующий функции vpq ∈ CH

0 (T2), выглядит так:

(∂jm
1 ∂

(N−j)n
2 vpq)

N
j=0 = ((ip)jm(iq)(N−j)nvpq)

N
j=0.

Поэтому, так как pmN ≍ qnN , мы можем взять следующего предста-
вителя класса эквивалентности, соответствующего (j∗i∗g∗s∗)wpq :

(lpqp
−1/2q−1/2vpq , 0, 0, . . . , 0), где |lpq| ≍ 1.

Наконец, мы применяем проектор PM (используя формулу из фак-
та 5; в нашем случае |λj | = pjmq(N−j)n ≍ pmN и следовательно
λ̄lλk(

∑

|λj |
2)−1 ≍ 1). Устремляя M к бесконечности, мы получаем:

∑

‖lpqp
−1/2q−1/2vpq‖

2
L1/2 ≍

∑

p−1q−1,

и мы уже выясняли, что такая сумма неограничена. Таким образом,
мы пришли к противоречию, и теорема доказана.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю
С. В. Кислякову за постановку задач, а также за полезные обсуждения
в процессе их решения.
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Tselishchev A. Absence of local unconditional structure in spaces of
smooth functions on the two-dimensional torus.

Consider a finite collection {T1, . . . , TJ} of differential operators with
constant coefficients on T

2 and the space of smooth functions generated by
this collection, namely, the space of functions f such that Tjf ∈ C(T2). It is
proved that under a certain natural condition this space is not isomorphic
to a quotient of a C(S)-space and does not have a local unconditional
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structure. This fact generalizes the previously known result that such
spaces are not isomorphic to a complemented subspace of C(S).
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