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Введение

Пусть B[0, 1] – пространство вещественнозначных, ограниченных,
измеримых функций, снабжённое sup-нормой.

Вторым модулем непрерывности функции f из B[0, 1] с шагом h

называется величина

ω2(f, h) = sup
|t|6h, x±t∈[0, 1]

|f(x− t)− 2f(x) + f(x+ t)|.

Обращаем внимание, что функции считаются определёнными в каж-
дой точке.

Важную роль будут играть функции

e0(t) = 1, e1(t) = t, pn, j(t) = Cj
nt

j(1− t)n−j .

В серии статьей, собранных в книге [1], Р. Палтаня доказал сле-
дующую теорему об оценке равномерного приближения операторами
Бернштейна.

Теорема 1. Пусть n ∈ N, f ∈ B[0, 1] и оператор Bn определён фор-

мулой

Bn(f)(x) =

n∑

j=0

pn, j(x)f

(
j

n

)
.

Тогда

‖Bn(f)− f‖ 6 ω2

(
f,

1√
n

)
,

причём это неравенство является точным для каждого n.

В работе [2] было установлено следующее обобщение теоремы 1.

Ключевые слова: операторы типа Канторовича, второй модуль непрерывности.
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Теорема 2. Пусть n > 60, f ∈ B[0, 1] и оператор Bn определён фор-

мулой

Bn(f)(x) =

n∑

j=0

pn, j(x)Fj(f),

где Fj – такие функционалы над B[0, 1], что Fj(e0) = 1, Fj(e1) =
j
n
,

Fj(f) =

mj∑

k=1

ck

(
f

(
j

n
− tk

)
+ f

(
j

n
+ tk

))

+

rj∫

0

ϕj(t)

(
f

(
j

n
− t

)
+ f

(
j

n
+ t

))
dt,

где

mj ∈ N, c1, . . . , cmj
> 0, t1, . . . , tmj

,

rj ∈
[
0,

1

3n

]
, ϕj ∈ L[0, 1], ϕj > 0.

Тогда1

‖Bn(f)− f‖ 6 ω2

(
f,

1√
n
+

17

6
max
06j6n

rj

)
,

причём это неравенство является точным для каждого n.

Наша цель заключается в том, чтобы получить обобщение этой тео-
ремы, не требующее явного выражения функционалов Fj , применимое
для любого n ∈ N. Прежде чем сформулировать основной результат
этой работы, дадим несколько определений.

Под suppF – носителем функционала F – мы понимаем наименьшее
по включению замкнутое множество со свойством

suppF ∩ supp f = ∅ ⇒ F (f) = 0 ∀f ∈ B[0, 1].

Через r(F ) обозначим наименьшее число r, такое что

supp(F ) ⊂ [F (e1)− r, F (e1) + r].

1В [2] заявлен шаг h+max06j6n rj , но это опечатка, по доказательству основной

теоремы получается, что шаг должен быть h+ 7

3
max06j6n rj , однако, к сожалению,

и это ошибочно. Дело в том, что в утверждении леммы 4 в той работе участву-
ет второй модуль с шагом h + h1, однако по доказательству становится понятно,
что его надо заменить на ω2(f, h + 3

2
h1), что увеличивает шаг в доказательстве

основной теоремы.
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Считая функции равными нулю вне промежутка [0, 1], определим
операторы Tσ, Sσ : B[0, 1] → B[0, 1],

Tσ(f)(x) = f(x+ σ), Sσ(f)(x) = f(2σ − x).

Операторы Tσ и Sσ осуществляют сдвиг и симметрию значений функ-
ции f соответственно.

Через F будем обозначать множество линейных непрерывных по-
ложительных функционалов над B[0, 1] со свойствами

F (e0) = 1, (1)

r(F ) 6 F (e1) 6 1− r(F ), (2)

F (f) = F (SF (e1)(f)). (3)

В этих условиях при

σ ∈ [r(F ) − F (e1), 1− F (e1)− r(F )] и f ∈ B[0, 1],

имеет место соотношение

SF (e1)Tσ(f)(t) = SF (e1)+
σ
2
(f)(t) ∀t ∈ suppF,

откуда следует полезное свойство элементов множества F : для любой
функции f ∈ B[0, 1] справедливо равенство

F (Tσ(f)) = F (SF (e1)+
σ
2
(f)) ∀σ ∈ [r(F ) − F (e1), 1− F (e1)− r(F )].

(4)
Сформулируем основной результат данной работы.

Теорема 3. Пусть n ∈ N, f ∈ B[0, 1] и оператор Bn задан формулой

Bn(f)(x) =
n∑

j=0

pn, j(x)Fj(f),

где Fj ∈ F , Fj(e1) =
j

n
, а кроме того, если n > 10, то

R = max
j=0,...,n

r(Fj) < min

{
1

n
,

1

4
√
n

}
.

Тогда

‖Bn(f)− f‖ 6 ω2

(
f,

1√
n
+ hn

)
,
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где

hn =





0, n < 5,
n−2

√
n

2n , 5 6 n 6 10,
2
n
+ 3

2R, 11 6 n < 60,
5
2R, n > 60.

причём это неравенство точно для каждого n.

Напоминаем, что использование для приближения конструкции
n∑

j=0

pn, jFj , где Fj – положительные операторы, было предложено Кан-

торовичем [3]. Историю вопроса можно посмотреть в [4].
Также отметим, что порядок шага 1√

n
является оптимальным при

оценке приближения линейными положительными операторами через
второй модуль непрерывности. Подробности об этом также можно най-
ти в [4].

Леммы

Лемма 1. Пусть M > 0, f ∈ B[0, 1],

F =
∑

i∈I
γiFi,

где I – конечный набор индексов, γi > 0, Fi – линейные функционалы

над B[0, 1], причём Fi(e0) = 1, yi = Fi(e1), а точка x, определённая

равенством

F (e1 − xe0) = 0,

принадлежит отрезку (0, 1).
Пусть найдётся множество Z ⊂ (0, 1), а для каждого z ∈ Z непе-

ресекающиеся непустые наборы индексов I(z), J(z) ⊂ I, такие что

yi < z 6 yj ∀i ∈ I(z), ∀j ∈ J(z), (5)

и выполнены следующие условия:
1) x ∈ Z, причём I(x) ∪ J(x) = I,

2) для любого z ∈ Z выполнено

∑

i∈I(z)

γi(z − yi) +
∑

j∈J(z)

γj(z − yj) > 0, (6)
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3) для любого z ∈ Z и для любого i ∈ I(z) выполнено хотя бы одно

из двух: или

∣∣∣∣
yj − z

yj − yi
Fi(f) +

z − yi

yj − yi
Fj(f)− f(z)

∣∣∣∣ 6 M, ∀j ∈ J(z), (7)

или найдётся такая точка zi ∈ Z, что I(zi), J(zi) ⊂ J(z) и

∣∣∣∣
yj − z

yj − yi
Fi(f) +

z − yi

yj − yi
Fj(f)− f(z)

∣∣∣∣ 6 M, ∀j ∈ J(z) \ J(zi), (8)

∣∣∣∣
z − zi

z − yi
Fi(f) +

zi − yi

z − yi
f(z)− f(zi)

∣∣∣∣ 6
zi − z

z − yi
M. (9)

Тогда

|F (f)− F (e0)f(x)| 6 F (e0)M.

Доказательство. Пусть

γ =
∑

i∈I(x)

γi(x− yi) =
∑

j∈J(x)

γj(yj − x).

Последнее равенство следует из определения точки x и условия 1):

0 = F (e1 − xe0) =
∑

i∈I
γi(yi − x)

=
∑

i∈I(x)

γi(yi − x) −
∑

i∈J(x)

γj(x − yj).

Мы будем пользоваться следующими тождествами, справедливость
которых читатель установит без труда:

∑

i∈I(x)

∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ
=

∑

i∈I(x)∪J(x)

γi = F (e0), (10)

F (f)− F (e0)f(x)

=
∑

i∈I(x)

∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ

(
yj − x

yj − yi
Fi(f) +

x− yi

yj − yi
Fj(f)− f(x)

)
. (11)
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Если для точки x и для каждого i ∈ I(x) выполнено условие (7), то
справедливость леммы следует из (10) и (11):

|F (f)− f(x)F (e0)|

6
∑

i∈I(x)

∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ

∣∣∣∣
yj − x

yj − yi
Fi(f) +

x− yi

yj − yi
Fj(f)− f(x)

∣∣∣∣

6


 ∑

i∈I(x)

∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ


M = F (e0)M.

Перейдём к общему случаю.
Доказательство проведём индукцией по m = |J(x)|, где через | · | мы

обозначаем мощность множества. Если m = 1 и i ∈ I(x), то требования
к точке zi не могут выполниться, а значит, выполняется условие (7).
В этом случае лемма уже доказана.

Пусть утверждение верно при |J(x)| < m, проверим, что оно верно
при |J(x)| = m. Для этого достаточно показать, что для всех i ∈ I(x)
верно неравенство

∣∣∣∣∣∣

∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ

(
yj − x

yj − yi
Fi(f) +

x− yi

yj − yi
Fj(f)− f(x)

)∣∣∣∣∣∣

6


 ∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ


M, (12)

так как в этом случае получим

|F (f)− f(x)F (e0)|

6
∑

i∈I(x)

∣∣∣∣∣∣

∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ

(
yj − x

yj − yi
Fi(f) +

x− yi

yj − yi
Fj(f)− f(x)

)∣∣∣∣∣∣

6


 ∑

i∈I(x)

∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ


M = F (e0)M.

Пусть для некоторого i ∈ I(x) не выполняется условие (7) для z =
x и xi – точка со свойствами (8) и (9), причём I(xi), J(xi) ⊂ J(x).
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Обозначим

µi =

∑
j∈J(xi)

γj(yj − xi)

∑
j∈I(xi)

γj(xi − yj)
,

Hi = µi

∑

j∈I(xi)

γjFj +
∑

j∈J(xi)

γjFj ,

Pi(t) =
x− t

x− yi
Fi(f) +

t− yi

x− yi
f(x).

Сперва покажем, что

∣∣∣∣∣∣

∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ

(
yj − x

yj − yi
Fi(f) +

x− yi

yj − yi
Fj(f)− f(x)

)∣∣∣∣∣∣

6
γi

γ


 ∑

j∈J(x)\J(xi)

γj(yj − yi)− µi

∑

j∈I(xi)

γj(yj − yi) + (xi − x)Hi(e0)


M

+
γi(x− yi)

γ
|Hi(f)− f(xi)Hi(e0)|. (13)

Обращаем внимание, что в силу условия (5) и поскольку I(xi),
J(xi) 6= ∅, величина µi корректно определена и неотрицательна. Более
того, из (6) следует, что µi 6 1.

Также отметим, что в силу свойств функционалов Fj верно равен-
ство

Fj(f − Pi) =
yj − yi

x− yi

(
yj − x

yj − yi
Fi(f) +

x− yi

yj − yi
Fj(f)− f(x)

)
,

откуда с учётом условия (8) для j ∈ J(x) \ J(xi) получаем

|Fj(f − Pi)| 6
yj − yi

x− yi
M.
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Имеем
∣∣∣∣
∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ

(
yj − x

yj − yi
Fi(f) +

x− yi

yj − yi
Fj(f)− f(x)

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∑

j∈J(x)

γiγj(x − yi)

γ
Fj(f − Pi)

∣∣∣∣

6
∑

j∈J(x)\(J(xi)∪I(xi))

γiγj(x− yi)

γ

∣∣Fj(f − Pi)
∣∣

+ (1 − µi)
∑

j∈I(xi)

γiγj(x− yi)

γ

∣∣Fj(f − Pi)
∣∣ + γi(x− yi)

γ

∣∣Hi(f − Pi)
∣∣

6
∑

j∈J(x)\(J(xi)∪I(xi))

γiγj(yj − yi)

γ
M + (1− µi)

∑

j∈I(xi)

γiγj(yj − yi)

γ
M

+
γi(x− yi)

γ

(∣∣f(xi)−Pi(xi)
∣∣Hi(e0)+

∣∣Hi(f−Pi)−(f(xi)−Pi(xi))Hi(e0)
∣∣
)

6
γi

γ

( ∑

j∈J(x)\J(xi)

γj(yj − yi)M − µi

∑

j∈I(xi)

γj(yj − yi)M

+ (x− yi)
∣∣f(xi)− Pi(xi)

∣∣Hi(e0)
)

+
γi(x− yi)

γ

(∣∣Hi(f)− f(xi)Hi(e0)
∣∣ +
∣∣Hi(Pi)− Pi(xi)Hi(e0)

∣∣
)

6
γi

γ

( ∑

j∈J(x)\J(xi)

γj(yj − yi)

− µi

∑

j∈I(xi)

γj(yj − yi) + (x− yi)

(
xi − yi

x− yi
− 1

)
Hi(e0)

)
M

+
γi(x− yi)

γ

(∣∣Hi(f)− f(xi)Hi(e0)
∣∣+
∣∣Hi(Pi)− Pi(xi)Hi(e0)

∣∣
)
,

где в последнем неравенстве мы воспользовались тем, что точка xi удо-
влетворяет соотношению (9). Для доказательства формулы (13) оста-
лось заметить, что

Hi(e1 − xie0) = 0, (14)

откуда следует, что Hi(P ) − P (xi)Hi(e0) = 0 для любого полинома P

степени не выше первой.
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Теперь проверим, что функционалы Hi удовлетворяют требованиям
леммы при том же M , I = I(xi) ∪ J(xi) и тех же функционалах Fj .
Как видно из (14), роль точки x для оператора Hi играет точка xi.
Рассмотрим множество

Zi = {xi} ∪ {z ∈ Z | I(z), J(z) ⊂ J(xi)} ⊂ Z.

В качестве индексных множеств для z ∈ Zi сохраним I(z) и J(z). Ясно,
что при этом выполнено условие 1). Путь z ∈ Zi. Проверка условий 2)
и 3) проводится элементарно в силу сохранения множеств I(z) и J(z)
и коэффициентов γj при j ∈ J(xi). Отдельно поясним, что в случае
z = xi условие (6) имеет вид

µi

∑

j∈I(xi)

γj(xi − yj) +
∑

j∈J(xi)

γj(xi − yj) = Hi(xe0 − e1) = 0.

Таким образом, поскольку

|J(xi)| < |J(xi)|+ |I(xi)| 6 |J(x)| = m,

c учётом индукционного предположения формулу (13) можно перепи-
сать так:∣∣∣∣∣∣

∑

j∈J(x)

γiγj(yj − yi)

γ

(
yj − x

yj − yi
Fi(f) +

x− yi

yj − yi
Fj(f)− f(x)

)∣∣∣∣∣∣

6
γi

γ


 ∑

j∈J(x)\J(xi)

γj(yj − yi)− µi

∑

j∈I(xi)

γj(yj − yi) + (xi − yi)Hi(e0)


M.

Для доказательства неравенства (12) осталось заметить, что
∑

j∈J(x)\J(xi)

γj(yj − yi)− µi

∑

j∈I(xi)

γj(yj − yi) + (xi − yi)Hi(e0)

=
∑

j∈J(x)\J(xi)

γj(yj − yi)− µi

∑

j∈I(xi)

γj(yj − yi)

+ µi

∑

j∈I(xi)

γj(xi − yi) +
∑

j∈J(xi)

γj(xi − yi)

=
∑

j∈J(x)\J(xi)

γj(yj − yi) + µi

∑

j∈I(xi)

γj(xi − yj) +
∑

j∈J(xi)

γj(xi − yi)

=
∑

j∈J(x)\J(xi)

γj(yj − yi) +
∑

j∈J(xi)

γj(yj − xi) +
∑

j∈J(xi)

γj(xi − yi)
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=
∑

j∈J(x)\J(xi)

γj(yj − yi) +
∑

j∈J(xi)

γj(yj − yi) =
∑

j∈J(x)

γj(yj − yi),

и сослаться на (10). �

В доказательствах лемм 2 и 3 мы будем пользоваться хорошо из-
вестным фактом, что если 0 6 a < b 6 1, x ∈ [a, b], f ∈ B[0, 1], то

∣∣∣∣
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b)− f(x)

∣∣∣∣ 6 ω2

(
f,

b− a

2

)
, (15)

и простым соображением, касающимся произвольного линейного по-
ложительного функционала F :

|F (f)| 6 F

(
sup

x∈suppF

|f(x)|
)

= sup
x∈suppF

|f(x)|F (e0),

которое при F ∈ F даёт

|F (f)| 6 sup
x∈suppF

|f(x)|. (16)

Лемма 2. Пусть f ∈ B[0, 1], 0 6 a < b 6 1, x ∈ [a, b], Fa, Fb ∈ F,

причём Fa(e1) = a, Fb(e1) = b. Тогда
∣∣∣∣
b− x

b− a
Fa(f) +

x− a

b− a
Fb(f)− f(x)

∣∣∣∣ 6 ω2 (f, h) ,

где

h = max

{
b− a

2
+

r(Fa) + r(Fb)

2
, r(Fa), r(Fb)

}
.

Доказательство. Обозначим

g(t) =
b− t

b− a
Fa(f) +

t− a

b− a
Fb(f)− f(t).

Поскольку

g(x) =
b− x

b− a
Fa(f) +

x− a

b− a
Fb(f)− f(x), ω2(g, h) = ω2(f, h),

достаточно доказать, что для всех x ∈ [a, b] верна оценка

|g(x)| 6 ω2(g, h).

Более того, поскольку мы можем при необходимости рассматривать
вместо g функцию −g, ограничимся доказательством неравенства

g(x) 6 ω2(g, h)
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для x ∈ [a, b], для которых g(x) > 0.
Поскольку Fa и Fb – положительные функционалы и Fa(g)=Fb(g)=0,

существуют точки a∗ ∈ suppFa, b
∗ ∈ suppFb, такие что

g(a∗), g(b∗) 6 0.

Если x ∈ [a∗, b∗], то по (15)

g(x)− b∗ − x

b∗ − a∗
g(a∗)− x− a∗

b∗ − a∗
g(b∗) 6 ω2

(
g,

b∗ − a∗

2

)
,

откуда

g(x) 6 ω2

(
g,

b∗ − a∗

2

)
+

b∗ − x

b∗ − a∗
g(a∗) +

x− a∗

b∗ − a∗
g(b∗)

6 ω2

(
g,

b∗ − a∗

2

)
6 ω2(g, h).

Иначе верно хотя бы одно: или x ∈ [a, a∗), или x ∈ (b∗, b]. Иссле-
дование обоих случаев проводится абсолютно одинаково, поэтому мы
ограничимся первым.

Итак, имеем

Fa(g) = 0, Fa(e1) = a, x ∈ [a, a∗) ⊂ [a, a+ r(Fa)), g(a∗) 6 0,

покажем, что g(x) 6 ω2(g, r(Fa)) 6 ω2(g, h).
Пусть x = a. Поскольку, c учётом формулы (3),

Fa(g) = Fa(Sa(g)) =
Fa(g) + Fa(Sa(g))

2
,

ввиду (16) получаем

g(a) = g(a)− Fa(g) = Fa(g(a)e0)− Fa(g)

= F (g(a)e0)−
Fa(g) + Fa(Sa(g))

2
=

1

2
F (−g + 2g(a)e0 − Sa(g))

6
1

2
sup

t∈suppF

| − g(t) + 2g(a)− g(2a− t)| 6 1

2
ω2(g, r(Fa)). (17)

Если x 6= a, предположим, что g(x) − ω2(g, r(Fa)) > 0. Пусть
s ∈ (x, a+ r(Fa)], а t ∈ [a− r(Fa), s). Согласно формуле (15)

s− x

s− t
g(t) +

x− t

s− t
g(s)− g(x) > −ω2(g, r(Fa)),
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из чего следует оценка

g(t) >
s− t

s− x
(g(x) − ω2(g, r(Fa)))−

x− t

s− x
g(s). (18)

Сопоставляя (17) и (18) при t = a, получаем

1

2
ω2(g, r(Fa)) >

s− a

s− x
(g(x) − ω2(g, r(Fa)))−

x− a

s− x
g(s),

откуда

g(s) >
s− a

x− a
(g(x) − ω2(g, r(Fa)))−

s− x

2(x− a)
ω2(g, r(Fa)),

что эквивалентно соотношению

g(s)− (g(x)− ω2(g, r(Fa)))

>
s− x

x− a
(g(x) − ω2(g, r(Fa)))−

s− x

2(x− a)
ω2(g, r(Fa)),

а значит

inf
s∈(x, a+r(Fa)]

g(s)− (g(x) − ω2(g, r(Fa)))

s− x
> −∞,

из чего в свою очередь следует, что для любого ε > 0 найдётся

s∗ ∈ (x, a+ r(Fa)],

такой что для всех s ∈ (x, a+ r(Fa)] имеем

g(s)− (g(x)− ω2(g, r(Fa)))

s− x
>

g(s∗)− (g(x)− ω2(g, r(Fa)))

s∗ − x
− ε,

откуда

g(s) >
s∗ − s

s∗ − x
(g(x)− ω2(g, r(Fa)))−

x− s

s∗ − x
g(s∗)− (s− x)ε, (19)

что эквивалентно соотношению

−g(s∗) >
s∗ − s

s− x
(g(x) − ω2(g, r(Fa)))− (s∗ − x)ε− s∗ − x

s− x
g(s).

Пользуясь неравенствами g(a∗) 6 0, x < a∗, при s = a∗, из последнего
неравенства получаем оценку

−g(s∗) >
s∗ − a∗

a∗ − x
(g(x)− ω2(g, r(Fa)))− (s∗ − x)ε. (20)

Наконец, сопоставляя (18) и (19) при s = s∗, получаем

g(τ) >
s∗ − τ

s∗ − x
(g(x)−ω2(g, r(Fa)))−

x− τ

s∗ − x
g(s∗)−ε(τ −x)1(x, a+r(Fa)](τ)
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для всех τ ∈ [a− r(Fa), a+ r(Fa)] . В силу положительности функци-
онала Fa отсюда следует, что

Fa(g)>
s∗−a

s∗−x
(g(x)−ω2(g, r(Fa)))−

x−a

s∗−x
g(s∗)−εFa

(
(τ−x)1(x, a+r(Fa)]

)
,

а с учётом оценки (20) это даёт нам неравенство

Fa(g)>
a∗−a

a∗−x
(g(x)−ω2(g, r(Fa)))− ε

(
(x− a)+Fa

(
(τ − x)1(x, a+r(Fa)]

))
,

которое противоречит условию Fa(g) = 0 при достаточно малом ε. �

Лемма 3. Пусть f ∈ B[0, 1], n ∈ N, h > 0, F ∈ F , a = F (e1), причём

a+ 2h+ r(F ) 6 1,

и

b ∈
[
a+

2r(F )

2n+1 − 3
, a+

2h

2n

]
.

Тогда найдётся точка

x∗ ∈ [a+ 2n(b− a)− r(F ), a+ 2n(b− a) + r(F )] ,

такая что∣∣∣∣f(x
∗)− b−x∗

b−a
F (f)− x∗−a

b−a
f(b)

∣∣∣∣ 6
x∗−b

b−a
ω2(f, max{h, b− a+ r(F )}).

(21)

Доказательство. Обозначимmax{h, b−a+r(F )} через h̃. Достаточно
доказать лемму для функции

g(x) = f(x)− x− a

b− a
f(b)− b− x

b− a
F (f).

Поскольку

F (g) = g(b) = 0, ω2(g, ·) = ω2(f, ·),
в этом случае неравенство (21) принимает вид

|g(x∗)| 6 x∗ − b

b− a
ω2(g, h̃).

Для начала покажем, что

|F (T2n(b−a)(g))| 6 (2n − 1)ω2(g, h̃). (22)

Для этого докажем неравенства

|F (T2(b−a)(g))| 6 ω2(g, h̃) (23)
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и
|F (T2t(g))| 6 ω2(g, h̃) + 2|F (Tt(g))| ∀t ∈ [0, h] , (24)

из которых легко следует оценка (22).
Для доказательства неравенства (23) воспользуемся тем, что по

формуле (4)

F (T2b−2a(g)) = F (SF (e1)+(b−a)(g)) = F (Sb(g)).

Далее, в условиях леммы

0 6 a− r(F ) 6 2b− a− r(F ), 2b− a+ r(F ) 6 a+ 2h+ r(F ) 6 1,

а значит
Sb(g)(x) = g(2b− x) ∀x ∈ suppF,

откуда, с учётом формулы (16), имеем

|F (T2b−2a(g))| = |F (g)− 2g(b) + F (T2b−2a(g))|
= |F (g)− 2g(b) + F (Sb(g))|
= |F (g) + F (−2g(b)e0) + F (Sb(g))|
= |F (g − 2g(b)e0 + Sb(g))|
6 sup

x∈supp(F )

|g(x)− 2g(b) + Sb(g)(x)|

= sup
x∈supp(F )

|g(x)− 2g(b) + g(2b− x)| 6 ω2(g, h̃).

Теперь докажем неравенство (24). В условиях леммы 2h+a+r(F ) 6 1,
поэтому

T2t(g) = g(x+ 2t) ∀x ∈ suppF,

следовательно

|F (T2t(g))− 2F (Tt(g))| = |F (g)− 2F (Tt(g)) + F (T2t(g))|
= |F (g − 2Tt(g) + T2t(g))|
6 sup

x∈supp(F )

|g(x)− 2Tt(g)(x) + T2t(g)(x)|

= sup
x∈supp(F )

|g(x)− 2g(x+ t) + g(x+ 2t)|

6 ω2(g, h) 6 ω2(g, h̃).

Покажем, что существует такая точка x∗ ∈ supp(F ◦ T2n(b−a)), что

|g(x∗)| 6 x∗ − a

b− a
ω2(g, h̃).
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Пусть это не так. Рассмотрим несколько случаев. Пусть

g(x) >
x− b

b− a
ω2(g, h̃) (25)

при всех x∈supp(F ◦T2n(b−a)). Рассмотрим функционал F̃ =F◦T2n(b−a).
Этот функционал линейный и положительный, а поскольку

a+ r(F ) + 2n(b − a) 6 1,

имеем

F̃ (e0) = F (T2n(b−a)(e0)) = F (e0) = 1,

F̃ (e1) = F (T2n(b−a)(e1)) = F (e1 + (T2n(b−a)(e1)− e1))

= F (e1) + 2n(b − a)F (e0) = a+ 2n(b− a).

Поэтому

F̃ (g) > F̃

((
x− a

b− a
− 1

)
ω2(g, h̃)

)

=

(
F̃ (e1)− aF̃ (e0)

b− a
− F̃ (e0)

)
ω2(g, h̃) = (2n − 1)ω2(g, h̃),

что приводит к противоречию c (22).
Аналогично, исключён вариант, при котором

g(x) < −x− b

b− a
ω2(g, h̃) (26)

при всех x ∈ supp(F ◦ T2n(b−a)). Значит, существуют точки x1, x2 ∈
supp F̃ , для которых не выполняются неравенства (26) и (25), соот-
ветственно. Если ни одна из них не подходит на роль x∗, то для x1

обязано выполниться (25), а для x2 – (26). Не умаляя общности мы
можем считать, что x1 < x2.

Согласно (15), имеем

g(x1)−
x1 − b

x2 − b
g(x2)−

x2 − x1

x2 − b
g(b) 6 ω2(g, h̃),

а по условию

x1 − b > (2n − 1)(b− a)− r(F )

=
b− a

2
+

1

2

(
(2n+1 − 3)(b − a)− 2r(F )

)
>

b− a

2
,
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поэтому имеем противоречие

ω2(g, h̃) > g(x1)−
x1 − b

x2 − b
g(x2)−

x2 − x1

x2 − b
g(b)

= g(x1)−
x1 − b

x2 − b
g(x2)

>
(x1 − b

b− a
+

(x1 − b)

(x2 − b)

(x2 − b)

(b− a)

)
ω2(g, h̃)

=
2(x1 − b)

b− a
ω2(g, h̃) > ω2(g, h̃). �

Следующая лемма представляет собой собрание утверждений, дан-
ных Палтаней в его книге. В качестве доказательства мы предлагаем
ссылки на соответствующие места в [1].

Здесь и далее мы будем пользоваться индексными функциями для
t ∈ R:

τ(t) = min

{
j ∈ N0

∣∣∣ j
n
> t

}
, σ(t) = max

{
j ∈ Z

∣∣∣ j
n
< min{t, 1}

}
,

τ(t) = min

{
j ∈ N0

∣∣∣ j
n
> t

}
, σ(t) = max

{
j ∈ Z

∣∣∣ j
n
6 min{t, 1}

}
.

(27)

Лемма 4. Пусть n > 6, h = 1√
n
. Для произвольных x ∈ (0, 1 − h) и

z ∈ (x + 3
4h, 1) определим

In(x) =





{
τ
(
x− h

2 − 1
n

)
, . . . , σ(x)

}
, n < 60, x < 3

4h+ 1
n{

τ (x− h), . . . , σ
(
x− 3

4h− 1
n

)}

∪
{
τ
(
x− h

2 − 1
n

)
, . . . , σ(x)

}
, n < 60, x > 3

4h+ 1
n
,{

τ
(
x− h

2

)
, . . . , σ(x)

}
, n > 60,

Jn(x) = {σ(x), . . . , n} ,

Jn, x(z) =





{τ(x), . . . , n}, z ∈
(
x+ 3

4h, x+ h
]
,

{τ(z − h), . . . , n}, z ∈
(
x+ h, x+ 5

4h
]
,{

τ
(
z − h

2

)
, . . . , n

}
, z ∈

(
x+ 5

4h, 1
)
.

Тогда существуют функции gn, 0, gn, 1, . . . , gn,n : (0, 1 − h) → (0, 1],
такие что для всякого x ∈ (0, 1− h) справедливы соотношения

∑

i∈In(x)

gn, i(x)

(
x− i

n

)
+

∑

j∈Jn(x)

gn, j(x)

(
x− j

n

)
= 0, (28)
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∑

j∈Jn, x(z)

gn, j(x)

(
z − j

n

)
> 0 ∀z ∈

[
x+

3

4
h, 1

)
, (29)

и при этом

gn, j(x) = pn, j(x), j ∈ {τ(x+ h), . . . , n}, (30)

и для любого x ∈ (h, 1− h)

gn, j(x) + gn,n−j(1 − x) < pn, j(x), j ∈ {τ(x − h), . . . , σ(x + h)}. (31)

Доказательство. Обозначим

J (1)
n (x)=

{
τ(x), . . . , σ

(
x+

h

2

)}
, J (2)

n (x)=

{
τ

(
x+

h

2

)
, σ(x+ h)

}
,

J (3)
n (x) = {τ(x+ h), . . . , n},

J∗
n, x(z) = Jn, x(z) ∩ J (1)

n (x), ϕn, j(x, t) = pn, j(x)

(
t− j

n

)
.

Покажем, что для существования функций gn, 0, gn, 1, . . . , gn,n до-
статочно того, что

3

2
h

∑

j∈Jn,x(z)

pn, j(x)+
∑

j∈Jn, x(z)

ϕn, j(x, x) > 0, ∀z ∈
(
x+

3

2
h, 1

)
, (32)

и существования функций λ
(1)
n , λ

(2)
n , µn : (0, 1 − h) → (0, 1) со свой-

ствами
∑

j∈J∗

n, x(z)

λ(1)
n (x)ϕn, j(x, z) +

∑

j∈J
(2)
n, x(z)

λ(2)
n (x)ϕn, j(x, z)

+
∑

j∈J
(3)
n (x)

ϕn, j(x, z) > 0 ∀z ∈
[
x+

3

4
h, x+

3

2
h

]
, (33)

∑

i∈In(x)

µn(x)ϕn, i(x, x) +
∑

j∈J
(1)
n (x)

λ(1)
n (x)ϕn, j(x, x)

+
∑

j∈J
(2)
n (x)

λ(2)
n (x)ϕn, j(x, x) +

∑

j∈J
(3)
n (x)

ϕn, j(x, x) = 0, (34)

λ(1)
n (x) +µn(1−x) < 1, λ(2)

n (x) +µn(1−x) < 1 ∀x ∈ (h, 1− h). (35)
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Пусть

gn, j(x) =

{
µn(x)pn, j(x), j ∈ {0, . . . , σ(x)},
αn, j(x)pn, j(x), j ∈ {τ(x), . . . , n},

где

αn, j(x) =





λ
(1)
n (x), j ∈ J (1)(x),

λ
(2)
n (x), j ∈ J (2)(x),

1, j ∈ J (3)(x).

Равенство (28) выполняется благодаря равенству (34), а равенство (30)
– по построению. Неравенство (29) для z ∈

[
x+ 3

4h, x+ 3
2h
]

следует

из (33). Для z ∈
(
x+ 3

2h, 1
)

ввиду формулы (32) имеем

∑

j∈Jn, x(z)

gn, j(x)

(
z − j

n

)
=

n∑

j=τ(z−h
2 )

gn, j(x)

(
z − j

n

)

=

n∑

j=τ(z−h
2 )

pn, j(x)

(
z − j

n

)

= (z − x)
n∑

j=τ(z−h
2 )

pn, j(x) +
n∑

j=τ(z−h
2 )

pn, j(x)

(
x− j

n

)

>
3

2
h

n∑

j=τ(z−h
2 )

pn, j(x)−
n∑

j=τ(z−h
2 )

pn, j(x)

(
j

n
− x

)
> 0.

Наконец, покажем, что (31) следует из (35). Поскольку

pn, j(x) = pn, n−j(1− x),

имеем

gn, j(x) + gn,n−j(1 − x)

=

{
(αn, n−j(1− x) + µn(x)) pn, j(x), j ∈ {τ(x− h), . . . , σ(x)},
(αn, j(x) + µn(1− x)) pn, j(x), j ∈ {τ(x), . . . , σ(x+ h)},

а поскольку при j ∈ {τ(x), . . . , σ(x+ h)} выполняется

n− j ∈ {τ(1 − x− h), . . . , σ(1 − x)},



84 Л. Н. ИХСАНОВ

это означает, что gn, j(x) + gn,n−j(1− x) имеет одно из четырёх значе-
ний:

(
λ(1)
n (1 − x) + µn(x)

)
pn, j(x),

(
λ(2)
n (1 − x) + µn(x)

)
pn, j(x)

(
λ(1)
n (x) + µn(1 − x)

)
pn, j(x),

(
λ(2)
n (x) + µn(1− x)

)
pn, j(x),

после чего остаётся сослаться на (35).
Дадим ссылки из [1] на (32), (33), (34), (35). Для случая n > 60

формула (32) следует из комбинации леммы 4.2.2 (стр. 99) и леммы
4.2.5 (стр. 104), а для случая 6 < n < 60 из леммы 4.2.7 (стр. 111).

Поскольку величина µn(x) полностью определена соотношением

(34), формулу (35) можно рассматривать как условие на λ
(1)
n (x) и

λ
(2)
n (x). Существование величин λ

(1)
n (x) и λ

(2)
n (x) при n > 60 следует из

леммы 4.2.6 (стр. 104), подробности также можно найти в доказатель-
стве утверждения 4.2.1 (стр. 108). Заметим, что в указанной лемме

λ
(2)
n = 0, однако легко видеть, что это значение можно заменить на

достаточно малое положительное число.

При 6 < n < 60 существование величин λ
(1)
n (x) и λ

(2)
n (x) следует

из леммы 4.2.7 (стр. 111) и утверждения 4.2.2 (стр. 118). Обращаем
внимание, что взамен неравенства (35) в указанной лемме использу-
ется более сильное, где вместо величины µn(x), определённой в (34),
фигурирует величина

µ̃n(x) =

σ(x+h)∑
j=τ(x)

λn(x)pn, j(x)
(
j

n
− x
)
+

n∑
j=τ(x+h)

pn, j(x)
(
j

n
− x
)

σ(x− 3
4h)∑

j=τ(x−h)

pn, j(x)
(
x− j

n

)
+

σ(x)∑
j=τ(x−h

2 )
pn, j(x)

(
x− j

n

)
.

Значение µn(x) совпадает с µ̃n(x) при x− h
2 − 1

n
< 0, а в противном слу-

чае может быть получено, если в индексном множестве знаменателя
приведённой дроби удалить точку σ

(
x− 3

4h
)

и добавить τ
(
x− h

2 − 1
n

)
.

Поскольку последовательность pn,j(x) возрастает при j∈{0, . . . , σ(x)},
это означает, что знаменатель при этом увеличится, следовательно

µn(x) 6 µ̃n(x). �
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Доказательство теоремы 3

Заметим, что в силу условия (2) получается, что r(F0) = r(Fn) = 0,
а значит, по условию (1) для любой функции ϕ ∈ B[0, 1] имеем

F0(ϕ) = ϕ(0), Fn(ϕ) = ϕ(1).

Обозначим h = 1√
n
. Сперва докажем точность результата. Для этого

рассмотрим функцию

ϕε(t) = 1[0,ε](t) ·
ε− t

ε
.

Несложно видеть, что ω2(ϕε, h+ hn) = 1. При ε < 1
n
−R имеем

Bn(ϕε)(x) = (1 − x)nF0(ϕε) = (1 − x)n,

‖Bn(ϕε)− ϕε‖ = ‖(1− x)n − ϕε(x)‖ −→
ε→0+

1.

Перейдём к доказательству неравенства. Оно будет строиться на
проверке условий 1), 2), 3) леммы 1 для различных функционалов. В
качестве константы M будет выступать величина ω2(f, h + hn). При
этом мы будем указывать специально индексное множество I, а также
коэффициенты γi, а в качестве функционалов Fi будут всегда высту-
пать функционалы из условия. При этом yi = i

n
. Напоминаем, что

при x = 0, 1 имеем Bn(f, x) = f(x), так что справедливость теоремы
очевидна.

Пусть n 6 10 и x ∈ (0, 1) фиксировано. Проверим условие леммы
для функционала Bn(f, x), где I = {0, . . . , n}, γi = pn, i(x). В каче-
стве множества Z выберем {x}, и пусть I(x) = {0, . . . , σ(x)}, J(x) =
{τ(x), . . . , n}, где индексные функции определены формулами (27).

Обращаем внимание, что, так как Fi(e0) = 1, Fi(e1) =
i
n
, то

Bn(e1 − xe0, x) = 0,

откуда легко видеть, что условия 1) и 2) соблюдены. Для проверки
условия 3) докажем формулу (7). В силу соотношения (2), для любых
i ∈ I(x) и j ∈ J(x) верны неравенства

yj + r(Fj)− (yi − r(Fi)) 6 1 6 2h+ 2hn,
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значит, по лемме 2,∣∣∣∣f(x)−
yj − x

yj − yi
Fi(f)−

x− yi

yj − yi
Fj(f)

∣∣∣∣

6 ω2

(
f,max

{
yj−yi

2
+

r(Fi)+r(Fj)

2
, r(Fi), r(Fj)

})
6 ω2 (f, h+ hn) .

Пусть теперь n > 10, зафиксируем x ∈ (0, 1), и пусть gn, j – функции
из леммы 4. Рассмотрим

F (f) =
∑

i∈In(x)

gn, i(x)Fi(f) +
∑

j∈Jn(x)

gn j(x)Fj(f),

G(f) =
∑

i∈I∗

n(x)

gn, n−i(1 − x)Fi(f) +
∑

j∈J∗

n(x)

gn, n−j(1− x)Fj(f),

H(f) =





Bn(f, x) − F (f), x < h,

Bn(f, x) −G(f), x > 1− h,

Bn(f, x) − F (f)−G(f), x ∈ [h, 1− h],

где

In(x) =





{
τ
(
x− h

2 − 1
n

)
, . . . , σ(x)

}
, n < 60, x < 3

4h+ 1
n
,{

τ (x− h), . . . , σ
(
x− 3

4h− 1
n

)}

∪
{
τ
(
x− h

2 − 1
n

)
, . . . , σ(x)

}
, n < 60, x > 3

4h+ 1
n
,{

τ
(
x− h

2

)
, . . . , σ(x)

}
, n > 60,

Jn(x) = {τ(x), . . . , n} ,
I∗n(x) = {i |n− i ∈ In(1− x)}, J∗

n(x) = {j |n− j ∈ Jn(1− x)}.
Для доказательства теоремы нам достаточно установить неравен-

ства
|F (f)− f(x)F (e0)| 6 F (e0)ω2 (f, h+ hn) , (36)

|G(f)− f(x)G(e0)| 6 G(e0)ω2 (f, h+ hn) , (37)

|H(f)− f(x)H(e0)| 6 H(e0)ω2 (f, h+ hn) . (38)

Начнём с того, что (37) следует из (36). В самом деле, если (36)
верно для любых x и набора (F0, . . . , Fn), удовлетворяющего условию
теоремы, то достаточно заметить, что

G(f, x, F0, . . . , Fn) = F
(
S 1

2
(f), 1− x, F̃0 . . . , F̃n

)
,

где

F̃i = Fn−i ◦ T−n−2i
n

.
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Действительно, так как

−n− 2i

n
∈ [r (Fn−i)− Fn−i(e1), 1− r (Fn−i)− Fn−i(e1)] ,

то по (4)

F̃i

(
S 1

2
(f)
)
= Fn−i

(
T−1+ 2i

n
S 1

2
(f)
)
= Fn−i

(
Sn−i

n
− 1

2+
i
n
S 1

2
(f)
)

= Fn−i

(
S 1

2
S 1

2
(f)
)
= Fn−i(f),

а значит,

F
(
S 1

2
(f), 1− x, F̃0 . . . , F̃n

)

=
∑

i∈In(1−x)

gn, i(1− x)F̃i

(
S 1

2
(f)
)
+

∑

j∈Jn(1−x)

gn, j(1− x)F̃j

(
S 1

2
(f)
)

=
∑

i∈In(1−x)

gn, i(1− x)Fn−i(f) +
∑

j∈Jn(1−x)

gn, j(1− x)Fn−j(f)

=
∑

n−i∈In(1−x)

gn,n−i(1− x)Fi(f) +
∑

n−j∈Jn(1−x)

gn, n−j(1− x)Fj(f)

=
∑

i∈I∗

n(x)

gn, n−i(1− x)Fi(f) +
∑

j∈J∗

n(x)

gn,n−j(1 − x)Fj(f).

Для доказательства неравенства (38) применим лемму 1 к функци-
оналу H . По построению этот функционал можно представить в виде

H =

σ(x+h)∑

i=τ(x−h)

γiFi,

при этом, по условию (31)

γi > pn, i(x) − gn, i(x) − gn,n−i(1− x) > 0.

В самом деле, при x < 1− h по условию (30) для i > τ(x+ h) коэффи-
циенты F совпадают с коэффициентами Bn, а в разложении функци-
онала G не встречаются слагаемые с такими индексами. При x > h и
i 6 σ(x − h) ситуация аналогична в силу симметрии F и G.

В качестве множества Z снова выберем {x}, и пусть

I(x) = {τ (x− h), . . . , σ(x)}, J(x) = {τ(x), . . . , σ(x+ h)}.
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Обращаем внимание, что

F (e1 − xe0) = 0 (39)

в силу (28), откуда, из-за уже отмеченной связи функционалов F и G,
следует, что

H(e1 − xe0) = Bn(e1 − xe0) = 0,

значит, условия 1) и 2) соблюдены.
Далее, поскольку в силу определения для любых i ∈ I(x) и j ∈ J(x)

имеем

yj − yi 6 2h,

и по условию r(Fi), r(Fj) 6
1
n
, то по лемме 2

∣∣∣∣f(x)−
yj − x

yj − yi
Fi(f)−

x− yi

yj − yi
Fj(f)

∣∣∣∣

6 ω2

(
f, max

{
yj − yi

2
+

r(Fi) + r(Fj)

2
, r(Fi), r(Fj)

})

6 ω2

(
f, h+

1

n

)
6 ω2 (f, h+ hn) ,

а значит, выполняются (7) и 3).
Докажем формулу (36). Проверим условия леммы 1 для функциона-

ла F , при этом мы можем считать, что x < 1−h. В качестве множества
Z возьмём {x} ∪

[
x+ 3

4h, 1
)
, и пусть

J(z) = {τ(z), . . . , n},

I(z) =





{
τ(z − h

2 ), . . . , σ(z)
}
, z ∈

(
x+ 5

4h, 1
)
,

{max{τ(x), τ(z − h)}, . . . , σ(z)}, z ∈
[
x+ 3

4h, x+ 5
4h
)
,

In(x), z = x.

При этом

I = In(x) ∪ Jn(x),

что с учётом формулы (39) обеспечивает выполнение условия 1).
Для z ∈

[
x+ 3

4h, 1
)

условие 2) выполняется в силу (29). Для точки
x его справедливость следует из (28).

Проверим 3). Возьмём i ∈ I(z). Если yi > 1 − 2h− 2hn +R, то для
всех j ∈ J(z) верна оценка

yj + r(Fj)− (yi − r(Fi)) 6 2h+ 2hn, (40)
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а поэтому по лемме 2 получаем
∣∣∣∣f(x)−

yj − x

yj − yi
Fi(f)−

x− yi

yj − yi
Fj(f)

∣∣∣∣

6ω2

(
f,max

{
yj − yi

2
+

r(Fi)+r(Fj)

2
, r(Fi), r(Fj)

})
6ω2 (f, h+ hn) ,

что означает выполнение оценки (7) и завершает проверку условия 3).
Иначе yi < 1− 2h− 2hn+R. Покажем, что существует точка zi ∈ Z,

такая что∣∣∣∣f(zi)−
z − zi

z − yi
Fi(f)−

zi − yi

z − yi
f(z)

∣∣∣∣ 6
zi − z

z − yi
ω2(f, h+ hn −R) (41)

со свойством (8), и при этом I(zi), J(zi) ⊂ J(z). Последнее вложение
выполняется по построению при zi > z. Для выполнения свойства (8)
будет достаточно, если zi 6 yi + 2h+ 2hn − 2R, так как в этом случае
для всех j ∈ J(z)\J(zi) также выполняется неравенство (40), а условие
I(zi) ⊂ J(z) означает, что τ(z) 6 min I(zi). При z 6= x для этого будет
достаточно, если zi > z + h

2 , так как в этом случае zi > x + 5
4h, и

поэтому

min I(zi) = σ

(
zi −

h

2

)
> τ(z),

а при z = x достаточно, если zi > x+ 3
4h, так как в этом случае zi ∈ Z,

а условие

min I(zi) > τ(x)

выполняется по построению.
Обозначим через Z∗

i множество точек, обладающих свойством (41),
и пусть

ai(z) =

{
z + h

2 , z 6= x,

x+ 3
4h, z = x.

В силу вышесказанного, нам осталось проверить, что

Z∗
i ∩ [ai(z), yi + 2h+ 2hn − 2R] 6= ∅. (42)

Проверку будем осуществлять при помощи леммы 3, из которой,
ввиду неравенств yi < 1 − 2h− 2hn +R и h

4 > r(Fi), следует, что если
m ∈ N и t ∈ (0, 1) таковы, что

t ∈ Γ
(m)
i =

[
yi +

h

2(2m+1 − 3)
, yi +

2h+ 2hn − 2R

2m

]
,
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то на интервале

∆
(m)
i (t) = [t+ (2m − 1)(t− yi)− r(Fi), yi + 2m(t− yi) + r(Fi)]

найдётся точка t∗ со свойством
∣∣∣∣f(t

∗)− t− t∗

t− yi
Fi(f)−

t∗ − yi

t− yi
f(t)

∣∣∣∣ 6
t∗ − t

t− yi
ω2(f, h+ hn −R). (43)

Пусть k ∈ N – такое число, что z − yi ∈
(

h
2k+1 ,

h
2k

]
. Тогда

z ∈
(
yi +

h

2k+1
, yi +

h

2k

]
⊂ Γ

(k+1)
i ,

значит, на промежутке

∆
(k+1)
i (z) =

[
z + (2k+1 − 1)(z − yi)− r(Fi), yi + 2k+1(z − yi) + r(Fi)

]

⊂
[
z + (2k+1 − 1)(z − yi)− r(Fi), yi + 2h+ 2hn − 2R

]

существует точка t∗ со свойством (43) с заменой t на z, что означает
t∗ ∈ Z∗

i . При этом t∗ 6 yi + 2h+ 2hn − 2R, а значит если t∗ > ai(z), то
(42) выполнено. Иначе z + 3

4h > ai(z) > z + (2k+1 − 1)(z − yi) − r(Fi),
откуда

z < yi +
3
4h+ r(Fi)

2k+1 − 1
6

h

4
+

r(Fi)

3
,

следовательно,

t∗ ∈
[
z + (2k+1 − 1)(z − yi)− r(Fi), ai(z)

)
⊂
[
z +

h

2
, z +

3

4
h

)

⊂
[
yi + h, yi + h+

R

3

]
⊂ Γ

(1)
i ,

из чего следует, что на промежутке

∆
(1)
i (t∗) = [t∗ + (t∗ − yi)− r(Fi), yi + 2(t∗ − yi) + r(Fi)]

⊂
[
z +

3

4
h, z + 2h+R

]
⊂ [ai(z), z + 2h+ 2hn − 2R]

найдётся точка t∗∗ со свойством (43) с заменой t на t∗. Покажем, что
t∗∗ ∈ Z∗

i . В самом деле,
∣∣∣∣f(t

∗∗)− t∗ − t∗∗

t∗ − yi
Fi(f)−

t∗∗ − yi

t∗ − yi
f(t∗)

∣∣∣∣ 6
t∗∗ − t∗

t∗ − yi
ω2(f, h+ hn −R),
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при этом точка t∗, как уже отмечалось, обладает свойством
∣∣∣∣f(t

∗)− z − t∗

z − yi
Fi(f)−

t∗ − yi

z − yi
f(t∗)

∣∣∣∣ 6
t∗ − z

z − yi
ω2(f, h+ hn −R).

Из этих двух неравенств несложно получить требуемое неравенство
∣∣∣∣f(t

∗∗)− z − t∗∗

z − yi
Fi(f)−

t∗∗ − yi

z − yi
f(z)

∣∣∣∣ 6
t∗∗ − z

z − yi
ω2(f, h+ hn −R).

Если z − yi ∈
(
h
2 , h

]
, то рассмотрим несколько вариантов.

Если z 6= x, то ai(z) = z + h
2 . Поскольку

z ∈
(
yi +

h

2
, yi + h

]
⊂ Γ

(1)
i ,

на промежутке

∆
(1)
i (z) = [z + (z − yi)− r(Fi), yi + 2(z − yi) + r(Fi)]

⊂
(
z +

h

2
− r(Fi), yi + 2h+R

]

найдётся точка t∗, обладающая свойством (43) с заменой t на z. Если
t∗ > z + h

2 , то это влечёт (42), иначе

z − yi <
h

2
+ r(Fi),

и

t∗ ∈
(
z +

h

2
− r(Fi), z +

h

2

)
⊂ (yi + h− r(Fi), yi + h+ r(Fi)) ⊂ Γ

(1)
i ,

следовательно, на промежутке

∆
(1)
i (t∗) = [t∗ + (t∗ − yi)− r(Fi), yi + 2(t∗ − yi) + r(Fi)]

⊂
[
z +

3

2
h− 2R, yi + 2h+ 3R

]
⊂ [ai(z), yi + 2h+ 2hn − 2R]

найдётся точка t∗∗, обладающая свойством (43) с заменой t на t∗. Дока-
зательство того, что t∗∗ ∈ Z∗

i , проводится аналогично рассмотренному
выше случаю.

Наконец, если z = x, то ai(z) = z + 3
4h, n < 60. Рассмотрим два

случая. Если

x ∈
(
yi +

3

4
h+

1

n
, yi + h

)
⊂ Γ

(1)
i ,
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то

∆
(1)
i (x) = [x+ (x− yi)− r(Fi), yi + 2(x− yi) + r(Fi)]

⊂
[
x+

3

4
h, yi + 2h+R

]
⊂ [ai(x), yi + 2h+ 2hn − 2R],

что влечёт (42), а если

x ∈
(
yi +

h

2
, yi +

h

2
+

1

n

]
⊂ Γ

(2)
i ,

то (42) следует из вложения

∆
(2)
i (x) = [x+ 3(x− yi)− r(Fi), yi + 4(x− yi) + r(Fi)]

⊂
[
x+

3

2
h−R, yi + 2h+

4

n
+R

]
⊂ [ai(z), yi + 2h+ 2hn − 2R].

Таким образом, мы проверили выполнение соотношения (42) во всех
случаях, что завершает доказательство теоремы 3.
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