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§1. Введение

Пусть Z — какое-то счетное множество, {φn}n∈Z
— ортонормиро-

ванный базис в пространстве L2, а MI , где I ⊆ Z, — оператор, дей-
ствующий по закону MIf =

∑

n∈I〈f, φn〉φn. Если MIf = f , мы будем
говорить, что спектр функции f лежит в множестве I и писать при
этом spec f ⊆ I.

Пусть {Ik}k∈N
— какое-то разбиение множества Z, а fk ∈ L2 такие,

что spec fk ⊆ Ik, тогда выполнено равенство
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Это утверждение очевидным образом следует из равенства Парсе-
валя и в некотором смысле обобщает его: если Ik – одноэлементные
подмножества множества Z, получается в точности равенство Парсе-
валя.

Конечно, если L2-норму в (1) заменить на Lp-норму для какого-то
p 6= 2, равенство, вообще говоря, перестает быть верным. В этом слу-
чае интересен вопрос о соотношении между правой и левой частью (1).
В частности, для конкретных базисов {φn} и некоторых классов раз-
биений Z = ∪k∈NIk остается верным то или иное одностороннее нера-
венство с константой.
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Самым знаменитым из утверждений такого рода является неравен-
ство Литлвуда–Пэли
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где φn(t) = e2πint, n ∈ Z, – тригонометрическая система на отрезке
[0, 1], а Ik – разбиение множества Z целых чисел в лакунарную по
Адамару последовательность отрезков. 1

Соответствующее утверждение для тригонометрической системы и
для разбиений множества Z на произвольные отрезки доказал Рубио
де Франсиа в 1985 году [16]. Он показал, что в этом случае выполня-
ются односторонние неравенства
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которые называют неравенствами Литлвуда–Пэли–Рубио де Франсиа
или просто неравенствами Рубио де Франсиа. Работа Рубио де Фран-
сиа положила начало целой серии исследований: множество обобщений
и расширений его результата было доказано к настоящему моменту.

Большинство обобщений посвящены случаю тригонометрической
системы. В частности, в статьях [1,22] неравенство (3) было обобщено
на случай показателей 0 < p 6 2. В статьях [7, 17, 23, 24] было до-
казано обобщение неравенств (3), (4) на случай, когда φn, n ∈ Z

D, –
D-параметрическая тригонометрическая система, а Ik – произвольные
прямоугольники в Z

D, причем для неравенства (3) такое обобщение
остается верным и для p 6 1. Самим Рубио де Франсиа в оригинальной
работе [16], а также другими авторами в работах [20,21] рассматрива-
лись некоторые весовые обобщения. В работах [11,14] рассматривались
варианты неравенств такого рода в пространствах Мори–Компанато и

1Одновременно с работой [10] Литлвуда и Пэли, в которой доказывалось нера-
венство (2), вышла работа [15] Пэли, где аналогичные неравенства доказывались
для системы Уолша, на которой мы концентрируемся в данной работе.
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Трибеля–Лизоркина. Некоторым из перечисленных обобщений, а так-
же и некоторым другим, посвящен обзор Лэйси [9].

Не так давно Осипов в работе [13] доказал вариант неравенства (3)
для случая, когда φn, n ∈ Z+ – система (базис) Уолша. В данной
заметке мы продолжаем эту линию исследований и доказываем нера-
венство (3) для двупараметрической системы Уолша φn, n ∈ Z+ × Z+

и разбиений множества Z+ × Z+ в объединение произвольных прямо-
угольников Ik. Более точно, мы доказываем следующую теорему.

Теорема 1. Пусть Ik = I1k × I2k – произвольные непересекающиеся

прямоугольники в Z+ × Z+. Пусть fk – функции со спектром Уолша

в Ik, то есть такие, что

fk(x1, x2) =
∑

(n1,n2)∈Ik

(fk, wn1wn2)wn1(x1)wn2(x2),

где wni
– стандартные функции Уолша, упорядоченные по Пэли.

Если 1 < p 6 2, то
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где Cp не зависит от выбора прямоугольников {Ik} и функций {fk}.

Доказательство теоремы основано на сформулированном Ф. Вай-
сом [18] мартингальном варианте теории двупараметрических сингу-
лярных интегральных операторов Р. Феффермана и Журне [4, 7].

Теория Вайса используется, чтобы установить теорему 4 – двупа-
раметрический аналог теоремы Ганди [6] об ограниченности операто-
ров, которые переводят мартингалы в измеримые функции. Теорема 4
может быть весьма удобна для доказательства ограниченности опера-
торов, действующих на пространствах двупараметрических мартинга-
лов и, таким образом, является весьма интересным дополнительным
результатом данной работы. 2

Посредством применения комбинаторного рассуждения из работы
Осипова [13] про однопараметрическую систему Уолша независимо по
каждой из переменных, удается свести доказательство теоремы 1 к
вопросу об ограниченности некоторого оператора. Этот вопрос разре-
шается с помощью теоремы 4.

2Автору неизвестно о каких-либо упоминаниях этой теоремы в литературе.
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§2. Предварительные сведения

Здесь мы сформулируем предварительные сведения, необходимые
для доказательства теоремы 1. Сначала мы введем понятие двупара-
метрических мартингалов и определим соответствующие классы Хар-
ди. Затем приведем некоторые сведения из атомной теории классов
Харди, полезные для доказательства ограниченности операторов, ото-
бражающих мартингалы в измеримые функци. Наконец, мы напомним
определение классических функций Уолша и определим двупарамет-
рическую систему Уолша.

Несмотря на то, что для доказательства теоремы 1 мы будем исполь-
зовать теорию l2-значных функций и мартингалов, в данном разделе
мы сконцентрируемся на скалярнозначном случае, дабы избежать гро-
моздких обозначений, при этом сразу оговорившись, что все определе-
ния и утверждения тривиальным образом переносятся на l2-значный
случай.

2.1. Двупараметрические диадические мартингалы. Зададим
семейство σ-алгебр {Fn1,n2}n1∈Z+,n2∈Z+

: пусть Fn1,n2 – σ-алгебра, по-

рожденная диадическими прямоугольниками размера 2−n1 × 2−n2 , то
есть

Fn1,n2 = σ
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,
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2n2
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})

,

где σ(H) обозначает σ-алгебру, порожденную элементами множест-
ва H. Символом En1,n2 будем обозначать оператор условного мате-
матического ожидания относительно σ-алгебры Fn1,n2 .

Элементы (n1, n2) ∈ Z
2
+ будем часто заменять одной буквой n. Для

n,m ∈ Z
2
+ будем говорить, что n 6 m тогда и только тогда, когда

n1 6 m1 и n2 6 m2.

Определение. Семейство интегрируемых функций u = {un}n∈Z2
+

называется двупараметрическим диадическим мартингалом (в даль-

нейшем просто “мартингалом”), если

1) функция un измерима относительно σ-алгебры Fn для любого

n ∈ Z
2
+,

2) выполнено Enum = un для любых n,m, для которых n 6 m.

Говорят, что мартингал u лежит в Lp для 0 < p 6 ∞, если un ∈ Lp

для всех n ∈ Z
2
+ и ‖u‖Lp := supn∈Z2

+
‖un‖Lp < ∞. Для двупарамет-

рических мартингалов, как и для однопараметрических, справедлив
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следующий факт [19]: если u ∈ Lp при 1 < p < ∞, то существует такая
функция g ∈ Lp, что un = Eng и

lim
min(n1,n2)→∞

‖un − g‖Lp = 0, ‖u‖Lp = ‖g‖Lp .

Мы, следуя распространенной практике, будем в таком случае отож-
дествлять мартингал u с функцией g, специально это не оговаривая.

Мартингальные разности ∆n определяются соотношением

∆n1,n2u := un1,n2 − un1−1,n2 − un1,n2−1 + un1−1,n2−1,

где не определенные ранее символы un1,−1 и u−1,n2 полагаются рав-
ными нулю.

2.2. Пространства Харди двупараметрических диадических
мартингалов. Для двупараметрических диадических мартингалов
можно определить аналог квадратичной функции Литлвуда–Пэли.

Определение. Квадратичная функция для мартингала u определя-

ется следующим образом

S(u) :=

(

∑

n∈Z2
+

|∆nu|
2

)
1
2

.

Норма ‖S(u)‖Lp определяет так называемые мартингальные про-
странства Харди.

Определение. Пусть 0 < p < ∞. Мартингальное пространство

Харди Hp (в дальнейшем просто “пространство Харди”) состоит из

мартингалов u, для которых

‖u‖Hp := ‖S(u)‖Lp < ∞.

Известно (см. [2, 3, 12]), что ‖S(u)‖Lp ∼ ‖u‖Lp для 1 < p < ∞, то
есть для таких p пространства Lp и Hp совпадают. Для p 6 1 это не
так, и пространства Харди становятся самостоятельными объектами.

Для пространств Харди справедлива следующая интерполяционная
теорема

Теорема 2. Пусть V – сублинейный оператор, ограниченно действу-

ющий из Hp0 в Lp0 и из Hp1 в Lp1 . Тогда V ограниченно действует

между Hp и Lp для p0 < p < p1.

Доказательство. См. [18, теорема A]. �
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2.3. Ограниченность операторов в пространствах Hp. В три-
гонометрическом гармоническом анализе чрезвычайно полезным ин-
струментом для доказательства ограниченности операторов в двупа-
раметрических пространствах Харди является теорема Р. Фефферма-
на [4]. Она позволяет получать ограниченность двупараметрических
сингулярных интегральных операторов, проверяя некое условие, по-
хожее по духу на стандартные критерии ограниченности однопара-
метрических сингулярных интегральных операторов.

Оказывается, что в мартингальном случае верно аналогичное утвер-
ждение, базирующееся, как и в тригонометрическом случае, на атом-
ном разложении пространств Харди. Перед тем, как мы его предста-
вим, необходимо ввести два определения.

Во-первых, введем мартингальный вариант предатомов (rectangle
atoms) Р. Феффермана.

Определение. Функция a ∈ L2 называется мартингальным Hp-

предатомом (далее просто “предатомом”), если 1) supp a ⊆ F , где

F – диадический прямоугольник в [0, 1)2,

2) ‖a‖L2 6 |F |
1/2−1/p

,

3) для всех x, y ∈ [0, 1) выполнено
1
∫

0

a(u, y)du =
1
∫

0

a(x, u)du = 0.

Как уже упоминалось ранее, атом может восприниматься и как
функция, и как мартингал, в зависимости от контекста.

Во-вторых, введем класс операторов, удовлетворяющих тому само-
му “условию, похожему по духу на стандартные критерии ограничен-
ности однопараметрических сингулярных интегральных операторов”.

Определение. Пусть V – оператор, который отображает мартин-

галы в измеримые функции. Он называется Hp-квазилокальным, если

существует такое δ > 0, что для любого Hp-предатома a с носите-

лем на диадическом прямоугольнике R ⊆ [0, 1)2 и для произвольного

r ∈ N выполнено
∫

[0,1)2\Rr

|V a|
p
6 Cp2

−δr,

где Rr такой диадический прямоугольник, что R ⊆ Rr и |Rr| =
22r |R|, а Cp – константа, зависящая только от p.

Наконец, мы готовы сформулировать теорему.
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Теорема 3. Пусть V сублинейный оператор, являющийся Hp-квази-

локальным для какого-то 0 < p 6 1. Если оператор V ограничен из

L2 в L2, то

‖V u‖Lp 6 Cp ‖u‖Hp , u ∈ Hp.

Доказательство. См. [18, Theorem 2]. �

2.4. О двупараметрической системе Уолша. Напомним сначала
определение классических однопараметрических функций Уолша.

Определение. Система Уолша {wn}n∈Z+
это семейство кусочно по-

стоянных функций одной переменной, определяющихся следующим

образом. Во-первых, w0 = 0. Далее, если n > 0 и n = 2k1 + · · · + 2ks,

k1 > k2 > · · · > ks > 0, то

wn(x) :=

s
∏

i=1

rki+1(x), где rk(x) = sgn sin 2kπx.

В литературе рассматриваются разные варианты упорядочивания
функций Уолша. Порядок, использованный в данном выше определе-
нии, называется порядком Пэли. Мы будем рассматривать только его
и не возвращаться больше к теме переупорядочиваний функций Уол-
ша.

Двупараметрические функции Уолша определяются соотношением

wn1,n2(x1, x2) = wn1(x1)wn2 (x2).

Система {wn}n∈Z2
+

является ортонормированным базисом в L2
(

[0, 1]2
)

.

Кроме того, для функций f выполняются соотношения

(Ek1,k2f) (x1, x2) =
2k1−1
∑

n1=0

2k2−1
∑

n2=0

〈f, wn〉 wn(x1, x2),

(∆k1,k2f) (x1, x2) =
∑

n∈δk1,k2

〈f, wn〉 wn(x1, x2),

где

δk1,k2 = [2k1−1, 2k1 − 1]× [2k2−1, 2k2 − 1], k1, k2 > 0,

δ0,k2 = {0} × [2k2−1, 2k2 − 1], k2 > 0,

δk1,0 = [2k1−1, 2k1 − 1]× {0} , k1 > 0,

δ0,0 = {(0, 0)} ,

(5)
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а 〈·, ·〉 – скалярное произведение в L2
(

[0, 1]2
)

.
Если wn(·), wm(·), n,m ∈ Z+ – две классические функции Уолша, то

wn(x)wm(x) = wn+̇m(x), где +̇ – операция побитового исключающего
или на двоичных представлениях чисел n и m:

(

∞
∑

k=0

αk2
k

)

+̇

(

∞
∑

k=0

βk2
k

)

:=
∞
∑

k=0

(αk + βk mod 2)2k.

Если ввести на парах чисел n = (n1, n2) и m = (m1,m2) операцию

n+̇m = (n1+̇m1, n2+̇m2),

то будет выполнено

wn(x1, x2)wm(x1, x2) = wn+̇m(x1, x2).

§3. Двупараметрическая теорема Ганди

Теорема 3 из предыдущего раздела позволяет сформулировать в
двупараметрическом случае некоторый вариант теоремы Ганди, до-
казанной им в работах [5, 6]. Отметим, что наша формулировка будет
наиболее близка к варианту теоремы Ганди, сформулированному в ра-
боте Кислякова [8].

Эта теорема, благодаря простоте своей формулировки, может быть
весьма полезна для доказательства ограниченности операторов, пере-
водящих двупараметрические мартингалы в измеримые функции, и
поэтому мы хотим выделить ее как интересный дополнительный ре-
зультат данной работы.

В формулировке теоремы будет упоминаться термин “простой мар-
тингал”. Мартингал u называется простым, если существует такое m ∈
Z
2
+, что un = Emun для любого n ∈ Z

2
+.

Теорема 4. Пусть V – сублинейный оператор, который переводит

мартингалы в измеримые функции. Пусть также выполнены следу-

ющие два условия.

1) Оператор V ограничен в L2.

2) Если u – простой мартингал, для которого u0,0 = 0 и

∆nu = 1en∆nu, где en ∈ Fm для какого-то m 6 n,m 6= n,

то {|V u| > 0} ⊆
⋃

n∈Z2
+\{0}

en.

Тогда V действует из Hp в Lp для любого 0 < p 6 1.
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Доказательство. Пусть 0 < p 6 1. Покажем, что оператор V явля-
ется Hp-квазилокальным, тогда утверждение будет следовать из тео-
ремы 3.

Пусть a – Hp-предатом с носителем на диадическом прямоугольнике
R ⊆ [0, 1)2, а r – натуральное число. Нужно проверить, что

∫

[0,1)2\Rr

|V a|
p
(x1, x2)dx1dx2 6 Cp2

−δr. (6)

для какого-то δ, не зависящего от a и r.
Соотношение (6) достаточно проверять только для предатомов, яв-

ляющихся простыми мартингалами. Действительно, пусть оно выпол-
няется для всех предатомов, являющихся простыми мартингалами, по-
кажем, что оно выполняется для произвольного предатома a. Ясно,
что an = Ena – простой мартингал, причем an остается предатомом
(условия определения 2.3 несложно проверить). Из соотношения

lim
min(n1,n2)→∞

‖an − a‖L2 = 0

следует, что

lim
min(n1,n2)→∞

‖V an − V a‖L2 = 0,

так как V действует ограниченно в L2. Отсюда

lim
min(n1,n2)→∞

‖V an − V a‖Lp = 0.

Это обосновывает предельный переход в неравенстве (6) и дает в итоге
оценку для исходного предатома a.

В дальнейшем в этом доказательстве предполагаем, что все преда-
томы являются простыми мартингалами.

Пусть пара N ∈ Z
2
+ такова, что R ∈ FN , причем если R ∈ Fn,

то N 6 n. Благодаря тому, что supp a ⊆ R и благодаря свойству 3 в
определении предатома, выполнены соотношения

∆na = 1R∆na для n > N,n 6= N,

∆na = 1∅∆na иначе.

Кроме того, a0,0 = 0 также благодаря условию 3 определения преда-
тома. Тогда из условия 2 доказываемой теоремы следует, что

{(V a)>0} ⊆ R,
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откуда
∫

[0,1)2\Rr

|V a|p (x1, x2)dx1dx2 6

∫

[0,1)2\R

|V a|p (x1, x2)dx1dx2 = 0.

Правая часть тривиальным образом не превосходит Cp2
−δr для про-

извольного δ > 0. Это доказывает теорему. �

Следствие. Если условия теоремы 4 выполнены для какого-то

0 < p 6 1, то оператор V ограничен как оператор между Ls и Ls

при 1 < s 6 2.

Доказательство. Интерполяция между ограниченностью V : Hp →
Lp и ограниченностью V : L2 → L2 с помощью теоремы 2 дает требу-
емый результат. �

§4. Вспомогательный оператор G

Здесь мы введем оператор, к вопросу об ограниченности которого
будет в итоге сводиться доказательство теоремы 1, и докажем его огра-
ниченность. Это двупараметрический вариант оператора G из работы
Осипова [13].

Пусть задано некоторое семейство мульти-индексов A ⊆ Z
2
+ × Z

2
+.

Элементы семейства A – это пары (j, k), где j, k ∈ Z
2
+. Пусть δk – диа-

дические прямоугольники (как в формуле (5)) и задано такое семей-
ство пар {aj,k}(j,k)∈A ⊆ Z

2
+, что

{

aj,k+̇δk
}

(j,k)∈A
– семейство взаимно

непересекающихся подмножеств в Z
2
+.

Лемма. Рассмотрим оператор G, действующий на векторнознач-

ную функцию h = {hj,k}(j,k)∈Z4
+

из Lp(l2
Z4
+
), 1 < p 6 2, по закону

(Gh)(x1, x2) :=
∑

(j,k)∈A

waj,k
(x1, x2) (∆khj,k) (x1, x2).

Тогда G ограничен как оператор из Lp(l2
Z4
+
) в Lp, то есть

‖Gh‖Lp 6 Cp ‖h‖Lp(l2
Z4
+

) ,

где константа Cp зависит только от p.

Доказательство. Так как в случае 1 < p 6 2 существует взаимно
однозначное соответствие между функциями из Lp и мартингалами
из Lp, оператор G можно воспринимать как оператор, отображающий
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l2(Z4
+)-значные мартингалы (а не l2(Z4

+)-значные функции) в измери-
мые функции.

Мы докажем, что оператор G удовлетворяет всем условиям обоб-
щения теоремы 4 на случай l2(Z4

+)-значных мартингалов. Здесь мы
пользуемся тем, что, как уже упоминалось, все определения и утвер-
ждения переносятся на l2-значный случай.

Линейность оператора G, а значит и его сублинейность, очевидны.
Теорема Планшереля и то, что

{

aj,k+̇δk
}

(j,k)∈A
– семейство взаимно

непересекающихся подмножеств в Z
2
+, дают ограниченность оператора

G в L2.
Наконец, пусть u – простой l2(Z4

+)-значный мартингал, для которого
u0,0 = 0 и ∆nu = 1en∆nu, где en ∈ Fm, m 6 n,m 6= n. Покажем, что
выполнено {|Gu| > 0} ⊆

⋃

n∈Z2
+\{0}

en.

Действительно,

{|Gu| > 0} ⊆
⋃

(j,k)∈A

{∣

∣waj,k
∆kuj,k

∣

∣ > 0
}

=
⋃

(j,k)∈A

{|∆kuj,k| > 0}

=
⋃

(j,k)∈A

{|1ek∆kuj,k| > 0}⊆
⋃

(j,k)∈A

{|1ek | > 0}⊆
⋃

k∈Z2
+\{0}

ek. �

§5. Доказательство теоремы 1

Здесь мы, пользуясь теорией, представленной в предыдущих разде-
лах, докажем наконец теорему 1.

Доказательство. Как и в [13], мы построим разбиение прямоуголь-
ников Ik на фрагменты, которые хорошо ведут себя под действием
операторов сдвига. Это позволит свести доказываемое утверждение к
лемме 4 и утверждению об ограниченности квадратичной функции.

Пусть

Ik = I1k × I2k = [a
(1)
k , b

(1)
k − 1]× [a

(2)
k , b

(2)
k − 1].

Разбиение прямоугольников Ik мы получим как произведение раз-
биений отрезков I1k и I2k . При этом разбивать отрезки Iik мы будем
точно так же, как это было сделано в [13].
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Напомним, что в [13] было построено разбиение отрезка I =
[a, b− 1] ⊆ Z+,

I = {a} ∪
(

r
⋃

j=1

Jj

)

∪
(

s
⋃

j=1

J̃j

)

=
(

r
⋃

j=0

Jj

)

∪
(

s
⋃

j=1

J̃j

)

,

где r, s ∈ Z+ – какие-то числа, J0 = {a} и Jj , J̃j – взаимно не пе-
ресекающиеся множества. Кроме того, для j > 0 выполнено |Jj | =

2κj ,
∣

∣

∣
J̃j

∣

∣

∣
= 2γj , где κj – строго возрастающая, а γj – строго убывающая

последовательности чисел из Z+.

Наиболее важным свойством отрезков Jj и J̃j является то, что при
сдвиге они переходят в диадические отрезки

a+̇J0 = {0} , a+̇Jj = [2κj , 2κj+1 − 1], b+̇J̃j = [2γj , 2γj+1 − 1], (7)

благодаря чему выполнено

∆κj+1waf = waf, если spec f ⊆ Jj , (8)

∆γj+1wbf = wbf, если spec f ⊆ J̃j . (9)

Если теперь задан прямоугольник I = I1 × I2 = [a(1), b(1) − 1] ×
[a(2), b(2) − 1] ⊆ Z

2
+, то разбив каждый из отрезков Ii представленным

выше способом и рассмотрев всевозможные декартовы произведения
получившихся подотрезков, получим

I =

(

⋃

j

Aj

)

∪

(

⋃

j

Bj

)

∪

(

⋃

j

Cj

)

∪

(

⋃

j

Dj

)

,

где

Aj = J
(1)

j(1)
× J

(2)

j(2)
, Bj = J̃

(1)

j(1)
× J̃

(2)

j(2)
,

Cj = J̃
(1)

j(1)
× J

(2)

j(2)
, Dj = J

(1)

j(1)
× J̃

(2)

j(2)
,

при этом верхний индекс указывает на то, к разбиению какого из от-
резков I1, I2 относится индексируемый объект.

Построенное разбиение прямоугольника I обладает свойствами, ана-
логичными соотношениям (8), (9). Пусть пары a, b, c, d суть вершины
прямоугольника I, то есть

a :=
(

a(1), a(2)
)

, b :=
(

b(1), b(2)
)

, c :=
(

b(1), a(2)
)

, d :=
(

a(1), b(2)
)

,
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тогда

∆
κ
(1)
j1

+1,κ
(2)
j2

+1
waf = waf, если spec f ⊆ Aj , (10)

∆
γ
(1)
j1

+1,γ
(2)
j2

+1
wbf = wbf, если spec f ⊆ Bj , (11)

∆
γ
(1)
j1

+1,κ
(2)
j2

+1
wcf = wcf, если spec f ⊆ Cj , (12)

∆
κ
(1)
j1

+1,γ
(2)
j2

+1
wdf = wdf, если spec f ⊆ Dj . (13)

Эти свойства имеют ключевое значение для дальнейших рассуждений.
Итак, построим такое разбиение для всех прямоугольников Ik, до-

бавляя дополнительный индекс k всем объектам, возникающим в этом
построении. Тогда функция fk со спектром Уолша в прямоугольнике
Ik представима в виде

fk =
∑

j

fA
k,j +

∑

j

fB
k,j +

∑

j

fC
k,j +

∑

j

fD
k,j ,

где spec fA
k,j ⊆ Ak,j , spec f

B
k,j ⊆ Bk,j , spec f

C
k,j ⊆ Ck,j , spec f

D
k,j ⊆ Dk,j .

Пусть, по определению,

gAk,j = wak
fA
k,j , gBk,j = wbkf

B
k,j , gCk,j = wckf

C
k,j , gDk,j = wdk

fD
k,j .

Тогда
∑

k

fk представляется в виде

∑

k

(

wak

∑

j

gAk,j + wbk

∑

j

gBk,j + wck

∑

j

gCk,j + wdk

∑

j

gDk,j

)

.

Применяя к этому выражению лемму 4, что возможно благодаря свой-
ствам (10)–(13), а затем применяя неравенство треугольника, получа-
ем

∥

∥

∥

∥

∥

∑

k

fk

∥

∥

∥

∥

∥

Lp

.
∥

∥

∥

(

∑

k

(

∑

j

∣

∣gAk,j
∣

∣

2
+
∑

j

∣

∣gBk,j
∣

∣

2
+
∑

j

∣

∣gCk,j
∣

∣

2
+
∑

j

∣

∣gDk,j
∣

∣

2
))1/2∥

∥

∥

Lp

6
∥

∥

∥

(

∑

k

∑

j

∣

∣gAk,j
∣

∣

2
)1/2∥

∥

∥

Lp
+
∥

∥

∥

(

∑

k

∑

j

∣

∣gBk,j
∣

∣

2
)1/2∥

∥

∥

Lp
(14)

+
∥

∥

∥

(

∑

k

∑

j

∣

∣gCk,j
∣

∣

2
)1/2∥

∥

∥

Lp
+
∥

∥

∥

(

∑

k

∑

j

∣

∣gDk,j
∣

∣

2
)1/2∥

∥

∥

Lp
. (15)
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Здесь и далее символ . означает неравенство с точностью до кон-
станты.

Рассмотрим теперь отдельно, например, третье слагаемое. Можно
заметить, что

wckfk = wck+̇ak

∑

j

gAk,j + wck+̇bk

∑

j

gBk,j +
∑

j

gCk,j + wck+̇dk

∑

j

gDk,j ,

причем ∆
γ
(1)
k,j1

+1,κ
(2)
k,j2

+1
wckfk = gCk,j . То есть в разложении wckfk =

∑

n∈Z2
+

∆nwckfk функции gCk,j являются слагаемыми. В частности,

∑

j

∣

∣gCk,j
∣

∣

2
6
∑

n∈Z2
+

|∆nwckfk|
2
=
(

S(wckfk)
)2
,

где S – квадратичная функция. Пользуясь ограниченностью вектор-
нозначной квадратичной функции, которая доказывается аналогично
утверждению об ограниченности обыкновенной квадратичной функ-
ции [2, 3, 12] (см. также книгу [19]), получаем

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

k

∑

j

∣

∣gCk,j
∣

∣

2

)1/2∥
∥

∥

∥

∥

Lp

6

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

k

∑

n∈Z2
+

|∆nwckfk|
2

)1/2∥
∥

∥

∥

∥

Lp

.

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

k

|wckfk|
2

)1/2∥
∥

∥

∥

∥

Lp

=

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

k

|fk|
2

)1/2∥
∥

∥

∥

∥

Lp

.

Абсолютно аналогичным образом можно оценить каждое из четырех
слагаемых в выражениях (14), (15). Соединяя вместе полученные та-
ким образом оценки, выводим наконец

∥

∥

∥

∥

∥

∑

k

fk

∥

∥

∥

∥

∥

Lp

.

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

k

|fk|
2

)1/2∥
∥

∥

∥

∥

Lp

, (16)

что и требовалось доказать. �

Замечание. В свете работ [23] и [24] естественно спросить, справед-
лив ли аналог теоремы 1 для кратной системы Уолша и произвольных
попарно не пересекающихся параллелепипедов (вместо прямоугольни-
ков). Автор планирует обратиться к нему в будущем. Пока отметим
только, что прямых аналогов теоремы 3 для кратных мартингалов нет
и, видимо, ее придется заменить более точным утверждением.
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Borovitskiy V. Littlewood–Paley–Rubio de Francia inequality for the
two-parameter Walsh system.

We prove a version of Littlewood–Paley–Rubio de Francia inequality
for the two-parameter Walsh system: for any family of disjoint rectangles
Ik = I1k×I2k in Z+ × Z+ and a family of functions fk with Walsh spectrum
inside Ik the following is true

∥

∥

∥

∥

∥

∑

k

fk

∥

∥

∥

∥

∥

Lp

6 Cp

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

k=1

|fk|
2

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

Lp

, 1 < p 6 2,

where Cp does not depend on the choice of rectangles {Ik} or functions
{fk}. The arguments are based on the atomic theory of two-parameter
martingale Hardy spaces. In the course of the proof, we formulate a two-
parametric version of the Gundy theorem on the boundedness of operators
taking martingales to measurable functions, which might be of independent
interest.
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