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Введение

0.1. Основной результат. Множество v = {v0, . . . , vd} векторов
v0, . . . , vd вещественного пространства Rd образуют звезду, если 1) лю-
бые d − 1 вектора из v линейно независимы и 2) определяемая ими
гиперплоскость разделяет два оставшихся в v вектора. Назовем век-
тор µ = (µ0, µ1, . . . , µd) из пространства Rd+1 весовым, если он имеет
положительне координаты, удовлетворяющие условию нормирования
µ0 + µ1 + . . .+ µd = 1.

В теореме 1.1 приведена конструкция, которая каждой паре (v, µ),
состоящей из произвольной звезды v и любого весового вектора µ,
ставит в соответствие

kr : (v, µ) −→ T d(v, µ) (0.1)

полиэдральное ядерное разбиение T d(v, µ) пространства Rd. Указанное
разбиение состоит из параллелепипедов (d + 1)-го вида T0, T1, . . . , Td,
вместе образующих ядро

Kr = T0 ∪ T1 ∪ . . . ∪ Td (0.2)

разбиения T d(v, µ), при этом ядро (0.2) однозначно определяется звез-
дой v.

Ядро Kr ⊂ T d(v, µ) характеризуется следующими свойствами:
1) Kr является параллелоэдром – многогранником, разбивающий

пространство

Rd =
⋃

l∈L

Kr[l] (0.3)

с помощью параллельных переносов Kr[l] = Kr + l на векторы l неко-
торой решетки L;

2) ядро допускает перекладывание

S′ : Kr −→ Kr (0.4)

областей Tk из (0.2), сохраняющим само ядро Kr как единое целое;

Ключевые слова: полиэдральные ядерные разбиения, ступенчатые поверхности
(stepped surfaces), звездные графы.
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3) существует биекция

Kr
−→
∼ Td

L′ : x 7→ xmodL′. (0.5)

между ядром Kr и d-мерным тором Td
L′ = Rd/L′, при которой пере-

кладыванию S′ будет соответствать сдвиг тора Td
L′ .

В статье ядерным разбиениям T d(v, µ) из (0.1) дано название уни-

версальные вследствие независимости выбора исходных звезды v и ве-
сового вектора µ.

0.2. Метод. При построении универсальных ядерных разбиений
T d(v, µ) используются:

1) периодические ядерные разбиения T d
L (v, µ) с периодами из неко-

торой полной решетки L ⊂ Rd и

2) ориентированные звездные графы
−→
G =

−→
G(v, µ) в пространстве

Rd, определяемые звездой v и весовым вектором µ.
Общие ядерные разбиения T d(v, µ) получаются как предел

T d(v, µ) = lim
i→∞

T d
Li
(vi, µi) (0.6)

аппроксимирующей последовательности периодических разбиений
T d
Li
(vi, µi), у которых решетки периодов Li имеют фундаментальные

области Fi = Rd/Li с внутренними радиусами ri → ∞ при i → ∞.

0.3. История. Первым примером ядерных разбиений можно считать
одномерные разбиения Фибоначчи [1]. Однако роль ядер была полно-
стью осознана, лишь когда было открыто [2] и исследовано фракталь-
ное разбиение Рози [3, 4]. В [5] и [6] для произвольной размерности d
построены разбиения T d

Tor(v, µ) торов Tor = Rd/L.
Другой подход, использующий ступенчатые поверхности (stepped

surfaces) в трехмерном пространстве, изложен в [7–11].

§1. Основной результат

1.1. Звезды. Обозначим через Σ совокупность всех сочетаний σ из
двух элементов {k1, k2} из множества индексов {0, 1, . . . , d}. Пусть v0,
v1, . . . , vd – произвольные векторы из Rd и σ′={k′1, . . . , k

′
d−1}={0, 1, . . . ,

d} \ σ – дополнительное к σ сочетение. Между σ ∈ Σ и дополнитель-
ными к ним сочетаниями σ′ ∈ Σ существует взаимно однозначное со-
ответствие

σ ⇔ σ′. (1.1)
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Далее мы будем рассматривать неупорядоченные множества векторов
{v0, v1, . . . , vd}.

Определение 1.1. Пусть любые d− 1 вектора из {v0, v1, . . . , vd} ли-

нейно независимы. Обозначим через

Hσ′ = {λk′

1
vk′

1
+ . . .+ λk′

d−1
vk′

d−1
; λk′

1
, . . . , λk′

d−1
∈ R} (1.2)

гиперплоскость, содержащую векторы vk′

j
с индексами k′j из σ′. Тогда

такое множество векторов

v = {v0, v1, . . . , vd} (1.3)

назовем звездой, если для всех дополнительных (1.1) к σ′ сочетаний

σ = {k1, k2} ∈ Σ векторы vk1
, vk2

из {v0, v1, . . . , vd} не принадлежат

гиперплоскости (1.2) и лежат по отношению к ней в разных полу-

пространствах H+
σ′ и H−

σ′ .

Непосредственно из определения звезды следует, что любые d век-
тора из {v0, v1, . . . , vd} будут линейно независимы. Объяснением на-
звания звезды может служить следующий критерий.

Критерий 1.1. Обозначим через

∆(v) = {λ0v0 + . . .+ λdvd; λ0 + . . .+ λd 6 1, λ0, . . . , λd > 0}, (1.4)

где коэффициенты λ0, . . . , λd ∈ R, натянутый на векторы звезды v
симплекс, и пусть ∆int(v) – внутренняя часть симплекса (1.4). Тогда

условие на множество векторов v быть звездой равносильно условию

0 ∈ ∆int(v). (1.5)

1.2. Взвешенные звезды. Каждому вектору vk звезды v из (1.3)
поставим в соответствие его вес µk – вещественное число, а всей звезде
v – весовой вектор

µ = (µ0, µ1, . . . , µd) (1.6)

с нормирующим условием

µ0 + µ1 + . . .+ µd = 1, (1.7)

где

µk > 0 для k = 0, 1, . . . , d. (1.8)

Звезда v = vµ, снабженная весовым вектором (1.6)–(1.8), называется
взвешенной звездой.
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1.3. Перекладывающиеся параллелоэдры. Определим для m =
0, 1, . . . , d замкнутые d-мерные параллелепипеды

Tk = {λk1
vk1

+ . . .+ λkd
vkd

; 0 6 λki
6 1}, (1.9)

где k1, . . . , kd – дополнительные к k индексы в {0, 1, . . . , d}. Множество
лучей vk1

, . . . , vkd
назовем скелетом параллелепипеда Tk из (1.9). Ес-

ли множество векторов v = {v0, v1, . . . , vd} является звездой (1.3), то
объединение

T = T0 ∪ T1 ∪ . . . ∪ Td (1.10)

параллелепипедов (1.9) образует параллелоэдр [12,13] – многогранник,
разбивающий пространство

Rd =
⋃

l∈L

T [l] (1.11)

с помощью параллельных переносов T [l] = T + l на векторы l решетки
L. Причем различные многогранники T [l] из (1.11) не имеют общих
внутренних точек. Здесь

L = Z[l1, . . . , ld] (1.12)

– полная решетка в пространстве Rd с базисом l1, . . . , ld, т.е. векторы
l1, . . . , ld линейно независимы на полем вещественных чисел R, при
этом векторы lk определяются

lk = vk − v0 для k = 1, . . . , d (1.13)

через лучи v0, v1, . . . , vd звезды v из (1.3).
Для d = 2 параллелоэдр T из (1.10) является выпуклым шести-

угольником с попарно равными и параллельными сторонами, для d =
3 – ромбододекаэдром Федорова [14], а для d = 4 – параллелоэдром
Вороного [15].

Из разбиения (1.11) следует, что параллелоэдр T является разверт-

кой тора Td
L = Rd/L, т.е. параллелоэдр T можно отождествить с самим

тором Td
L через каноническое отображение

T
−→
∼ Td

L : x 7→ xmodL, (1.14)

при этом, с точностью до множества граничных точек ∂T = T \ T int,
отображение (1.14) есть биекция. В [12] доказано, что для развертки
T существует перекладывание

T
S′

−→ T : S′(x) = x+ vcol(x) (1.15)
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на векторы v0, v1, . . . , vd звезды v, связанные с базисом (1.12) решет-
ки L равенствами (1.13). В формуле (1.15) использовано обозначение
col(x) = k для цвета точек x, принадлежащих подмножеству Tk из
разбиения (1.10), где k = 0, 1, . . . , d. Развертки T , обладающие свой-
ством (1.15), называются перекладывающимися.

Заметим, что при переходе (1.13) от векторов перекладывания
v0, v1, . . . , vd к базису l1, . . . , ld решетки L нарушается симметрия, когда
выделяется вектор v0. Удобно ввести для него дополнительное обозна-
чение

v0 = α′. (1.16)

В частности, из равенств (1.13) и (1.16) вытекают сравнения

vk ≡ α′ mod L

для всех k = 0, 1, . . . , d. Поэтому перекладывание (1.15) эквивалентно
сдвигу S′ = S′

α′ :

T
S′

−→ T : S′(x) ≡ x+ α′ mod L (1.17)

тора T = Td
L на вектор α′ modL.

1.4. Звездный граф. Дополнительно к (1.3) введем симметризо-

ванную звезду

w = {w0, w1, . . . , wd}, (1.18)

состоящую из лучей wk = ±vk, где vk принадлежат звезде v, и имею-
щих соответственно веса

µwk = sign(wk)µk (1.19)

где знаки sign(wk) звезд wk определены условиями sign(wk) = +1 или
−1 для wk = +vk или wk = −vk.

Рассмотрим ориентированный граф
−→
G с вершинами

−→
G ver = {x = x(a); a ∈ Zd+1, µx ∈ I}, (1.20)

при этом
x = x(a) = a0v0 + a1v1 + . . .+ advd (1.21)

– точка из пространства Rd с индексом a = (a0, a1, . . . , ad) из решетки
Zd+1; вес µx точки x = x(a) определен равенством

µx = a0 µv0 + a1 µv1 + . . .+ ad µvd = µa, (1.22)

где справа
µa = a0µ0 + a1µ1 + . . .+ adµd (1.23)
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– вес индекса a, определяемый по весовому вектору µ = (µ0, µ1, . . . , µd)
из (1.6); I обозначает единичный полуинтервал [0, 1).

Вершины x, x′ ∈
−→
G ver соединим дугой wk – ориентированным реб-

ром с номером k = 0, 1, . . . , d, если

x′ − x = wk ∈ w. (1.24)

Здесь справа указана симметризованная звезда (1.18). Если же верши-
ны x = x(a), x′ = x′(a′) записать в терминах индексов (1.21), то (1.24)
будет эквивалентно условию

a′ − a = ε±k ∈ ε±, (1.25)

при этом

ε± = {ε±0 , ε
±
1 , . . . , ε

±
d }, (1.26)

где ε±k = ±εk, – симметризованная единичная звезда, получающаяся
симметризацией единичного базиса

ε0 = (0, . . . , 0, 1), ε1 = (1, . . . , 0, 0), εd = (0, . . . , 1, 0) (1.27)

пространства Rd+1. Если единичным векторам εk придать веса

µεk = µk (1.28)

для k = 0, 1, . . . , d, то вес (1.23) индекса a запишется

µa = a0 µε0 + a1 µε1 + . . .+ ad µεd (1.29)

аналогично весу (1.22) вершины x = x(a).

Определенный в (1.20) и (1.24) граф
−→
G назовем звездным графом.

Лемма 1.1. Если x ∈
−→
G ver и точка x′ = x + wk для некоторого

луча wk ∈ w симметризованной звезды (1.18), то имеет место 1)
импликация:

µx′ = µx+ µwk ∈ I ⇒ x′ ∈
−→
G ver (1.30)

т.е. точка x′ также является вершиной звездного графа
−→
G ; 2) при

этом вершины x, x′ соединены дугой wk.

Доказательство. Точка x′ = x′(a′) имеет индекс a′ = a + ε±k , где a

– индекс вершины x = x(a) и знак у ε±k = ±εk тот же, что и у луча
wk = ±vk. Следовательно, a′ ∈ Zd+1. Отсюда, включения µx′ ∈ I

и определения (1.20) вершин графа
−→
G вытекает первое утверждение.

Второе утверждение верно по определению дуги (1.24). �
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Замечание 1.1. Укажем на важность импликации (1.30) для полу-

чения алгоритмов построения ориентированных графов
−→
G .

1.5. Вершины базисных параллелепипедов. Напомним, что па-
раллелепипед Tk в (1.9) порождается векторами vi ∈ v с номерами i
из множества

Dk = D \ {k}, (1.31)

где D = {0, 1, . . . , d}. Множество векторов

Skk = {vi; i ∈ Dk} (1.32)

назовем остовом (skeleton) параллелепипеда Tk. Остов Skk порождает
параллелепипед Tk и содержит наименьшее число векторов с указан-
ным свойством.

Согласно определению (1.9) параллелепипед Tk имеет следующие
вершины

T ver
k = {vi; i ⊆ Dk}. (1.33)

Здесь i = {i1, . . . , iι} – мультииндекс, являющийся произвольным под-
множеством индексов из множества (1.31), и

vi = vi1 + . . .+ viι . (1.34)

При этом в (1.33) допускается пустое подмножество i = ∅, когда ι = 0.
В данном случае полагаем

v∅ = 0. (1.35)

Таким образом, по определению ι = 0, 1, . . . , d. Поэтому каждый па-
раллелепипед Tk в (1.9) имеет число вершин

♯T ver
k = 2d. (1.36)

Далее нам потребуется понятие отмеченного параллелепипеда Tk,i

– это параллелепипед Tk с некоторой выделенной фиксированной его
вершиной vi ∈ T ver

k .

1.6. Графы базисных параллелепипедов. Граф
−→
G(Tk) паралле-

лепипеда Tk – это ориентированный граф, имеющий вершины
−→
G ver(Tk) = T ver

k . (1.37)

По аналогии с (1.24) вершины vi, vi′ ∈ T ver
k считаются соединенными

дугой wk, если

vi′ − vi = wk ∈ w. (1.38)
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Отмеченному параллелепипеду Tk,i отвечает граф
−→
G(Tk,i), в кото-

ром выделена та же самая вершина vi ∈
−→
G ver(Tk), что и у параллеле-

пипеда Tk,i.

1.7. Вложения графов. Заметим, согласно определениям (1.9) и
(1.20), (1.24) имеют место включения

Tk,i ⊂ R
d,

−→
G ⊂ R

d. (1.39)

Учитывая (1.39), будем говорить, что граф
−→
G(Tk,i) отмеченного па-

раллелепипеда Tk,i вкладывается

x :
−→
G (Tk,i) →֒

−→
G (1.40)

в граф
−→
G в его вершине x ∈

−→
G ver, если выполняется включение графов

−→
G(Tk,i) + (x− vi) ⊂

−→
G. (1.41)

Последнее означает, что
−→
G (Tk,i) является подграфом графа

−→
G при

условии, если выделенную вершину vi графа
−→
G (Tk,i) параллельным

сдвигом совместить с вершиной x графа
−→
G . Обозначим через Xk,i под-

множество тех вершин x графа
−→
G , в которых имеет место вкложение

(1.40).

1.8. Разбиение пространства R
d. Основная теорема.

Основная теорема 1.1. Пусть

xTk,i = Tk,i + (x − vi) ⊂ R
d (1.42)

обозначает параллелепипед, получающийся сдвигом Tk,i на вектор

x−vi, где x принадлежит множеству вершин Xk,i⊂
−→
G ver и vi∈T ver

k

– вершина базисного параллелепипеда Tk с мультииндексом i ⊆ Dk.

Тогда имеет место разбиение

R
d =

⋃

06k6d

⋃

i⊆Dk

⋃

x∈Xk,i

xTk,i (1.43)

пространства R
d любой размерности d. В объединении (1.43) любые

два параллелепипеда xTk,i и x′Tk′,i′ совпадают

xTk,i = x′Tk′,i′ (1.44)

или не имеют общих внутренних точек.
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Оставшаяся часть статьи будет посвящена доказательству того фак-
та, что при любом выборе звезды v и весового параметра µ, опреде-
ленных в (1.3) и (1.6), объединение

T (v, µ) =
⋃

06k6d

⋃

i⊆Dk

⋃

x∈Xk,i

xTk,i (1.45)

представляет собою разбиение пространства R
d.

§2. Единичный граф

2.1. Ориентированный граф ~G. В пространстве Rd+1 выделим
(d+ 1)-мерный слой

Rd+1
µ = {x̂ ∈ Rd+1; µ · x̂ ∈ I}, (2.1)

где µ · x̂ – скалярное произведение весового вектора µ = (µ0, µ1, . . . , µd)
из (1.6) и x̂; I = [0, 1) – единичный полуинтервал. В свою очередь, в
Rd+1

µ выделим решетку

Zd+1
µ = Rd+1

µ ∩ Zd+1 = {a ∈ Zd+1; µa ∈ I} (2.2)

точек a = (a0, a1, . . . , ad) с целыми координатами ak. Здесь µa обозна-
чает вес точки a, определяемый формулой (1.23), и согласно которой
можем записать µa = µ · a. Поэтому µx = µ · x также будем называть
весом и для произвольной вещественной точки x ∈ Rd+1.

Используя решетку (2.2), можем определить ориентированный граф
−→
G с вершинами

−→
G ver = Zd+1

µ . (2.3)

Его вершины a, a′ ∈
−→
G ver соединим дугой ε±k , если выполнено условие

a′ − a = ε±k , (2.4)

где ε±k , k = 0, 1, . . . , d, принадлежит симметризованной единичной звез-

де ε± из (1.26). Определенный в (2.3) и (2.4) граф
−→
G назовем единич-

ным графом, поскольку его ребрами являются векторы единичного
базиса (1.27).
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2.2. Симплекс. Рассмотрим замкнутый d-мерный симплекс △ε =
△d

ε, вершины которого есть концы векторов единичного базиса ε =
{ε0, ε1, . . . , εd} из (1.27). Вершины △ver

ε симплекса △ε будем обозначать
так же, как и самими векторы εk. Различать их будем по указательным
терминам “вершина” или “вектор”. Внутренность △int

ε симплекса △ε

образуют точки x̂ = (x̂0, x̂1, . . . , x̂d) вида

x̂ = x̂0ε0 + x̂1ε1 + . . .+ x̂dεd, (2.5)

где координаты ограничены условиями

x̂0 + x̂1 + . . .+ x̂d = 1, x̂k > 0. (2.6)

Заметим, что x̂0, x̂1, . . . , x̂d в равенстве (2.5) можно интерпретировать
и как барицентрические координаты внутренней точки x̂ симплекса
△ε относительно его вершин ε0, ε1, . . . , εd ∈ △ver

ε .

2.3. Проекция. Выберем произвольную точку π из внутренности
симплекса △int

ε и зададим проекцию

prπ : Rd+1
µ −→ Rd+1

µ,0 (2.7)

вдоль соответствующего вектора π, отображающую слой (2.1) на его
нижнюю граничную гиперплоскость

Rd+1
µ,0 = {x̂ ∈ Rd+1; µ · x̂ = 0}. (2.8)

Лемма 2.1. Отображение

prπ : Zd+1
µ −→ Zd+1

µ,0 (2.9)

есть биекция решетки (2.2) и ее образа

Zd+1
µ,0 = prπ Zd+1

µ (2.10)

на гиперплоскости (2.8).

Доказательство. Пусть найдутся две различные целые точки a, a′

решетки Zd+1
µ такие, что проекция pr′π вдоль вектора π переводит одну

точку в другую:

pr′π a
′ = a. (2.11)

По условию π принадлежит внутренности симплекса △int
ε , поэтому це-

лый вектор p = a′ − a содержится внутри

∠
intε = {λ0ε0 + λ1ε1 + . . .+ λdεd; λk > 0} (2.12)

конуса ∠ ε с образующими из векторов единичного базиса (1.27).
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Следовательно, p = (p0, p1, . . . , pd) имеет целые координаты pk > 1.
Но тогда для точки a′, ее вес

µa′ = µa+ µp /∈ I, (2.13)

поскольку µa > 0 и

µp = p0 µε0 + p1 µε1 + . . .+ pd µεd
= p0µ0 + p1µ1 + . . .+ pdµd

> µ0 + µ1 + . . .+ µd = 1,
(2.14)

в силу определений (1.28) и (1.29). Вспоминая определение (2.2), при-
ходим к противоречию между (2.13) и условием принадлежности точ-
ки a′ решетке Zd+1

µ . �

2.4. Изоморфизм графов. Чтобы не усложнять обозначения, усло-
вимся отождествлять

Rd+1
µ,0 = Rd (2.15)

гиперплоскость (2.8) с обычным d-мерным пространством Rd; и пусть
вложение Rd ⊂ Rd+1 будет согласовано с (2.15).

Предложение 2.1. Проекция

v = prπε (2.16)

единичного базиса ε = {ε0, ε1,. . . ,εd} из (1.27) на гиперплоскость

Rd+1
µ,0=Rd образует звезду v (см. определение 1.1).

Доказательство. Рассмотрим множество

v̂ = {v̂0, v̂1, . . . , v̂d} ⊂ △ε, (2.17)

составленное из векторов

v̂k = εk − πk. (2.18)

Здесь εk обозначают вершины симплекса △ε и πk – координаты точки
π = (π0, π1, . . . , πd) из внутренности симплекса △int

ε . По критерию 1.1,
множество векторов v̂ образует звезду.

Далее, из (2.7) и (2.18) следует равенство проекций

prπε = prπ v̂, (2.19)

откуда получаем еще одно определение

v = prπ v̂ (2.20)



60 В. Г. ЖУРАВЛЕВ

множества векторов (2.16). Проекция prπ плоскости симплекса △ε на

гиперплоскость Rd+1
µ,0 – это невырожденное аффинное преобразова-

ние. Поскольку при таких преобразованиях сохраняется свойство быть
звездой, то из (2.17) и представления (2.20) заключаем, что множество
векторов v из (2.16) будет звездой. �

Теорема 2.1. Пусть
−→
G – звездный граф (1.20), (1.24) и

−→
G – единич-

ный граф (2.3), (2.4). Если звезда v имеет вид (2.16), где в качестве π
выбрана произвольная внутренняя точка симплекса △ε, то проекция

prπ из (2.7), перенесенная на указанные графы

prπ :
−→
G

−→
∼

−→
G, (2.21)

задает изоморфизм этих графов.

Доказательство. Изоморфизм графов (2.21) означает выполни-
мость требований: 1) проекция prπ из (2.7) взаимно однозначно пере-
водит вершины одного графа в вершины другого; 2) при этом сохра-
няется связность дугами соответствующих вершин.

Для доказательства 1) нам потребуется

Лемма 2.2. С учетом соглашения (2.15) для вершин (1.20) звездного

графа
−→
G имеем место представление

−→
G ver = Zd+1

µ,0 , (2.22)

где множество Zd+1
µ,0 было определено в (2.10).

Доказательство. Пусть точка a принадлежит решетке Zd+1
µ . Тогда

по (2.2), (1.23) она имеет целые координаты a = (a0, a1, . . . , ad) и вес
µa ∈ I. По определению (2.10) ее проекция

prπa = x(a) = a0v0 + a1v1 + . . .+ advd (2.23)

принадлежит решетке Zd+1
µ,0 и согласно формуле (1.22) имеет вес

µx = µa. (2.24)

Учитывая соглашение (2.15), из (2.23), (2.24) и определения (1.20) при-
ходим к включению

x = x(a) ∈
−→
G ver. (2.25)

Проводя рассуждения в обратную сторону, из (2.25) по тем же сообра-

жениям выводим принадлежность точки x = x(a) решетке Zd+1
µ,0 . �
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Продолжим доказательство теоремы 2.1. Согласно (2.3) для графа
−→
G :

−→
G ver = Zd+1

µ , поэтому требование 1) будет выполнять по лем-
мам 2.1 и 2.2. Что касается требования 2), то оно выполняется в силу
равенства (1.25) и определения (2.4).

�

§3. Периодические графы и фактор-графы

3.1. Периодический единичный граф. Такие графы получаются,
если в качестве µ из (1.6) выбрать рациональный весовой вектор

µ = (µ0, µ1, . . . , µd) =
(m0

m
,
m1

m
, . . . ,

md

m

)
, (3.1)

где mk, m – натуральные числа, имеющие наибольший общий делитель

g.c.d.(m0,m1, . . . ,md, m) = 1 (3.2)

и удовлетворяющие нормирующему условию (1.7), которое в данном
случае принимает вид

m0 +m1 + . . .+md = m. (3.3)

Множество точек a = (a0, a1, . . . , ad) из решетки Zd+1 с условием

µa = µ · a = 0 (3.4)

образует подрешетку

L = Lµ ⊂ Zd+1, (3.5)

являющеюся, как и сама Zd+1, Z-решеткой, т.е. модулем над кольцом
целых чисел Z. Из (3.1) и (3.4) следует, что L – полная Z-решетка
размерности d, состоящая из целых решений уравнения

a0m0 + a1m1 + . . .+ admd = 0. (3.6)

Указанная решетка имеет базис

L = Z[l1, . . . , ld] (3.7)

из векторов lk = (ak0, ak1, . . . , akd) ∈ Zd+1 с весами

µlk = 0 для всех k = 0, 1, . . . , d. (3.8)

Лемма 3.1. Имеет место разбиение

Zd+1
µ =

∐

06i<m

L[i] (3.9)
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решетки решетки Zd+1
µ из (2.2) на непересекающиеся i-слои

L[i] = {a ∈ Zd+1
µ ; µa = i} = L+ a[i], (3.10)

где a[i] – любая точки решетки Zd+1
µ веса µa[i] = i

m
.

Доказательство. Поскольку согласно (3.8) любая точка l из Z-ре-
шетки L имеет вес µl = 0, то из определения (2.2) решетки Zd+1

µ сле-
дует включение

L ⊂ Zd+1
µ (3.11)

Весовая функция x 7→ µx аддитивная, поэтому все точки a из множе-
ства L + a[i] будут целыми точками веса µa[i] = i

m
и, значит, выпол-

няются включения

L+ a[i] ⊂ Zd+1
µ (3.12)

для всех 0 6 i < m. Заметим, что любая точка a решетки Zd+1
µ обя-

зательно имеет вес вида µa = i
m

для некоторого 0 6 i < m. Тогда
в силу включений (3.11) и (3.12) для доказательства разбиения (3.9)
осталось проверить существование в решетке Zd+1

µ точек a всех весов

вида µa = i
m

. Действительно, данная решетка обладает указанным
свойством, так как выполняется равенство

g.c.d.(m0,m1, . . . ,md) = 1, (3.13)

вытекающее из наложенного на наибольший общий делитель g.c.d.
(m0,m1, . . . , md, m) ограничения (3.2) вместе с условием нормирова-
ния (3.3).

�

В случае рационального весового вектора (3.1) определенный в (2.3),

(2.4) ориентированный единичный граф
−→
G будет периодичным.

3.2. Периодический звездный граф. Согласно (3.4), (3.5) имеем

L ⊂ Rd+1
µ,0 , где Rd+1

µ,0 – гиперплоскость (2.8); откуда и (3.11) получаем

L ⊂ Rd+1
µ,0 ∩ Zd+1

µ . (3.14)

Поэтому, вспоминая определение (2.10) решетки Zd+1
µ,0 и применяя лем-

му 2.2, получаем еще одно включение

L ⊂
−→
G ver (3.15)

Z-решетки L во множество вершин звездного графа
−→
G .
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Лемма 3.2. Пусть
−→
G – звездный граф, определенный в (1.20), (1.24),

и µ – рациональный весовой вектор (3.1), удовлетворяющий услови-

ям (3.2), (3.3). Тогда
−→
G будет периодическим графом по модулю Z-

решетки L.

Доказательство. Если a ∈
−→
G ver, то ввиду (2.7) выполнено включе-

ние

prπa = x(a) ∈
−→
G ver, (3.16)

где точка x(a) определена в (1.21). Поскольку a+ l ∈
−→
G ver для любого

вектора l ∈ L и

prπ(a+ l) = x(a) + x(l) = x(a) + l, (3.17)

то из (3.16), (3.17) и теоремы 2.1 следует включение

x(a) + l ∈
−→
G ver, (3.18)

из которого заключаем, что множество вершин
−→
G ver графа

−→
G перио-

дично по модулю Z-решетки L.

По определению (1.24) вершины x, x′ ∈
−→
G ver соединены дугой wk,

тогда и только тогда, когда выполнено условие

x′ − x = wk ∈ w. (3.19)

Тогда x+ l и x′+ l – снова вершины графа
−→
G и по (3.19) они также со-

единены дугой wk. Включение (3.18) и равенство (3.19) означают, что

сдвиг графа
−→
G на любой вектор l ∈ L переводит вершины в вершины,

сохраняя при этом их связность. �

Включение Z-решетки L в гиперплоскость L ⊂ Rd+1
µ,0 из (2.8) позво-

ляет определить d-мерный тор

Td
µ = Rd+1

µ,0 /L, (3.20)

а лемма 3.2 в случае рационального весового вектора µ – определить

для звездного графа
−→
G соответственно фактор-граф

−→
GL =

−→
G/L, вло-

женный
−→
GL ⊂ Td

µ (3.21)

в тор (3.20), т.е.
−→
GL – это граф на торе Td

µ.
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3.3. Орбита вершин фактор-графа. Ведем в рассмотрение сдвиг

Td
µ

S
−→ Td

µ : S(x) ≡ x+ α mod L (3.22)

тора (3.20) на вектор

α = x[1] = x(a[1]) ∈ Rd+1
µ,0 , (3.23)

где a[1] – любая точки решетки Zd+1
µ веса µa[1] = 1

m
из (3.10) и x(a[1])

– определенная в (1.21) точка из гиперплоскости Rd+1
µ,0 с индексом a[1].

Фактор-граф
−→
GL имеет вершины

−→
G ver

L =
−→
G ver/L. (3.24)

По лемме 3.1 они образуют
−→
G ver

L = Orb(0) (3.25)

одну орбиту

Orb(0) = {Si(0) ≡ x[i] mod L; i = 0, 1, . . . ,m− 1} (3.26)

начальной вершины x[0] = 0 относительно сдвига тора (3.22).

3.4. Орбиты базисных параллелепипедов. Из орбит

Orb(Tk) = {Si(Tk); i = 0, 1, . . . ,mk − 1} (3.27)

базисных параллелепипедов (1.9) составим множество

TTor(v, µ) = Orb(T0) ∪Orb(T1) ∪ . . . ∪Orb(Td), (3.28)

которое одновременно будем рассматривать и как объединение отдель-
ных параллелепипедов, полученных сдвигами базисных параллелепи-
педов Tk. Здесь предполагается, что весовой вектор является рацио-
нальным µ =

(
m0

m
, m1

m
, . . . , md

m

)
.

Основное свойство множества TTor(v, µ) – это его инвариантность

S TTor(v, µ) = TTor(v, µ) (3.29)

относительно сдвига тора (3.22). Для доказательства (3.29) заметим,
что из определения (3.27) орбиты Orb(Tk) следует представление

SOrb(Tk) = (Orb(Tk) \ Tk) ∪ Smk(Tk), (3.30)

при этом

Sm0(T0) ∪ Sm1(T1) ∪ . . . ∪ Smd(Td) ≡ T mod L, (3.31)
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где T = T0 ∪ T1 ∪ . . .∪ Td – параллелоэдр (1.10) и согласно (1.9), (1.15)
левая часть равенства (3.31) есть ничто иное, как переложенные ба-
зисные параллелепипеды T0, T1, . . . , Td на векторы

vk ≡ x[mk] mod L (3.32)

звезды v, так как по предположению они имеют веса

µvk = µk =
mk

m
(3.33)

для k = 0, 1, . . . , d.

3.5. Индуцированное отображение. Инвариантность (3.29) позво-
ляет определить индуцированное отображение или иначе – отображе-
ние первого возвращения, отображение Пуанкаре –

S|T = S′, (3.34)

эквивалентное в силу (3.35) сдвигу S′ = S′
α′ :

T
S′

−→ T : S′(x) ≡ x+ α′ mod L′ (3.35)

параллелоэдра T , представляемого теперь как d-мерный тор

Td
µ,π = Rd+1

µ,0 /L′ (3.36)

относительно решетки

L′ = Z[l′1, . . . , l
′
d] (3.37)

с базисом

l′k = vk − v0 для k = 1, . . . , d, (3.38)

где v = (v0, v1, . . . , vd) – проекция v = prπε из (2.16) единичного базиса

ε = {ε0, ε1, . . . , εd} на гиперплоскость Rd+1
µ,0 = Rd. В качестве вектора

сдвига α′ в (3.35) можно взять вектор

α′ = v0, (3.39)

удовлетворяющий сравнениям

vk ≡ α′ mod L′

для всех k = 0, 1, . . . , d.

Замечание 3.1. Итак, у нас имеются два тора Td
µ и Td

µ,π . Согласно
определениям (3.20) и (3.36) мы можем рассматривать второй малый
тор вложенным

Td
µ,π ⊂ Td

µ (3.40)
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в основной большой тор Td
µ, зависящий только от выбора весового век-

тора µ из (3.1). Малый же тор Td
µ,π зависит дополнительно и от про-

екции prπ, точнее – от выбора точки π из симплекса △ε.

3.6. Точки общего положения. Пусть π – точка из симплекса △ε

с барицентрическими координатами π = (π0, π1, . . . , πd) из (2.5), (2.6)
относительно вершин симплекса ε = {ε0, ε1, . . . , εd}. Назовем π точкой

общего положения, если выполняются условия:

π ∈ △int
ε (3.41)

и

π0, π1, . . . , πd линейно независимы над кольцом Z. (3.42)

Укажем, что в определении (3.42) кольцо целых рациональных чисел
Z можно заменить полем рациональных чисел Q.

Сейчас нам нужно связать свойства точки π с векторов сдвига α′ из
(3.35). Если π – точка общего положения, то по предложению 2.1 про-
екция v = prπε образует звезду; и тогда по определению 1.1 решетка
L′ из (3.37) будет полной и, следовательно, любой вектор α′ разложим
по ее базису. Пусть α′ = (α′

1, . . . , α
′
d) имеет координаты α′

k в некото-
ром базисе полной решетки L′. Скажем, что вектор сдвига α′ является
иррациональным, если его координаты α′

k удовлетворяют условию:

числа 1, α′
1, . . . , α

′
d линейно независимы над кольцом Z. (3.43)

Лемма 3.3. Если π ∈ △ε – точка общего положения (3.41), (3.42),
то вектор сдвига α′ в (3.35) будет иррациональным.

Доказательство. При проектировании (2.7):

prπ : Rd+1
µ ∈ x −→ x̂ ∋ Rd+1

µ,0 (3.44)

сохраняются барицентрические координаты у точек x и x̂ соответ-
ственно относительно вершин ε = {ε0, ε1, . . . , εd} симплекса △ε и вер-
шин v = (v0, v1, . . . , vd) звезды v = prπε. Поскольку π̂ = prππ = 0,
то

π0v0 + π1v1 + . . .+ πdvd = 0. (3.45)

Отсюда, условия нормирования π0 + π1 + . . . + πd = 1 и определения
(3.38) базисных векторов l′k = vk − v0 выводим

v0 = −π1l
′
1 − . . .− πdl

′
d. (3.46)
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Так как α′ = v0 по (1.16), то из равенства (3.46) следует α′
k = −πk и

поэтому получаем разложение

α′ = α′
1l

′
1 + . . .+ α′

dl
′
d (3.47)

вектора сдвига α′ по базису решетки L′. Если теперь предположить,
что числа 1, α1, . . . , αd линейно зависимы над кольцом Z, и использо-
вать разложение (3.47), то придем к противоречию с предполагаемым
условием (3.42), что π является точкой общего положения. �

§4. Разбиения тора

4.1. Покрытие тора.

Лемма 4.1. В случае рационального весового вектора

µ =
(m0

m
,
m1

m
, . . . ,

md

m

)

вида (3.1) с условиями (3.2), (3.3) объединение (3.28) покрывает

TTor(v, µ) = Td
µ (4.1)

весь тор (3.20).

Доказательство. Доказательство равенства (4.1) разобъем на два
случая.

1. Случай, когда π ∈ △ε – точка общего положения (3.41), (3.42).
Тогда по лемме 3.3 сдвиг (3.35)

S′ = S′
α′ : T −→ T (4.2)

тора T = Td
µ,π из (3.36) будет иррациональным. Последнее свойство

равносильно тому, что орбита

Orb′(x0) = {xi = S′i(x0); i = 0, 1, . . . ,∞} (4.3)

любой точки x0 ∈ T , например x0 = 0, всюду плотна на торе T ; и
поэтому орбита имеет замыкание

Orb′ c(x0) = T. (4.4)

Согласно (3.34) сдвиг S′ является индуцированным отображением S′ =
S|T для сдвига S большого тора Td

µ из (3.20). Из инвариантности (3.29)
множества TTor(v, µ) относительно сдвига S и замкнутости (4.4) ор-
биты Orb′(x0) следует, что сдвиг S тора Td

µ также будет иррацио-
нальным. Отсюда и замкнутости множества TTor(v, µ) вытекает по-
крытие (4.1).
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2. Случай точки π не общего положения. Согласно определе-
нию (2.7) в данном случае точка π все равно должна выбираться из
внутренности симплекса △int

ε , хотя условие линейной независимости
(3.42) уже может не выполняться.

Точку π можно аппроксимировать

|π − π∗|1 = |π0 − π∗
0 |+ |π1 − π∗

1 |+ . . .+ |πd − π∗
d| 6 ǫ (4.5)

точками общего положения π∗ = (π∗
0 , π

∗
1 , . . . , π

∗
d) из △int

ε с точностью
до любого наперед заданного ε > 0. Рассмотрим проекции

v = prπε, v∗ = prπ∗ε (4.6)

единичного базиса ε на гиперплоскость Rd+1
µ,0 . По предложению 2.1 дан-

ные проекции образуют звезды v={v0, v1, . . . , vd} и v∗={v∗0 , v
∗
1 , . . . , v

∗
d}.

Используя 1-метрику из (4.5), определим расстояние

̺(v, v∗) = max
06k6d

|vk − v∗k|1 (4.7)

между звездами v и v∗. Из определения (2.7) проекций prπ, prπ∗ и
условия (4.5) получаем оценки для расстояния

̺(v, v∗) 6 ǫ′ (4.8)

и разности

|α− α∗| 6 ǫ′ (4.9)

для векторов (см. (3.23), (1.21))

α = x(a[1]) = a0[1]v0 + a1[1]v1 + . . .+ ad[1]vd,
α∗ = x∗(a[1]) = a0[1]v

∗
0 + a1[1]v

∗
1 + . . .+ ad[1]v

∗
d

(4.10)

сдвигов S, S∗ тора Td
µ из (3.22), где ǫ′ → 0 при ǫ → 0. Последняя оценка

вытекает из (4.8) и (4.10).
Определим расстояние ̺(T ver

Tor (v, µ), T
ver

Tor (v
∗, µ)) между множества-

ми вершин параллелепипедов из объединений T ver
Tor (v, µ) и T ver

Tor (v
∗, µ)

аналогично расстоянию (4.7) между звездами v и v∗. Тогда из (4.8)
и (4.9) для этого расстояния будет вытекать оценка

̺(T ver
Tor (v, µ), T

ver
Tor (v

∗, µ)) 6 ǫ′′, (4.11)

в которой также ǫ′′ → 0 при ǫ → 0. Так как множества орбит T ver
Tor (v, µ)

и T ver
Tor (v

∗, µ) содержатся в торе Td
µ, то имеет место включение

Td
µ \ TTor(v, µ) ⊆ (Td

µ \ TTor(v
∗, µ)) ∪ (TTor(v, µ) \ TTor(v

∗, µ)), (4.12)
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из которого и доказанного равенства (4.1) для множества TTor(v∗, µ)
выводим

Td
µ \ TTor(v, µ) ⊆ TTor(v, µ) \ TTor(v∗, µ). (4.13)

Объединяя оценку (4.11) с включением (4.13) приходим к оценке объ-
ема разности

vol(Td
µ \ TTor(v, µ)) 6 ǫ′′′, (4.14)

где снова ǫ′′′ → 0 при ǫ → 0. По условию ǫ > 0 произвольно, поэто-
му из (4.14) вытекает vol(Td

µ \ TTor(v, µ)) = 0; а поскольку множество

орбит T ver
Tor (v, µ) замкнуто, то, следовательно, Td

µ \ TTor(v, µ) = ∅, что
доказывает равенство (4.1) для случая произвольной точки π. �

4.2. Минимальность параллелоэдра T . Чтобы доказать указан-
ное свойство параллелоэдра T , нам потребуется следующий общий
факт.

Лемма 4.2. Пусть T ∗
k = Si(Tk), где i > 0, – некоторый параллелепи-

пед, принадлежащий орбите Orb(Tk) из (3.27); и пусть он пересека-

ется

T int ∩ T ∗
k 6= ∅ (4.15)

по внутренним точкам с параллелоэдром T из (1.10). Тогда у паралле-

лепипеда T ∗
k найдется вершина xver ∈ T ∗ver

k , являющаяся внутренней

точкой

xver ∈ T int (4.16)

параллелоэдра T .

Доказательство. Не уменьшая общности будем считать Tk = T0.
Из определения (1.10) следует, что параллелоэдр T можно предста-

вить как вытягивание

T =
⋃

t∈[0,1]

(T0 + tv0) (4.17)

параллелепипеда T0 вдоль вектора v0; или более формально – как сум-

му Минковского

T = T0 + [v0] (4.18)

параллелепипеда T0 и отрезка [v0] =
⋃

t∈[0,1] tv0.

В силу (4.15) найдется точка

x ∈ T int ∩ T ∗ int
0 (4.19)
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– общая внутренняя точка для параллелоэдра T и параллелепипеда
T ∗
0 . Используя представление (4.17), для данной точки x будем иметь

также включение

x ∈ (T0 + txv0)
int (4.20)

для некоторого значения параметра tx ∈ [0, 1]. Из (4.19) и (4.20) выво-
дим

T ∗ int
0 ∩ (T0 + txv0)

int 6= ∅. (4.21)

Параллелепипеды T ∗
0 и T0 + txv0 получаются параллельными перено-

сами одного и того же параллелепипеда T0, т.е. с точностью до па-
раллельного переноса они равны и, кроме того, являются центрально
симметричными многогранниками. Отсюда и (4.21) следует, что у па-
раллелепипеда T ∗

0 найдется вершина xver ∈ T ∗ver
0 , являющаяся внут-

ренней точкой

xver ∈ (T0 + txv0)
int (4.22)

параллелепипеда T0 + txv0. Более того, из (4.17) и (4.22) вытекает,
что вершина xver параллелепипеда T ∗

0 будет еще и внутренней точкой
(4.16) параллелоэдра T .

�

Теперь применяя лемму 4.2 сможем доказать следующее утвержде-
ние.

Лемма 4.3. Пусть выполнены условия леммы 4.1 и TTor(v, µ) – мно-

жество (3.28), состоящее из орбит Si(Tk), i = 0, 1, . . . ,mk−1, базис-

ных параллелепипедов Tk, k = 0, 1, . . . , d. Тогда имеет место свойство

Si(Tk)
int ∩ Si′(Tk′)int 6= ∅ ⇔ i = i′ и k = k′, (4.23)

где индекс int обозначает внутренность множеств.

Доказательство. Проведем доказательство от противного. Предпо-
ложим, что

Si(Tk)
int ∩ Si′(Tk′)int 6= ∅ (4.24)

для некоторых i 6= i′ и произвольных k, k′. Можем считать i < i′.
Производя сдвиг S−i тора Td

µ, из (4.24) получаем

T int
k ∩ Sj(Tk′)int 6= ∅, (4.25)

где j = i′ − i > 0; и, тем более, то же самое будет

T int ∩ Sj(Tk′ )int 6= ∅ (4.26)
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для всего параллелоэдра T = T0 ∪ T1 ∪ . . . ∪ Td. Тогда из леммы 4.2
будет следовать существование у параллелепипеда Sj(Tk′) вершины
xver ∈ Sj(Tk′)ver, являющейся внутренней точкой

xver ∈ T int (4.27)

параллелоэдра T . Согласно определению орбит (3.27) вершины Sj(Tk′)ver

параллелепипеда Sj(Tk′) содержатся

Sj(Tk′)ver ⊂
−→
G ver

L (4.28)

среди вершин (3.25) фактор-графа
−→
GL. Поэтому из (4.28) и определе-

ния (1.20) вершин графа
−→
G вытекает, что вершина xver может быть

записана

xver = x(a) = a0v0 + a1v1 + . . .+ advd (4.29)

через целые индексы a = (a0, a1, . . . , ad) веса µa = a0µ0 + a1µ1 + . . .+
adµd, удовлетворяющие неравенствам

0 < µa 6 m− 1. (4.30)

Вершины T ver параллелоэдра T имеют вид

vi = x(ai) (4.31)

с мультииндексами i 6= ∅ и i ⊂ D. Здесь D = {0, 1, . . . , d}, знак ” ⊂ ”
обозначает строгое включение и индекс

ai = (ai,0, ai,1, . . . , ai,d) (4.32)

имеет координаты

ai,k = 0 или 1, (4.33)

при этом, согласно неравенствам (4.30), выполнены ограничения

ai 6= (0, 0, . . . , 0), ai 6= (1, 1, . . . , 1).

Координаты весового вектора µ не ранжированы. Поэтому исполь-
зуя данную симметрию и ограничения (4.30), (4.33) можем считать,
что внутренняя точка xver = x(a) ∈ T int из (4.16), (4.29) имеет индекс
одного из двух следующих видов:

a>2 = (a>2
0 , a60

1 , a2, . . . , ad) (4.34)

с координатами a>2
0 > 2, a60

1 6 0; или

a6−1 = (a6−1
0 , a>0

1 , a2, . . . , ad) (4.35)
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с координатами a6−1
0 6 −1, a>0

1 > 0, а остальные координаты a2, . . . , ad
в (4.34), (4.35) как-то подстраиваются под первые, удовлетворяя нера-
венствам (4.30). Напомним, что в (4.34), (4.35) все координаты – целые
числа.

Далее случаи (4.34) и (4.35) будем разбирать по отдельности.
Случай индекса a>2. В пространстве Rd рассмотрим гиперплос-

кость

p2,...,d = p02,...,d + v0, (4.36)

получающуюся из гиперплоскости

p02,...,d = {λ2v2 + . . .+ λdvd; λ2, . . . , λd ∈ R}, (4.37)

сдвигом на вектор v0. Согласно определению 1.1 звезды v ее лучи v0
и v1 находятся по разные стороны от гиперплоскости p02,...,d. Введем

обозначения для соответствующих полупространств p±0
2,...,d, полагая

v0 ∈ p−0
2,...,d, v1 ∈ p+0

2,...,d, p−0
2,...,d ∩ p+0

2,...,d = p02,...,d. (4.38)

Из соглашения (4.38) и определения (1.10) следует, что параллелоэдр
T полностью содержится

T ⊂ p+2,...,d (4.39)

в полупространстве p+2,...,d = p+0
2,...,d + v0.

Представим точку

xver = x(a>2) = a>2
0 v0 + a60

1 v1 + a2v2 + . . .+ advd (4.40)

с индексом (4.34) в виде

xver = x(a>2) = [(a2v2 + . . .+ advd) + v0] + [(a>2
0 − 1)v0] + a60

1 v1. (4.41)

Используя (4.36) и (4.37) получаем включение

(a2v2 + . . .+ advd) + v0 ∈ p2,...,d, (4.42)

затем согласно первому включению из (4.38) и неравенству a>2
0 −1 > 1

имеем включение

[(a2v2 + . . .+ advd) + v0] + [(a>2
0 − 1)v0] ∈ p−2,...,d \ p

0
2,...,d

и, наконец, в силу второго включения из (4.38) и неравенства a60
1 6 0

приходим к включению

{[(a2v2+. . .+advd)+v0]+[(a>2
0 −1)v0]}+a60

1 v1 ∈ p−2,...,d\p
0
2,...,d. (4.43)
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По (4.39) параллелоэдр T содержится в полупространстве p+2,...,d =

p+0
2,...,d + v0, что вместе с включением (4.43) означает

xver = x(a>2) /∈ T. (4.44)

Итак, мы получили противоречие с включением (4.16) и, тем самым,
доказали лемму 4.3 для случая индекса (4.34).

Случай индекса a6−1. Теперь вместо (4.36) будем рассматривать
гиперплоскость

p2,...,d = p02,...,d + v1. (4.45)

Сохраняя соглашения (4.38) получаем, что параллелоэдр T содержит-
ся

T ⊂ p−2,...,d (4.46)

в полупространстве p−2,...,d = p−0
2,...,d+v1. Аналогично (4.40), (4.42) пред-

ставим точку

xver = x(a6−1) = a6−1
0 v0 + a>0

1 v1 + a2v2 + . . .+ advd (4.47)

с индексом (4.35) в виде

xver = x(a6−1) = [(a2v2+. . .+advd)+v1]+[(a>0
0 −1)v1]+a6−1

0 v0. (4.48)

Вспоминая (4.45) получаем включение

(a2v2 + . . .+ advd) + v1 ∈ p2,...,d,

затем по второму включению из (4.38) и неравенству a>0
0 −1 > 0 имеем

включение

[(a2v2 + . . .+ advd) + v1] + [(a>0
0 − 1)v1] ∈ p+2,...,d

и, наконец, в силу первого включения из (4.38) и неравенства a6−1
0 6

−1 приходим к включению

{[(a2v2+. . .+advd)+v1]+[(a>0
0 −1)v1]}+a6−1

0 v0 ∈ p+2,...,d\p2,...,d. (4.49)

Согласно (4.46) параллелоэдр T содержится в полупространстве p−2,...,d=

p−0
2,...,d + v1, что вместе с включением (4.49) означает

xver = x(a6−1) /∈ T. (4.50)

Мы снова получили противоречие с включением (4.16) и, тем самым,
доказали лемму 4.3 и для оставшегося случая индекса (4.35).

�
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Рис. 4.1. Параллелоэдр T = T0 ∪ T1 ∪ T2 ∪ T3 размерности d = 3.

На рис. 4.1, 4.2 и 4.3 показана схема доказательства леммы 4.3 для
разбиений размерности d = 3.

На рис. 4.1 изображен трехмерный параллелоэдр T = T0∪T1∪T2∪T3

со звездой v = (v0, v1, v2, v3) и вершинами vk, vkl = vk + vl, vklm =
vk + vl + vm, имеющими индексы 0 6 k, l,m 6 3.
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Рис. 4.2. Случай индекса a>2.
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Случай индекса a>2 представлен на рис. 4.2, где через f23 обозна-
чена грань параллелоэдр T , проходящая через вершины v0, v02, v03,

−v∗1 = a60
1 v1 – вектор с коэффициентом a60

1 из (4.34), p23 – гиперплос-
кость (4.36) и жирным кружком ”o” – точка xver = x(a>2) из (4.40).

12v

23p

0v

*
1v

23f

13v

12v
0v

1v

0

Рис. 4.3. Случай индекса a6−1.

Аналогично для случая индекса a6−1 через f23 обозначена грань
параллелоэдр T , проходящая через вершины v1, v12, v13, +v∗1 = a>0

1 v1
– вектор с коэффициентом a>0

1 из (4.47), p23 – гиперплоскость (4.45) и
жирным кружком ”o” – точка xver = x(a6−1) из (4.47).

§5. Периодические разбиения пространства

5.1. Разбиение тора.

Определение 5.1. Скажем, что некоторое множество X разби-
вается на многогранники Pi для i ∈ I, где I – конечное или бес-

конечное множество индексов, если: 1) множество X покрывается

X =
⋃

i∈I Pi многогранниками Pi; 2) любые два многогранника Pi и Pi′

или совпадают Pi = Pi′ , или не пересекаются во внутренних точках

P int
i ∩ P int

i′ = ∅.

Предложение 5.1. В случае рационального весового вектора µ ви-

да (3.1) с условиями (3.2), (3.3) объединение многогранников TTor(v, µ),
определенное в (3.28), представляет собою разбиение

TTor(v, µ) = Td
µ (5.1)
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d-мерного тора Td
µ = Rd+1

µ,0 /L из (3.20).

Доказательство. Вытекает непосредственно из лемм 4.1 и 4.3. �

5.2. Разбиение пространства. Заменим упомянутый выше тор Td
µ =

Rd+1
µ,0 /L его разверткой T

d
µ. При такой замене, согласно определе-

нию (1.14), будет иметь место биекция

T
d
µ

−→
∼ Td

µ : x 7→ xmodL. (5.2)

Используя данную биекцию, можем разбиение тора TTor(v, µ) из (5.1)
перенести на разбиение

TT(v, µ) = T
d
µ (5.3)

развертки T
d
µ. Хотя при таком переходе некоторые многогранники из

разбиения TTor(v, µ) могут оказаться разрезанными, но при отождеств-
лении по modL они будут обратно склеиваться.

Из этого замечания и предложения 5.1 вытекает

Предложение 5.2. В условиях предложения 5.1 объединение много-

гранников

TL(v, µ) =
⋃

l∈L

TT(v, µ)[l], (5.4)

где TT(v, µ)[l] = TT(v, µ) + l и L – полная Z-решетка размерности

d, определенная в (3.5), является периодическим по modL разбиением

пространства Rd, отождествленного Rd = Rd+1
µ,0 с гиперплоскостью

Rd+1
µ,0 из (2.8). �

Определим вершины TL(v, µ)
ver разбиения TL(v, µ) как вершины

всех составляющих его многогранников. Из доказательства предло-
жения 5.2, вытекает равенство множеств вершин

TL(v, µ)
ver =

−→
G ver (5.5)

данного разбиения и графа
−→
G . Скажем, что отмеченный параллеле-

пипед Tk,i вкладывается

x : Tk,i →֒ TL(v, µ) (5.6)

(ср. с определением вложения графов (1.40) в разбиение (5.4) в его
вершине x ∈ TL(v, µ) ver, если выполняется включение

Tk,i + (x − vi) ⊂ TL(v, µ), (5.7)
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означающее, что в вершине x присутствует параллелепипед P разбие-
ния TL(v, µ), получающийся параллельным сдвигом параллелепипеда
Tk,i, переводящим его выделенную вершину vi ∈ T ver

k,i в вершину x

разбиения TL(v, µ).

Лемма 5.1. В условиях предложения 5.1 имеет место равносиль-

ность вложений

x :
−→
G(Tk,i) →֒

−→
G ⇔ x : Tk,i →֒ TL(v, µ) (5.8)

графов многогранников (1.40) и самих многогранников (5.6).

Доказательство. Импликация “⇒” следует из доказательства пред-
ложения 5.2, а “⇐” – непосредственно из определений вложений (1.40)
и (5.6). �

Из предложения 5.2 и леммы 5.1 вытекает

Теорема 5.1. В случае рационального весового вектора µ вида (3.1)
с условиями (3.2), (3.3) и звезды v из (2.16) основная Теорема 1.1
справедлива.

�

§6. Непериодические разбиения пространства

6.1. Весовой вектор общего положения. Скажем, что весовой
вектор µ = (µ0, µ1, . . . , µd) из (1.6) является вектором общего поло-

жения, если

координаты µ0, µ1, . . . , µd линейно независимы над кольцом Z (6.1)

(ср. с определением (3.41), (3.42)). В случае вектора общего положе-
ния µ множество точек a = (a0, a1, . . . , ad) из решетки Zd+1 с условием

µa = µ · a = a0m0 + a1m1 + . . .+ admd = 0 (6.2)

будет состоять из единственной точки 0 = (0, 0, . . . , 0), а

µa = µ · a = a0m0 + a1m1 + . . .+ admd = 1 (6.3)

в силу нормирующего условия (1.7) – из единственной точки 1 =
(1, 1, . . . , 1). Поэтому имеем

−→
G ver ∩ Rd+1

µ,0 = {0},
−→
G ver ∩ (Rd+1

µ,0 + 1) = {1}, (6.4)
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где
−→
G ver = Zd+1

µ – вершины единичного графа (2.3) и Rd+1
µ,0 – гипер-

плоскость (2.8). Отсюда следует, что для любого ǫ > 0 найдется радиус
R = Rǫ такой, что будут выполняться равенства

−→
G ver

R ∩ (Rd+1
µ,0 )ǫ = {0},

−→
G ver

R ∩ (Rd+1
µ,0 + 1)ǫ = {1}. (6.5)

Здесь через
−→
G ver

R =
−→
G ver ∩OR (6.6)

обозначили множество вершин a = (a0, a1, . . . , ad) графа
−→
G , содержа-

щиеся в шаре OR радиуса R, измеряемого в 1-метрике

|a|1 = |a0|+ |a1|+ . . .+ |ad| 6 R; (6.7)

а через (Rd+1
µ,0 )ǫ и (Rd+1

µ,0 + 1)ǫ обозначили ǫ-окрестности гиперплоско-

стей Rd+1
µ,0 и Rd+1

µ,0 + 1, задаваемых соответственно неравенствами

−ǫ 6 µa 6 ǫ, −ǫ 6 µ(a+ 1) 6 ǫ. (6.8)

Условимся, что радиус R = Rǫ выбирается максимально возможным с
сохранением свойств (6.5). Тогда из (6.2) и (6.3) вытекает

R = Rǫ −→ ∞ при ǫ −→ 0. (6.9)

Далее мы собираемся аппроксимировать
−→
G =

−→
Gµ периодическим

единичным графом
−→
G ′ =

−→
Gµ′ с рациональным весовым вектором µ′,

близким к вектору общего положения µ в 1-метрике (6.7):

|µ′ − µ|1 6 θǫ. (6.10)

Из равенств (6.5) и (6.8) следует, что при достаточно малом θǫ > 0, где

θǫ −→ 0 при ǫ −→ 0 (6.11)

будет иметь место совпадение

−→
G ′

R =
−→
GR (6.12)

R-окрестностей (6.6) единичных графов
−→
G и

−→
G ′.

Применяя предложение 2.1 и теорему 2.1, от единичных графов
−→
G

и
−→
G ′ перейдем к их проекциям – звездным графам

−→
G =

−→
Gv,µ и

−→
G ′ =

−→
Gv′,µ′ , построеных соответственно на звездах

v = prπε, v′ = pr′πε. (6.13)
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Здесь prπ и pr′π обозначают проекции (2.16) единичного базиса ε =

{ε0, ε1, . . . , εd} на гиперплоскости Rd+1
µ,0 и Rd+1

µ′,0 с одной и той же про-

извольной точкой π из внутренности симплекса △int
ε (см. определе-

ние (2.7)). Из (6.11) для звезд (6.13) вытекает неравенство

|v′ − v|1 = max
06k6d

|v′k − vk|1 6 ζǫ (6.14)

для некоторого ζǫ > 0, также удовлетворяющего свойству

ζǫ −→ 0 при ǫ −→ 0. (6.15)

В предложении 5.2 было определено периодическое разбиение
T (v′, µ′) = TL(v′, µ′) гиперплоскости Rd+1

µ′,0 , согласованное с графом
−→
G ′ ⊂ Rd+1

µ′,0 . Последнее означает выполнимость условий:

1) разбиение T (v′, µ′) и граф
−→
G ′ имеют одни и те же вершины и

ребра;
2) все многогранники P ′, образующие разбиение T (v′, µ′), вклады-

ваются (1.40) в граф
−→
G ′.

Каждый из многогранников P ′ получается параллельным сдвигом
одного из параллелепипедов T ′

k для k = 0, 1, . . . , d, построенных по
звезде v′ из (6.13).

Рассмотрим R-окрестности
−→
GR =

−→
G ∩OR,

−→
G ′

R =
−→
G ′ ∩OR звездных

графов
−→
G ,

−→
G ′ и соответствующую часть T (v′, µ′)R разбиения T (v′, µ′).

В силу (6.12), неравенства (6.14) и свойства (6.15) графы
−→
GR и

−→
G ′

R

будут rǫ-согласованы: между их вершинами существует такая биекция

ι :
−→
G

′ver
R ∋ x′ 7→ ι(x′) = x ∈

−→
G ver

R , (6.16)

что

|x′ − x|1 6 rǫ, (6.17)

смежные вершины графа
−→
G ′

R отображаются в смежные вершины гра-

фа
−→
GR и обратно; при этом

rǫ −→ 0 при ǫ −→ 0. (6.18)

Пусть многогранник P ′ из разбиения T (v′, µ′)R вкладывается

x′ : P ′ →֒
−→
G ′

R
(6.19)
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в граф
−→
G ′

R в вершине x′ ∈
−→
G

′ver
R . Тогда из (6.16)–(6.18) следует, что

при достаточно малом ǫ > 0 с условием (6.5) будет вкладываться

x : P →֒
−→
GR (6.20)

и соответствующий многогранник P = ι(P ′) в граф
−→
GR в вершине

x = ι(x′) ∈
−→
Gver

R . Здесь многогранник P = ι(P ′) имеет тот же ске-
лет, что и P ′ с заменой звезды v′ на звезду v. Причем получающиеся
таким образом многогранники P , когда P ′ пробегают все многогран-
ники из разбиения T (v′, µ′)R, будут образовыать разбиение T (v, µ)R с

графом
−→
GR.

6.2. Свойства инвариантности разбиений. Далее мы докажем
свойства инвариантности разбиений T (v, µ)R.

Лемма 6.1. При достаточно малом ǫ > 0 разбиение T (v, µ)R не за-

висит от выбора периодического единичного графа
−→
G ′ =

−→
Gµ′ с рацио-

нальным весовым вектором µ′ из (6.10).

Доказательство. Пусть
−→
G ′′ =

−→
Gµ′′ будет другим единичным гра-

фом с рациональным весовым вектором µ′′, удовлетворяющим усло-
вию (6.10). Из (6.16), (6.17) следует, что звездные периодические гра-

фы
−→
G ′

R и
−→
G ′′

R будут 2rǫ-согласоваными. В лемме 5.1 доказано, что
звездные периодические графы однозначно определяют вложенные в
них разбиения. Отсюда и (6.18) вытекает утверждение леммы 6.1. �

Лемма 6.2. Пусть ǫ > ǫ∗ > 0 – достаточно малые значения, ко-

торым отвечают соответственно радиусы R < R∗, где R∗ = Rǫ и

R∗ = Rǫ∗ . Тогда ограничение (T (v, µ)R∗)R разбиения T (v, µ)R∗ радиу-

сом Rǫ совпадает

(T (v, µ)R∗)R = T (v, µ)R (6.21)

с разбиением T (v, µ)R.

Доказательство. Повторяем схему доказательства леммы 6.1, ис-
пользуем лемму 5.1. �

Лемма 6.3. В случае весового вектора µ общего положения (6.1) су-

ществует бесконечное разбиение

Tirr(v, µ) = lim
ǫ→0

T (v, µ)Rǫ
(6.22)
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пространства Rd+1, не зависящее от выбора периодических единич-

ных графов
−→
G ′ =

−→
Gµ′ с рациональными весовыми векторами µ′ с усло-

виями (6.7).

Доказательство. Вытекает из лемм 6.1 и 6.2. �

Лемма 6.4. В условиях леммы 6.3 имеет место равносильность вло-

жений

x :
−→
G(Tk,i) →֒

−→
G ⇔ x : Tk,i →֒ Tirr(v, µ) (6.23)

графов многогранников (1.40) и самих многогранников (5.6).

Доказательство. Вытекает из лемм 5.1 и 6.3. �

Из предложения 5.1 и лемм 6.3, 6.4 вытекает

Теорема 6.1. В случае весового вектора µ общего положения (6.1) и

звезды v из (2.16) основная теорема 1.1 справедлива.

�

§7. Разбиения пространства смешанного типа

7.1. Весовой вектор смешанного типа. Определим ранг rankµ ве-
сового вектора µ = (µ0, µ1, . . . , µd) как максимальное число r = rankµ
линейно независимых его координат

µmax = {µi1 , . . . , µir} ⊆ {µ0, µ1, . . . , µd} (7.1)

над кольцом целых чисел Z или, что равносильно – над полем рацио-
нальных чисел Q. Из (7.1) и определения (1.6)–(1.8) весового вектора
µ для ранга rankµ следуют неравенства

1 6 rankµ 6 d+ 1. (7.2)

В случае рационального (3.1)–(3.3) весового вектора µ выполняется
равенство rankµ = 1, а в случае вектора общего положения (6.1) –
равенство rankµ = d+ 1.

Скажем, что весовой вектор µ является вектором смешанного ти-

па, если его ранг удовлетворяет неравенствам

1 < rankµ < d+ 1. (7.3)
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Лемма 7.1. Если весовой вектор µ имеет ранг r = rankµ, то мно-

жество точек a = (a0, a1, . . . , ad) из решетки Zd+1 с условием

µa = µ · a = a0µ0 + a1µ1 + . . .+ adµd = 0 (7.4)

образует Z-подрешетку

Lmix = Lµ = Z[l1, . . . , lρ] ⊂ Zd+1 (7.5)

размерности ρ = dimLmix, где

dimLmix = d+ 1− r (7.6)

и векторы {l1, . . . , lρ} ⊂ Zd+1 образуют базис решетки Lmix.

Доказательство. С помощью унимодулярных элементарных преоб-
разований – сложений, вычитаний и перестановок координат – весовой
вектор µ можно преобразовать к приведенному виду

µ∗ = (0, . . . , 0, µi1 , . . . , µir )︸ ︷︷ ︸
d+1

. (7.7)

В этом случае все утверждения леммы становятся очевидными. �

7.2. Разбиения смешанного типа. Используя лемму 7.1, аналогич-
но (6.4) имеем

−→
G ver ∩ Rd+1

µ,0 = Lmix,
−→
G ver ∩ (Rd+1

µ,0 + 1) = Lmix + 1. (7.8)

Здесь
−→
G ver = Zd+1

µ – вершины единичного графа (2.3) и Rd+1
µ,0 – гипер-

плоскость (2.8). Из определения (7.5) решетки Lmix следует, что для
любого ǫ > 0 найдется радиус R = Rǫ такой, что будут выполняться
равенства

−→
G ver

R ∩ (Rd+1
µ,0 )ǫ = Lmix,

−→
G ver

R ∩ (Rd+1
µ,0 + 1)ǫ = Lmix + 1, (7.9)

где
−→
G ver

R =
−→
G ver ∩ OR и (Rd+1

µ,0 )ǫ, (R
d+1
µ,0 + 1)ǫ – ǫ-окрестности гипер-

плоскостей Rd+1
µ,0 и Rd+1

µ,0 +1, задаваемые соответственно неравенствами

(6.8). Снова условимся выбирать радиус R = Rǫ максимально возмож-
ным с сохранением свойств (7.9).

В случае весового вектора µ смешанного типа (7.3) единичный граф
−→
G =

−→
Gµ будем аппроксимировать периодическим единичным графом

−→
G ′

mix =
−→
Gmix,µ′ с рациональным весовым вектором µ′, близким

|µ′ − µ|1 6 θǫ (7.10)
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к вектору µ в 1-метрике (6.7) и ортогональным

µ′⊥Lmix (7.11)

решетке Lmix. Согласно построению (7.5) данная решетка вложена

Lmix ⊂Q Rd+1
µ,0 (7.12)

в гиперплоскость Rd+1
µ,0 рациональным образом, т.е. над полем Q, по-

этому требования (7.10) и (7.11) совместимы. Из равенств (7.9) и (6.8)
следует, что при достаточно малом θǫ > 0 будет иметь место совпаде-
ние

−→
G ′

mix,R =
−→
GR (7.13)

R-окрестностей единичных графов
−→
G и

−→
G ′

mix.
Далее продолжая рассуждение по схеме, представленной в п. 6, по-

лучаем аналоги лемм 6.3 и 6.4.

Лемма 7.2. В случае весового вектора µ смешанного типа (7.3) су-

ществовует бесконечное разбиение

Tmix(v, µ) = lim
ǫ→0

T (v, µ)Rǫ
(7.14)

пространства Rd+1, не зависящее от выбора периодических единич-

ных графов
−→
G ′

mix =
−→
Gmix,µ′ с рациональными весовыми векторами µ′

с условиями (7.10) и (7.11).

�

Лемма 7.3. В условиях леммы 7.2 имеет место равносильность вло-

жений

x :
−→
G(Tk,i) →֒

−→
G ⇔ x : Tk,i →֒ Tmix(v, µ) (7.15)

графов многогранников (1.40) и самих многогранников (5.6)).

�

Из предложения 5.2 и лемм 7.2, 7.3 вытекает

Теорема 7.1. В случае весового вектора µ смешанного типа (7.3) и

звезды v из (2.16) основная теорема 1.1 справедлива.

�
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§8. Классификация звезд

8.1. Барицентрические координаты. Пусть △ε – замкнутый d-
мерный симплекс, вершины которого есть концы векторов единичного
базиса ε = {ε0, ε1, . . . , εd} из (1.27), и пусть △v – аналогичный за-
мкнутый d-мерный звездный симплекс, построенный на концах век-
торов звезды v = {v0, v1, . . . , vd}, получающейся проекцией v = prπε
из (2.16), где π – произвольная точка из внутренности симплекса △int

ε .
Вследствие предложения 2.1 определенное таким способом множество
векторов v действительно образует звезду (см. определение 1.1).

Если Rd+1
△ε

– гиперплоскость, содержащая симплекс △ε, и Rd+1
µ,0 –

гиперплоскость (2.8), то проекция

prπ : Rd+1
△ε

−→ Rd+1
µ,0 (8.1)

будет невырожденным аффинным преобразованием. Рассмотрим ее
ограничение

prπ : Rd+1 ⊃ △ε −→ △v ⊂ Rd+1
µ,0 (8.2)

на симплексы. Итак, по определению имеем

π = π0ε0 + π1ε1 + . . .+ πdεd, (8.3)

где

π0 + π1 + . . .+ πd = 1, πk > 0. (8.4)

Поэтому точку π можем записать через ее барицентрические коорди-

наты

πε = (π0, π1, . . . , πd). (8.5)

Поскольку prππ = 0, то из (8.3) получаем представление

0 = π0v0 + π1v1 + . . .+ πdvd (8.6)

для точки 0 = (0, 0, . . . , 0) – центра звезды v и, значит, она имеет те
же барицентрические координаты

0v = (π0, π1, . . . , πd), (8.7)

что и точка π, но уже относительно звезды v или, точнее, – относитель-
но симплекса △v. Барицентрические координаты 0v центра звезды v
назовем типом звезды.

Сделаем некоторые выводы:
1) из (8.6) и условий (8.4) следует включение 0 ∈ △v, которое в силу

критерия 1.1 подтверждает, что проекция v = prπε есть звезда;
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2) кроме того, из разложений (8.5) и (8.7) вытекает сохранение ба-
рицентрических координат при проектировании (8.2).

8.2. Типы звезд и их эквивалентность. Будем говорить, что две
звезды v и v′ аффинно эквивалентны или, просто, – эквивалентны

и обозначать через v ∼ v′, если v′ = Av для некоторого преобразо-
вания A из вещественной группы аффинных преобразования GLd(R)
размерности d.

Лемма 8.1. Имеет место следующая равносильность

v ∼ v′ ⇔ 0v = 0v′ . (8.8)

Доказательство. Импликация “⇒” доказывается аналогично (8.3)–
(8.7).

Обратно, пусть звезды v и v′ имеют один и тот же тип 0v = 0v′

= (π0, π1, . . . , πd). Отсюда и (8.7) вытекают разложения

v0 = −π1

π0
v1 − . . .− πd

π0
vd, v′0 = −π1

π0
v′1 − . . .− πd

π0
v′d (8.9)

с одними и теми же координатами относительно множеств линейно
независимых векторов v1, . . . , vd и v′1, . . . , v

′
d из пространства Rd. Из-

вестно существание единственного аффинного преобразования A из
группы GLd(R) с условием v′k = Avk для всех k = 1, . . . , d. Оно в си-
лу разложений (8.9) будет обладать также свойством v′0 = Av0, что
доказывает импликацию “⇐”. �

В нашем распоряжении следующее множество

Vpr =
⋃

µ∈△int
ε

⋃

π∈△int
ε

vµ,π (8.10)

звезд

v = vµ,π = prπε. (8.11)

Здесь весовой вектор µ из (1.6)–(1.8) отождествляется с определяемой
по его барицентрических координатам точкой из того же симплекса
△ε, что и направление π проекции prπ на гиперплоскость Rd+1

µ,0 , опре-

деленной в (2.8). Поэтому звезда v = vµ,π из (8.11) действительно за-
висит от двух указанных параметров µ и π.

Лемма 8.2. Совокупность всех d-мерных звезд v (см. определе-

ние 1.1) образует множество

V = GLd(R)Vpr. (8.12)
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Доказательство. Если v′ принадлежит множеству Vpr из (8.10), то
по предложению 2.1 v′ будет звездой. Но тогда, по критерию 1.1,
звездой будет и ее образ v = Av′ относительно любого аффинного
преобразования A из группы GLd(R). Поэтому если v ∈ V , то v –
звезда.

Обратно, пусть v – произвольная d-мерная звезда. Она имеет неко-
торый тип 0v = (π0, π1, . . . , πd). Выберем точку π ∈ △int

ε с теми же
барицентрическими координатами (8.5) и рассмотрим проекцию v′ =
prπε. По предложению 2.1 она является d-мерной звездой, имеющей
тип 0v′ = 0v и принадлежащей множеству Vpr из (8.10). Тогда по лем-
ме 8.1 будем иметь v ∼ v′, т.е. v = Av′ для некоторого преобразования
A из группы GLd(R). Следовательно, звезда v принадлежит множе-
ству V . �

8.3. Доказательство основной теоремы 1.1. Пусть T (v, µ) – раз-
биение из основной теоремы 1.1. Из теорем 5.1, 6.1 и 7.1 следует ее
справедливость

T (vpr, µ) = T∗(vpr, µ) (8.13)

для произвольных весовых векторов µ и звезд vpr, принадлежащих
множеству Vpr, определенному в (8.10). Справа в равенстве (8.13) сто-
ит одно из разбиений TL(v, µ), Tirr(v, µ) или Tmix(v, µ) соответственно
из (5.4), (6.22) или (7.14) в зависимости от выбора типа весового век-
тора µ.

Возьмем любое аффинное преобразование A из группы GLd(R). То-
гда согласно определению (1.45) выполняется равенство

AT (vpr, µ) = T (Avpr, µ). (8.14)

Здесь под AT (vpr, µ) понимается разбиение, получающееся из разбие-
ния T (vpr, µ) посредством аффинного отображения x 7→ Ax простран-
ства Rd. Теперь сопоставляя равенства (8.13) и (8.15), можем записать
представление

T (v, µ) = AT∗(vpr, µ) (8.15)

разбиения T (v, µ) из основной теоремы 1.1 для случая звезд вида v =
Avpr через специальные разбиения (5.4), (6.22) и (7.14). Переберая все
аффинные преобразования A ∈ GLd(R) и звезды vpr ∈ Vpr, в согласии
с леммой 8.2 можно получить произвольную звезду v ∈ V . Отсюда и
представления (8.15) вытекает утверждение основной теоремы 1.1.

�
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Замечание 8.1. Разбиения T (v, µ) пространства Rd, определенные в
основной теореме 1.1, называются универсальными ядерными разбие-

ниями.
Как указано во введении, все эти разбиения содержат Kr ⊂ T (v, µ)

ядро Kr = T0∪T1∪ . . .∪Td, состоящее из всех видов параллелепипедов
T0, T1, . . . , Td, из которых образуются разбиения T (v, µ). Само ядро Kr
однозначно определяется Kr = Krv звездой v и характеризуется тремя
свойствами (0.3)–(0.5).

Термин универсальные разбиения означает, что параметры разби-
ений v – звезда (1.3) и µ – весовой вектор (1.6) выбираются 1) произ-
вольно и 2) независимо друг от друга.

§9. Канонические звезды и параметризация разбиений

В п. 10 будут приведены примеры конкретных ядерных разбиений
T (v, µ). Чтобы классифицировать такие разбиения до эквивалентно-
сти относительно преобразований из аффинной группы GLd(R), мы
введем для разбиений T (v, µ) удобную параметризацию.

9.1. Канонические звезды. Ядерные разбиения T (v, µ) и T (v′, µ′)
назовем эквивалентными и обозначим через T (v, µ) ∼ T (v′, µ′), ес-
ли T (v′, µ′) = AT (v, µ) для некоторого преобразования A ∈ GLd(R).
Из представления (8.15) следует, что это возможно только в случае,
когда имеют место равенства v′ = Av и µ′ = µ. Поэтому при изу-
чении ядерных разбиений T (v, µ) можно ограничиться звездами v из
фактор-множества

Vcan = GLd(R) \ V. (9.1)

Поскольку любые два базиса пространства Rd эквивалентны относи-
тельно группы преобразованийGLd(R), то в качестве фактор-множест-
ва (9.1) можно выбрать множество, состоящее из канонических звезд

vcan = (v0, v1, . . . , vd) = (x,−e1, . . . ,−ed), (9.2)

где

e1 = (1, . . . , 0), . . . , ed = (0, . . . , 1) (9.3)

единичный базис пространстваRd (ср. с базисом (1.27)) и x=(x1, . . . , xd)
содержится в d-мерном симплексе

∆1 = ∆d
1 = {x ∈ Rd; 0 < xd 6 . . . 6 x1 6 1}. (9.4)
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9.2. Каноническая параметризация. В силу (1.6)–(1.8) весовой
вектор µ = (µ0, µ1, . . . , µd) содержится в симплексе

∆2 = ∆d+1
2 = {µ ∈ Rd+1; µ0 + µ1 + . . .+ µd = 1, µk > 0}. (9.5)

Определим почти прямое произведение

∆1 ⋊∆2 =
⋃

x∈∆1

x×∆2/x (9.6)

симплексов (9.4) и (9.5) следующим образом. Если x = (x1, . . . , xd)
из ∆1 имеет координаты xk1

= . . . = xks
, то µ, входящая в фактор-

множество ∆2/x, должно иметь соответственно координаты µk1
6 . . .6

µks
. Включение

∆int
1 ×∆2 ⊂ ∆1 ⋊∆2 (9.7)

объясняет название произведения (9.6).
Используя данное произведение, введем для разбиений T (v, µ)

из (1.45) каноническую параметризацию

T (x, µ) = T (vx, µ) (9.8)

с параметрами (x, µ) ∈ ∆1⋊∆2, где vx = vcan – каноническая звез-
да (9.2). Можно показать, что параметризация (9.8) обладает свой-
ством:

T (x, µ) ∼ T (x′, µ′) ⇔ (x, µ) = (x′, µ′). (9.9)

§10. Примеры двумерных ядерных разбиений

10.1. Периодическое ядерное разбиение. Периодическое разбие-
ние TL(v, µ) размерности d = 2, определенное в (5.4), будем строить на
основе рационального весового вектора

µ = (µ0, µ1, µ2) =
(m0

m
,
m1

m
,
m2

m

)
=

( 1

6
,
2

6
,
3

6

)
, (10.1)

удовлетворяющего условиям (3.2) и (3.3), и канонической звезды

v = vcan = (v0, v1, v2) = (x,−e1,−e2), (10.2)

где x = (x1, x2) = (0.5, 0.2) содержится в двумерном симплексе ∆1 =
∆2

1 из (9.4). Решая в целых числах уравнение

a0m0 + a1m1 + a2m2 = 1a0 + 2a1 + 3a2 = 0 (10.3)

(см. (3.6) и (3.7)) находим для разбиения TL(v, µ) его решетку периодов

L = Z[l1, l2] ⊂ Z3 (10.4)
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2l

1l
2v

1v 0v

F

Рис. 10.1. Периодическое ядерное разбиение TL(v, µ).

с базисом l1 = (2,−1, 0), l2 = (1, 1,−1). Решетка L содержится в гипер-
плоскости R3

µ,0 из (2.8), поэтому данный базис можно также записать

l1 = 2v0 − v1, l2 = v0 + v1 − v2 (10.5)

в индексной форме (1.21) через лучи звезды (10.2).
Используя весовой вектор µ и звезду v из (10.1) и (10.2), строится

по алгоритму (1.45) периодическое ядерное разбиение TL(v, µ), изоб-
раженное на рис. 10.1, на котором указаны базисные векторы l1, l2 из
(10.5). Ядро

Kr = Kr(TL(v, µ)) = T0 ∪ T1 ∪ T2 (10.6)

разбиения TL(v, µ) состоит из параллелограммов (1.9) без общих внут-
ренних точек. Фундаментальная область F = R2/L решетки L выделе-
на жирной чертой. В эту область параллелограммы T0, T1 и T2 входят
m0 = 1, m1 = 2 и m2 = 3 раз в соответствии весовым вектором (10.1).
Отсюда будет следовать, что частоты

ν0 =
1

6
, ν1 =

2

6
, ν2 =

3

6
(10.7)

появления данных параллелограммов в периодическом разбиении
TL(v, µ) равны координатам весового вектора µ из (10.1).
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10.2. Ядерное разбиение смешанного типа.

2v
1v 0v

2l

1l

mixF

Рис. 10.2. Ядерное разбиение смешанного типа Tmix(v, µmix).

Определенное в (7.14) разбиение смешанного типа Tmix(v, µmix) бу-
дем строить с помощью прежней звезды v из (10.2) и нового весового
вектора

µmix = (µmix,0, µmix,1, µmix,2), (10.8)

получаемого из рационального вектора (10.1) малым возмущением

µmix,0 =
µ0

1 + 2ξ
, µmix,1 =

µ1 + ξ

1 + 2ξ
, µmix,2 =

µ2 + ξ

1 + 2ξ
.

Если в качестве малого параметра выбрать ξ = π/100 ≈ 0, 0314, то
µmix будет вектором смешанного типа, поскольку при таком выборе
его ранг rankµmix = 2 удовлетворяет неравенствам (7.3). По лемме 7.1
уравнение (10.3) заменится на

a0µmix,0 + a1µmix,1 + a2µmix,2 = 0, (10.9)

поэтому для разбиения Tmix(v, µmix) решеткой периодов будет одно-
мерная решетка

Lmix = Z[lmix,1] ⊂ L ⊂ Z3, (10.10)

у которой сохраняется базисный вектор lmix,1 = l2 = v0 + v1 − v2 ре-
шетки L из (10.4).

На рис. 10.2 изображено разбиение смешанного типа Tmix(v, µmix),
построенное по алгоритму (1.45). На нем серым квадратиком указано
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нарушение трансляционной симметрии относительно вектора l1 ∈ L и
сохранение относительно общего вектора lmix,1 = l2 решеток Lmix и L.
Поэтому для разбиения Tmix(v, µmix) изменится фундаментальная об-
ласть Fmix = R2/Lmix: теперь она становится бесконечной ступенчатой
полосой.

Каковы частоты появления параллелограммов T0, T1 и T2 в бес-
конечной фундаментальной области Fmix? В силу периодичности они
совпадают с частотами появления параллелограммом во всем разбие-
нии Tmix(v, µmix). Из лемм 7.2 и 7.3 следует, что частоты также совпа-
дают

ν
mix,0 = µmix,0, ν

mix,1 = µmix,1, ν
mix,2 = µmix,2 (10.11)

с координатам весового вектора µmix из (10.8); и поэтому силу малости
параметра ξ ≈ 0, 03 они примерно такие же, как у периодического
разбиения (10.7).

10.3. Непериодическое ядерное разбиение.

2v
1v 0v

2l

1l

Рис. 10.3. Непериодическое ядерное разбиение Tirr(v, µirr).

Такие разбиения Tirr(v, µirr) были определены в (6.22). Сохраняя
звезду v из (10.2), будем строить весовой вектор

µirr = (µirr,0, µirr,1, µirr,2), (10.12)
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исходя рационального вектора (10.1) его малым возмущением вида

µirr,0 =
µ0

1 + ξ + ξ2
, µirr,1 =

µ1 + ξ

1 + ξ + ξ2
, µirr,2 =

µ2 + ξ2

1 + ξ + ξ2
.

Весовой вектор (10.12) имеет ранг rankµirr = 3 и, значит, µirr является
вектором общего положения (6.1). Для него решетка периодов Lirr =
{0}. Действительно, изображенное на рис. 10.3 разбиение Tirr(v, µirr)
не имеет периодов.

И снова, но уже применяя леммы 6.3 и 6.4, видим, что частоты
появления параллелограммов T0, T1 и T2 в непериодическом разбиении
Tirr(v, µirr) совпадают

ν
irr,0 = µirr,0, ν

irr,1 = µirr,1, ν
irr,2 = µirr,2 (10.13)

с координатам соответствующего весового вектора общего положения
µirr из (10.12); и поэтому мало отличаются от частот периодического
разбиения (10.7).

Из сказанного вытекает важное

Замечание 10.1. Из равенств (10.7), (10.11) и (10.13) следует, что тип
ядерного разбиения TL(v, µ), Tmix(v, µmix) или Tirr(v, µirr) определяется
типом соответствующего частотного вектора ν = (ν0, ν1, ν2), νmix =
(νmix,0, νmix,1, νmix,2) или νirr = (νirr,0, νirr,1, νirr,2); и данное свойство
имеет место для разбиений любой размерности d.
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Zhuravlev V. G. Universal karyon tilings.

Universal karyon tilings T d(v, µ) of the real d-dimensional space Rd are
constructed. These tilings depend on two free parameters: the star v =
{v0, . . . , vd} formed by d+1 vectors v0, . . . , vd ∈ Rd, and the weight vector
µ = (µ0, µ1, . . . , µd) ∈ Rd+1 with µk > 0 satisfying µ0 + µ1 + . . .+ µd = 1.
The tiling T d(v, µ) contains the karyon Kr = T0 ∪ T1 ∪ . . . ∪ Td ⊂ T (v, µ)
consisting of all types of parallelepipeds T0, T1, . . . , Td from which the tiling
T d(v, µ) is formed. The karyon Kr is a convex parallelohedron uniquely
determined by the star v. Coordinates µk of the weight vector µ set the
frequency of occurrence of parallelepipeds Tk ∈ Kr in the karyon tiling
T d(v, µ).
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