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§1. Введение

В последние годы появился ряд работ, посвященных дифферен-
циальным уравнениям распределенного (по-другому, континуального)
порядка [1–3]. Такие уравнения все чаще появляются при исследовании
прикладных задач, при описании различных физических или техниче-
ских процессов в теории вязкоупругости [4], в кинетической теории [5]
и др. [6, 7]. Некоторые работы касаются исследования вопросов суще-
ствования и единственности решения, качественных свойств решений
уравнений распределенного порядка [8–13], численного поиска реше-
ний краевых задач для таких уравнений [14, 15].

Автором ранее [16, 17] был изучен класс уравнений с производной
Герасимова–Капуто распределенного порядка и с линейным ограни-

ченным оператором A в банаховом пространстве Z

b
∫

a

ω(α)Dα
t z(t)dα = Az(t) + g(t), t ∈ [0, T ], (1)

где m − 1 < b 6 m ∈ N, 0 6 a < b, ω : [a, b] → C, T > 0, g : [0, T ] → Z.
Получен явный вид решения, определяемый разрешающими операто-
рами однородного уравнения. Результаты об уравнении (1) использо-
ваны при исследовании неразрешимого относительно распределенной
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производной уравнения

b
∫

a

ω(α)Dα
t Lx(t)dα =Mx(t) + f(t), t ∈ [0, T ], (2)

с вырожденным линейным ограниченным оператором L : X → Y,
kerL 6= {0}, и (L, p)-ограниченным [18] линейным замкнутым плотно
определенным в X оператором M : DM → Y. Здесь X и Y – банаховы
пространства, функция f : [0, T ] → Y.

В данной работе получены необходимые и достаточные условия су-
ществования аналитического в секторе разрешающего семейства опе-
раторов однородного уравнения (1) (g ≡ 0) с линейным замкнутым,
вообще говоря, неограниченным оператором A при b 6 1. Затем полу-
чены две версии теоремы об однозначной разрешимости задачи Коши
для неоднородного уравнения (1): с условием повышенной гладкости
функции g по пространственным переменным (условие непрерывности
в норме графика оператора A) и с условием ее повышенной гладкости
по временной переменной (условие гёльдеровости по t). Абстрактные
результаты получены с использованием теории преобразования Лапла-
са и представляют собой распространение на случай уравнений рас-
пределенного порядка некоторых результатов аналитической теории
полугрупп операторов [19, 20] и ее обобщений на случай интеграль-
ных уравнений [21, 22], дробных дифференциальных уравнений [23].
Условия однозначной разрешимости уравнения (1) использованы при
исследовании одного класса начально-краевых задач для уравнений
с многочленами от эллиптического дифференциального по простран-
ственным переменным оператора.

§2. Однородное уравнение

При β > 0, t > 0 обозначим gβ(t) := tβ−1/Γ(β),

Jβt h(t) :=

t
∫

0

gβ(t− s)h(s)ds =
1

Γ(β)

t
∫

0

(t− s)β−1h(s)ds.

Пусть α ∈ (0, 1], D1
t – обычная производная 1-го порядка, Dα

t – про-
изводная Герасимова–Капуто (подробнее см. в [23]), т.е. Dα

t h(t) :=
D1
t J

1−α
t (h(t)− h(0)) .
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Пусть R+ := R+ ∪ {0}, Z – банахово пространство. Преобразование
Лапласа функции h : R+ → Z обозначим через L[h]. Преобразование
Лапласа дробной производной Герасимова–Капуто порядка α ∈ (0, 1]
удовлетворяет равенству

L[Dα
t h](λ) = λαL[h](λ) − λα−1h(0). (3)

Обозначим Sθ,a := {µ ∈ C : | arg(µ− a)| < θ, µ 6= a} при θ ∈ (π/2, π],
a ∈ R, Σψ := {t ∈ C : | arg t| < ψ, t 6= 0} при ψ ∈ (0, π/2].

Далее нам понадобится следующая теорема.

Теорема 1 ([21, Теорема 0.1, с. 5], [24, Теорема 2.6.1, с. 84]). Пусть

θ0 ∈ (π/2, π], a ∈ R, X – банахово пространство, задано H : (a,∞) →
X. Следующие утверждения эквивалентны.

(i) Существует аналитическая функция F : Σθ0−π/2 → X, при лю-

бом θ ∈ (π/2, θ0) существует такое C(θ) > 0, что для всех t ∈ Σθ−π/2
выполняется неравенство ‖F (t)‖X 6 C(θ)eaRe t; при λ > a L[F ](λ) =
H(λ).

(ii) Функция H аналитически продолжима на Sθ0,a, при любом θ ∈
(π/2, θ0) найдется такое K(θ) > 0, что для всех λ ∈ Sθ,a

‖H(λ)‖X 6
K(θ)

|λ− a|
.

Обозначим через L(Z) банахово пространство всех линейных непре-
рывных операторов из Z в Z, через Cl(Z) – множество всех линейных
замкнутых операторов, плотно определенных в Z, действующих в про-
странство Z.

При A ∈ Cl(Z) рассмотрим задачу Коши

z(0) = z0 (4)

для уравнения распределенного порядка

b
∫

0

ω(α)Dα
t z(t)dα = Az(t), t > 0, (5)

где 0 < b 6 1, ω : [0, b] → C. Под решением задачи (4), (5) будем
понимать такую функцию z ∈ C(R+;Z) ∩ C(R+;DA), что существует
b
∫

0

ω(α)Dα
t z(t)dα ∈ C(R+;Z) и выполняются равенства (4) и (5) при

t > 0. Чтобы подчеркнуть соответствие начальным данным z0, будем
при необходимости записывать решение задачи (4), (5) в виде z(t; z0).
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Сразу отметим, что если в исходной задаче интеграл берется от
некоторого c ∈ (0, b) до b, то соответствующее уравнение также можно
записать в виде (5), положив ω(α) ≡ 0 при α ∈ (0, c).

Обозначим

W (λ) :=

b
∫

0

ω(α)λαdα.

Нетрудно доказать следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть 0 < b 6 1, ω ∈ L1(0, b). Тогда W – аналитическая

функция на множестве C \ {λ ∈ C : Reλ 6 0}.

Лемма 2. Пусть 0 < b 6 1, ω – кусочно-непрерывная функция на

(0, b), непрывная слева в точке b, ω(b) 6= 0. Тогда для θ0 ∈ (π/2, π],
a0 > 0

∃C > 0 ∃ε ∈ (0, b) ∃̺ > 0

∀λ ∈ Sθ0,a0 \ {λ ∈ C : |λ| < ̺} |W (λ)| > C|λ|ε. (6)

Доказательство. При c > 0, достаточно близком к b, имеем для неко-
торого C1 = C1(ε1) > 0 и всех достаточно больших |λ|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

c

ω(α)λαdα

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= |ω(ξ)|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

c

λαdα

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= |ω(ξ)|

∣

∣

∣

∣

λb − λc

lnλ

∣

∣

∣

∣

> C1|λ|
ε1

для некоторого ξ ∈ (c, b) и любого ε1 ∈ (c, b). Таким образом, при
ε ∈ (c, ε1) для некоторого C > 0 и достаточно больших |λ|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

0

ω(α)λαdα

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> C1|λ|
ε1 − |λ|c

c
∫

0

|ω(α)|dα > C|λ|ε. �

Семейство операторов {S(t) ∈ L(Z) : t > 0} называется разрешаю-

щим для уравнения (5), если выполняются следующие условия:
(i) оператор-функция S(t) сильно непрерывна при t > 0, S(0) = I;
(ii) S(t)[DA] ⊂ DA, S(t)Ax = AS(t)x при всех x ∈ DA, t > 0;
(iii) S(t)z0 – решение задачи Коши (4), (5) при всех z0 ∈ DA.
Разрешающее семейство операторов называется аналитическим, ес-

ли оно аналитически продолжимо в сектор Σψ0
при некотором ψ0 ∈

(0, π/2]. Аналитическое разрешающее семейство {S(t) ∈ L(Z) : t > 0}
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имеет тип (ψ0, a0) при некоторых ψ0 ∈ (0, π/2], a0 ∈ R, если при лю-
бых ψ ∈ (0, ψ0), a > a0 существует такое C(ψ, a), что для всех t ∈ Σψ
выполняется неравенство ‖S(t)‖L(Z) 6 C(ψ, a)eaRe t.

Замечание 1. Аналогичные понятия разрешающего семейства опера-
торов, аналитического разрешающего семейства операторов использу-
ются при исследовании интегральных эволюционных уравнений [21],
дифференциальных уравнений дробного порядка [23].

Пусть оператор A ∈ Cl(Z) удовлетворяет следующим условиям:
1) cуществуют такие θ0 ∈ (π/2, π], a0 > 0, что при λ ∈ Sθ0,a0 имеем

W (λ) ∈ ρ(A);
2) при любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 найдется такое K(θ, a) > 0, что

для всех λ ∈ Sθ0,a0

‖(W (λ)I −A)−1‖L(Z) 6
|λ|K(θ, a)

|W (λ)||λ − a|
.

Тогда будем говорить, что операторA принадлежит классу AW (θ0, a0).
Через Lap(Z) обозначим множество функций x : R+ → Z, для кото-

рых определено преобразование Лапласа.
Обозначим

Z0(t) :=
1

2πi

∫

Γ

eλt

λ
W (λ) (W (λ)I −A)−1 dλ, (7)

где Γ = Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0, Γ± = {µ ∈ C : µ = a + re±iθ, r ∈ (δ,∞)},
Γ0 = {µ ∈ C : µ = a + δeiϕ, ϕ ∈ (−θ, θ)} при некоторых δ > 0, a > a0,
θ ∈ (π/2, θ0). В случае A ∈ AW (θ0, a0) операторы Z0(t) определены
при t > 0.

Теорема 2. Пусть 0 < b 6 1, θ0 ∈ (π/2, π], a0 > 0, ω ∈ L1(0, b), W
удовлетворяет условию (6). Тогда существует аналитическое разре-

шающее семейство операторов типа (θ0 − π/2, a0) уравнения (5) в

том и только в том случае, когда A ∈ AW (θ0, a0). При этом раз-

решающее семейство операторов единственно, имеет вид (7) и при

z0 ∈ DA функция z(t) = Z0(t)z0 является единственным решением

задачи (4), (5) в пространстве Lap(Z).

Доказательство. Пусть A ∈ AW (θ0, a0), R > δ,

ΓR =

4
⋃

k=1

Γk,R, Γ1,R = Γ0, Γ2,R = {λ ∈ C : λ = a+Reiϕ, ϕ ∈ (−θ, θ)},
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Γ3,R = {λ ∈ C : λ = a+ reiθ, r ∈ [δ, R]},

Γ4,R = {λ ∈ C : λ = a+ re−iθ, r ∈ [δ, R]},

ΓR – положительно ориентированный замкнутый контур. Рассмотрим
также контуры

Γ5,R = {λ ∈ C : λ = a+ reiθ , r ∈ [R,∞)},

Γ6,R = {λ ∈ C : λ = a+ re−iθ , r ∈ [R,∞)},

тогда Γ = Γ5,R ∪ Γ6,R ∪ ΓR \ Γ2,R.
При t > 0, z0 ∈ DA имеем

Z0(t) =
1

2πi

∫

Γ

eλt

λ
W (λ) (W (λ)I −A)

−1
z0dλ

=
1

2πi

∫

Γ

eλt

λ
dλz0 +

1

2πi

∫

Γ

eλt

λ
(W (λ)I −A)

−1
Az0dλ.

Для t ∈ [0, 1], λ ∈ Γ \ {λ ∈ C : |λ| 6 ̺}
∥

∥

∥

∥

eλt

λ
(W (λ)I −A)

−1
Az0

∥

∥

∥

∥

Z

6
ea+δK(θ, a)‖Az0‖Z

|W (λ)||λ − a|
6

C1

|λ|1+ε
,

поэтому
∥

∥

∥

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Γ

eλt

λ
(W (λ)I −A)

−1
Az0dλ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Z

6 C2.

Следовательно, интеграл Z0(t) сходится равномерно по t ∈ [0, 1] и по
непрерывности

Z0(0)z0 = z0 +
1

2πi

∫

Γ

1

λ
(W (λ)I −A)−1Az0dλ

=z0 + lim
R→∞

1

2πi







∫

ΓR

−

∫

Γ2,R

+

∫

Γ5,R

+

∫

Γ6,R







1

λ
(W (λ)I−A)

−1
Az0dλ=z0,

так как по теореме Коши
∫

ΓR

1

λ
(W (λ)I −A)

−1
Az0dλ = 0,
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при этом
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∫

Γs,R

eλt

λ
(W (λ)I −A)−1Az0dλ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Z

6
C3

Rε
, s = 2, 5, 6.

Следовательно, Z0(·)z0 ∈ C(R+;Z), функция z(t) := Z0(t)z0 удовле-
творяет условию Коши (4). Учитывая замкнутость оператора A и его
коммутирование с операторами (W (λ)I−A)−1 на DA, при z0 ∈ DA вы-
полняется также включение AZ0(·)z0 ∈ C(R+;Z), т.е. z(·) := Z0(·)z0 ∈
C(R+;DA).

При Reµ > a имеем

L[Z0](µ) =
1

2πi

∫

Γ

W (λ)

λ(µ− λ)
(W (λ)I −A)

−1
dλ.

Поскольку A ∈ AW (θ0, a0), то

lim
R→∞

1

2πi

∫

Γs,R

W (λ)

λ(µ− λ)
(W (λ)I −A)−1 dλ = 0, s = 2, 5, 6.

Поэтому по интегральной формуле Коши

L[Z0](µ) = lim
R→∞

1

2πi

∫

ΓR

W (λ)

λ(µ− λ)
(W (λ)I −A)

−1
dλ

=
W (µ)

µ
(W (µ)I −A)

−1
.

В силу теоремы 1 отсюда получаем аналитичность отображения Z0 :
Σθ0−π/2 → L(Z) и тот факт, что при любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0
найдется такое C(θ, a) > 0, что ‖Z0(t)‖L(Z) 6 C(θ, a)eaRe t при всех
t ∈ Σθ−π/2. Поэтому z ∈ Lap(Z).

Далее для z(t) = Z0(t)z0 при z0 ∈ DA

L[Az](µ) =
W (µ)

µ
(W (µ)I −A)

−1
Az0.

Следовательно, L[z](µ) ∈ DA, AL[z](µ) = L[Az](µ), L[z](µ) и L[Az](µ)
имеют аналитические продолжения на Sθ0,a0 , так как A ∈ AW (θ0, a0).
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С помощью формулы (3) преобразования Лапласа получим

L





b
∫

0

ω(α)Dα
t z(t)dα



 (µ) =
(W (µ))2

µ
(W (µ)I −A)

−1
z0 −

W (µ)

µ
z0

=
W (µ)

µ
(W (µ)I −A)−1Az0 = L[Az](µ).

Применим обратное преобразование Лапласа к обеим частям получен-
ного равенства и получим равенство (5) во всех точках непрерывности
функции Az, т.е. для всех t > 0. Таким образом, z – решение задачи
(4), (5) и {Z0(t) ∈ L(Z) : t > 0} – аналитическое разрешающее семей-
ство операторов типа (θ0 − π/2, a0) уравнения (5).

Пусть существует аналитическое разрешающее семейство операто-
ров {S(t) ∈ L(Z) : t > 0} типа (θ0 − π/2, a0) уравнения (5), обозначим
L[S](λ) := H(λ), λ > a0. Из уравнения (5) с учетом пункта (ii) опреде-
ления разрешающего семейства получим равенства при z0 ∈ DA

b
∫

0

ω(α)Dα
t S(t)z0dα = AS(t)z0 = S(t)Az0,

отсюда в силу замкнутости оператора A при λ > a0 H(λ)[DA] ⊂ DA,

L





b
∫

0

ω(α)Dα
t S(t)z0dα



 (λ) =W (λ)H(λ)z0 −
W (λ)

λ
z0

= H(λ)Az0 = AH(λ)z0.

Поэтому оператор W (λ)I −A : DA → Z биективен и

H(λ) =
W (λ)

λ
(W (λ)I −A)−1, λ > a0.

По теореме 1 отсюда следует, что A ∈ AW (θ0, a0).
Если существует два решения z1, z2 задачи (4), (5) из класса Lap(Z),

то их разность y = z1−z2 ∈ Lap(Z) является решением уравнения (5) и
удовлетворяет начальному условию y(0) = 0. Действуя перобразовани-
ем Лапласа на обе части уравнения (5) и учитывая начальное условие,
получим равенство W (λ)L[y](λ) = AL[y](λ). Так как A ∈ AW (θ0, a0),
при λ ∈ Sθ0,a0 получим тождество L[y](λ) ≡ 0. Оно означает, что y ≡ 0.
Поэтому z(t) = Z0(t)z0 – единственное решение задачи (4), (5) при
z0 ∈ DA в пространстве Lap(Z). �
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Замечание 2. Если рассматривать задачу (4), (5) на отрезке [0, T ], то
при доказательстве единственности продолжим функцию y на [T,∞)
непрерывным ограниченным образом и, рассуждая аналогично, полу-
чим единственность решения на отрезке.

Замечание 3. Нетрудно показать, что в условиях теоремы 2 при
z0 ∈ DA2 выполняется включение Z0(·)z0 ∈ C(R+;DA), т. е. Z0(·)z0
непрерывна в норме графика DA в нуле и удовлетворяет уравнению
(5) при t = 0.

§3. Неоднородное уравнение

Решением задачи Коши (4) для неоднородного уравнения

b
∫

0

ω(α)Dα
t z(t)dα = Az(t) + g(t), t ∈ (0, T ), (8)

где 0 < b 6 1, ω : [0, b] → C, T > 0, g ∈ C([0, T ];Z), называется такая
функция z ∈ C([0, T );Z) ∩ C((0, T );DA), что существует

b
∫

0

ω(α)Dα
t z(t)dα ∈ C((0, T );Z)

и выполняются равенства (4) и (8).
Обозначим

Z(t) :=
1

2πi

∫

Γ

eλt (W (λ)I −A)
−1
dλ.

Заметим, что

Z0(t) =

b
∫

0

ω(α)Dα−1
t Z(t)dα.

Сначала рассмотрим случай повышенной гладкости функции g по
пространственным переменным (g ∈ C([0, T ];DA)).

Лемма 3. Пусть 0 < b 6 1, ω ∈ L1(0, b), W удовлетворяет условию

(6), θ0 ∈ (π/2, π], a0 > 0, A ∈ AW (θ0, a0), g ∈ C([0, T ];DA). Тогда

функция

zg(t) =

t
∫

0

Z(t− s)g(s)ds
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является единственным решением задачи (4), (8) с z0 = 0.

Доказательство. Нетрудно показать, что Z(t) аналитически продол-
жима в сектор Σθ0−π/2. Исследуем поведение этой функции в окрест-
ности нуля. В силу условия (6) и того, что A ∈ AW (θ0, a0), имеем

‖Z(t)‖L(Z) 6 C1

∫

Γ

etReλ

|λ|ε
ds.

При t ∈ (0, 1] имеем
∫

Γ0

etReλ

|λ|ε
ds 6 C12πδ

1−εea+δ,

∫

Γ±

etReλ

|λ|ε
ds 6 C1e

at

∞
∫

δ

ert cos θdr

rε
= C1e

at(− cos θ)ε−1Γ(1− ε)tε−1,

поэтому ‖Z(t)‖L(Z) = O(tε−1) при t → 0+. Следовательно, ‖zg(t)‖ 6

C2t
ε → 0 при t → 0+. Поэтому начальное условие (4) с z0 = 0 выпол-

няется.
Определим g(t) = 0 при t > T , тогда мы имеем свертку zg = Z ∗ g,

в таком случае L[zg] = L[Z]L[g]. Рассуждая, как при доказательстве

теоремы 2, получим L[Z](µ) = (W (µ)I −A)
−1
, так как в силу усло-

вия (6)
∥

∥

∥

∥

1

µ− λ
(W (λ)I −A)

−1

∥

∥

∥

∥

6
C3

|λ|1+ε
.

Следовательно,

L





b
∫

0

ω(α)Dα
t zgdα



 (µ) =W (µ) (W (µ)I −A)
−1

L[g](µ)

= L[g](µ) +A (W (µ)I −A)−1
L[g](µ).

Действуя обратным преобразованием Лапласа на обе части получен-
ного равенства, получим

b
∫

0

ω(α)Dα
t zg(t)dα = g(t) +A(Z ∗ g)(t) = g(t) +Azg(t),
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так как g ∈ C([0, T ];DA) и в силу замкнутости оператора A конечна
величина A(Z ∗ g)(t) = Z ∗Ag(t).

Доказательство единственности решения задачи стандартным обра-
зом сводится к доказательству единственности для однородной задачи.
В силу замечания 2 получим требуемое. �

Теперь рассмотрим случай повышенной гладкости функции g по
временно́й переменной.

Через Cγ([0, T ];Z) при γ ∈ (0, 1] обозначим класс гельдеровых функ-
ций, т. е. функций f : [0, T ] → Z, для которых существует такое C > 0,
что при всех t, s ∈ [0, T ] выполняется неравенство ‖f(t) − f(s)‖Z 6

C|t− s|γ .

Лемма 4. Пусть 0 < b 6 1, ω ∈ L1(0, b), W удовлетворяет условию

(6), θ0 ∈ (π/2, π], a0 > 0, A ∈ AW (θ0, a0), g ∈ Cγ([0, T ];Z), γ ∈ (0, 1].
Тогда функция

zg(t) =

t
∫

0

Z(t− s)g(s)ds

является единственным решением задачи (4), (8) с z0 = 0.

Доказательство. Имеем при t → 0+, как при доказательстве пре-
дыдущей леммы, ‖Z(t)‖L(Z) = O(tε−1), ‖zg(t)‖Z 6 C2t

ε. При этом
imZ(t) ⊂ DA для t > 0, так как в силу аналитичности Z0(t)

AZ(t) =
1

2πi

∫

Γ

A(W (λ)I −A)−1eλtdλ

=
1

2πi

∫

Γ

W (λ)(W (λ)I −A)−1eλtdλ = D1
tZ0(t).

Заметим, что

∫

Γ±

|λ|etRe λ

|λ− a|
ds 6 eat

∞
∫

δ

|reiθ + a|ert cos θdr

r
6

C1e
at

−t cos θ
,

поэтому ‖AZ(t)‖L(Z) = O(t−1) при t→ 0+,

‖AZ(t− s)(g(s)− g(t))‖Z 6 C2|t− s|γ−1.
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Следовательно,

t
∫

0

AZ(t− s)g(s)ds =

t
∫

0

AZ(t− s)(g(s)− g(t))ds+ (Z0(t)− I)g(t).

Таким образом, zg(t) ∈ DA, zg ∈ C((0, T );DA).
В остальном доказательство не отличается от доказательства лем-

мы 3. �

Из теоремы 2 и лемм 3 и 4 получаем следующий результат.

Теорема 3. Пусть 0 < b 6 1, ω ∈ L1(0, b), W удовлетворяет усло-

вию (6), θ0 ∈ (π/2, π], a0 > 0, A ∈ AW (θ0, a0), g ∈ C([0, T ];DA) ∪
Cγ([0, T ];Z), γ ∈ (0, 1]. Тогда функция

z(t) = Z0(t)z0 +

t
∫

0

Z(t− s)g(s)ds

является единственным решением задачи (4), (8).

§4. Приложение к начально-краевым задачам

Пусть n < m, заданы многочлены Pn(λ) =
n
∑

i=0

ciλ
i,Qm(λ) =

m
∑

j=0

djλ
j ,

ci, dj ∈ R, i = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . ,m, cn 6= 0, dm 6= 0. Предположим
также, что Ω ⊂ Rd – ограниченная область с гладкой границей ∂Ω,
пучок операторов Λ, B1, B2, . . . , Br регулярно эллиптичен [25, с. 454],
где

(Λu)(s) =
∑

|q|62r

aq(s)
∂|q|u(s)

∂sq11 ∂s
q2
2 . . . ∂sqdd

, aq ∈ C∞(Ω),

(Blu)(s) =
∑

|q|6rl

blq(s)
∂|q|u(s)

∂sq11 ∂s
q2
2 . . . ∂sqdd

, blq ∈ C∞(∂Ω), l = 1, 2, . . . , r,

q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ N
d
0, |q| = q1 + · · · + qd. Определим оператор

Λ1 ∈ Cl(L2(Ω)) с областью определения DΛ1
= H2r

{Bl}
(Ω) [25, с. 399]

равенством Λ1u = Λu. Предположим, что Λ1 – самосопряженный опе-
ратор, тогда спектр σ(Λ1) оператора Λ1 действительный и дискретный
[25, Теорема 5.6.3, с. 499]. Пусть, кроме того, σ(Λ1) ограничен справа и



О ПОРОЖДЕНИИ СЕМЕЙСТВА ОПЕРАТОРОВ 125

не содержит точки ноль, {ϕk : k ∈ N} – ортонормированная в L2(Ω) си-
стема собственных функций оператора Λ1, занумерованных по невоз-
растанию соответствующих собственных значений {λk : k ∈ N} с уче-
том их кратности.

Рассмотрим начально-краевую задачу

u(s, 0) = u0(s), s ∈ Ω, (9)

BlΛ
ku(s, t) = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1, l = 1, 2, . . . , r,

(s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),
(10)

b
∫

0

ω(α)Dα
t Pn(Λ)u(s, t)dα = Qm(Λ)u(s, t) + f(s, t),

(s, t) ∈ Ω× (0, T ),

(11)

где 0 < b 6 1, ω : [0, b] → R, f ∈ Ω× [0, T ] → R. Положим

X = {v ∈ H2rn(Ω) : BlΛ
kv(s) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1,

l = 1, 2, . . . , r, x ∈ ∂Ω},
(12)

Y = L2(Ω), L = Pn(Λ), M = Qm(Λ), (13)

DM = {v ∈ H2rm(Ω) : BlΛ
kv(s) = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

l = 1, 2, . . . , r, x ∈ ∂Ω}.
(14)

Тогда L ∈ L(X;Y), M ∈ Cl(X;Y). Пусть, кроме того, Pn(λk) 6= 0 для
всех k ∈ N, тогда существует обратный оператор L−1 ∈ L(Y;X) и
задача (9)–(11) представима в виде (4), (8), где Z = X, A = L−1M ∈
Cl(Z), DA = DM , g(t) = L−1f(·, t), z0 = u0(·).

Лемма 5. Пусть 0 6 b0 < b 6 1, ω(α) ≡ 0 при α ∈ [0, b0), ω ∈
C([b0, b];R), ω(α) > 0 при α ∈ [b0, b), ω(b) > 0; (−1)m−ndm/cn < 0,
спектр σ(Λ1) не содержит нуля и корней многочлена Pn(λ) и выпол-

няются обозначения (12)–(14). Тогда A ∈ AW (θ0, a0).

Доказательство. Имеем при заданных условиях

lim
k→∞

Qm(λk)

Pn(λk)
= −∞,

поэтому при некотором a1 > 0 и любом θ0 ∈ (π/2, π) Qm(λk)/Pn(λk) /∈
Sθ0,a1 для всех k ∈ N.
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Из леммы 1 следует, что W (λ) :=
b
∫

b0

ω(α)λαdα – аналитическая

функция на множестве C \ {λ ∈ C : Reλ 6 0}. По теореме о среднем
W (λ) = ω(ξ)|λ|ξeiξ arg λ, где 0 6 b0 6 ξ 6 b 6 1. Поэтому argW (λ) =
ξ argλ ∈ (−θ0b, θ0b) и W (λ) /∈ R−.

Выберем a0 > ̺/ sin θ0, тогда |λ| > ̺ для λ ∈ Sθ0,a0 . Если, кроме
того,

a0 >
1

sin θ0

(

1

C
max
k∈N

Qm(λk)

Pn(λk)

)1/ε

, (15)

то в силу неравенства (6) для всех λ ∈ Sθ0,a0 имеем

W (λ) 6= Qm(λk)/Pn(λk).

Имеем для v ∈ X, θ ∈ (π/2, θ0), a > a0, λ ∈ Sθ,a

‖(W (λ)I −A)−1v‖2X = ‖(W (λ)I − Pn(Λ)
−1Qm(Λ))

−1‖2X

=

∞
∑

k=1

(1 + λ2nk )|〈v, ϕk〉|
2

|W (λ)− Qm(λk)
Pn(λk)

|2

6 C1

∞
∑

k=1

(1 + λ2nk )|λ|2|〈v, ϕk〉|
2

|W (λ)|2|1−W (λ)−1Qm(λk)
Pn(λk)

|2|λ− a|2

6

C1|λ|
2

∞
∑

k=1

(1 + λ2nk )|〈v, ϕk〉|
2

|W (λ)|2|λ− a|2 min
k∈N,λ∈Sa,θ

|1−W (λ)−1Qm(λk)
Pn(λk)

|2

=
K|λ|2‖v‖2X

|W (λ)|2|λ− a|2
.

(16)

При этом использована отделенность величины |λ|2/|λ−a|2 от нуля
при λ из выбранного сектора Sθ0,a0 . Указанный выше минимум суще-
ствует в силу ограниченности последовательности {Qm(λk)/Pn(λk)},
непрерывности и ограниченности на бесконечности функции W (λ) и
положителен в силу (6) и (15). Таким образом, A ∈ AW (θ0, a0). �

Из леммы 5 и теоремы 3 сразу получим следующий результат.

Теорема 4. Пусть 0 6 b0 < b 6 1, ω(α) ≡ 0 при α ∈ [0, b0), ω ∈
C([b0, b];R), ω(α) > 0 при α ∈ [b0, b), ω(b) > 0; (−1)m−ndm/cn < 0,
спектр σ(Λ1) не содержит нуля и корней многочлена Pn(λ), u0 ∈
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DM , f ∈ Cγ([0, T ];L2(Ω)), γ ∈ (0, 1]. Тогда существует единственное

решение задачи (9)–(11).

Пример. Возьмем P0(λ) ≡ 1, Q1(λ) = λ, Au = ∆u, r = 1, B1 = I,
f ≡ 0. Тогда (9)–(11) представляет собой начально-краевую задачу
для уравнения ультрамедленной диффузии [13]

b
∫

0

ω(α)Dα
t u(s, t)dα = ∆u(s, t), (s, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(s, 0) = u0(s), s ∈ Ω.
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fractional differential equation. — J. Math. Analis. Appl., 328 (2007), 590–608.
11. Z. Jiao, Y. Chen, I. Podlubny, Distributed-order dynamic system. Stability,

simulations, applications and perspectives. London: Springer-Verlag, 2012.
12. S. Umarov, R. Gorenflo, Cauchy and nonlocal multi-point problems for

distributed order pseudo-differential equations. — Zeitschrift für Analysis und ihre
Anwendungen 24 (2005), 449–466.



128 В. Е. ФЕДОРОВ

13. A. N. Kochubei, Distributed order calculus and equations of ultraslow diffusion. —
J. Math. Analis. Appl., 340 (2008), 252–280.

14. K. Diethelm, N. J. Ford, Numerical solution methods for distributed order time

fractional diffusion equation. — Fract. Calc. Appl. Analis., 4 (2001), 531–542.
15. K. Diethelm, N. Ford, A. D. Freed, Y. Luchko, Algorithms for the fractional

calculus: A selection of numerical methods. — Comput. Meth. Appl. Mechanics
and Engineering 194, No. 6-8 (2003), 743–773.

16. Е. М. Стрелецкая, В. Е. Федоров, А. Дебуш, Задача Коши для уравнения рас-

пределенного порядка в банаховом пространстве. — Мат. заметки СВФУ 25,
No. 1 (2018), 63–72.

17. V. E. Fedorov, E. M. Streletskaya, Initial-value problems for linear distributed-order

differential equations in Banach spaces — Electron. J. Differential Equations 2018,
No. 176 (2018), 1–17.

18. G. A. Sviridyuk, V. E. Fedorov, Linear sobolev type equations and degenerate

semigroups of operators. Utrecht, Boston: VSP, 2003.
19. E. Hille, R. S. Phillips, Functional analysis and semi-groups. Providence: American

Mathematical Society, 1957.
20. М. З. Соломяк, Применение теории полугрупп к исследованию дифференци-

альных уравнений в пространствах Банаха. — Докл. АН СССР 122, No. 5
(1958), 766–769.

21. J. Prüss, Evolutionary Integral Equations and Applications. Basel: Springer-Verlag,
1993.
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Fedorov V. E. On generation of an analytic in a sector resolving opera-
tors family for a distributed order equation.

We investigate the unique solvability of the Cauchy problem for a class
of differential equations of a distributed order not greater than one with
an unbounded operator in a Banach space. The necessary and sufficient
conditions for the existence of an analytic in the sector resolving family
of operators for the homogeneous equation are obtained. Two versions
of the theorem on the unique solvability of the Cauchy problem for the
corresponding inhomogeneous equation are proved: with the condition
of extra smoothness in spatial variables (the condition of continuity in
the graph norm of the unbounded operator) functions in the right-hand
side of the equation and its increased smoothness in the time variable
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(condition of Hölder continuity with respect to time). The results are
obtained using the Laplace transform theory and represent the extension
to the case of distributed order equations of some results of the analytical
theory of operator semigroups and its generalizations to the case of integral
equations, fractional differential equations. Abstract results are used in
the study of a class of initial boundary value problems for equations
with polynomials of an elliptic differential operator with respect to spatial
variables.
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