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§1. Введение

Рассмотрим в R
n, где n > 3, уравнение

Lu = div(a(x)∇u) + b(x) · ∇u = 0, (1.1)

с симметричной измеримой матрицей a(x) = {aij(x)} , удовлетворяю-
щей условию равномерной эллиптичности, то есть

α−1|ξ|2 6 aξ · ξ 6 α|ξ|2, α = const > 1 (1.2)

для всех ξ ∈ R
n, и b(x) = (b1(x), . . . , bn(x)).

Целью настоящей работы является нахождение условий, при кото-
рых для фундаментального решения Γ(x, y) уравнения (1.1) во всём
пространстве будут иметь место глобальные двусторонние оценки

C1|x− y|2−n 6 Γ(x, y) 6 C2|x− y|2−n, x, y ∈ R
n. (1.3)

В случае b = 0 такие оценки получены в [1]. Для функции Грина
задачи Дирихле в ограниченной области Ω локальные оценки такого
вида установлены в работе [2] в случае, когда b ∈ Lp(Ω) и p > n. В ста-
тье [3] оценка (1.3) доказана в предположении, что оператор L из (1.1)
субкритический (есть положительная функция Грина), первые произ-
водные старших коэффициентов aij и коэффициенты bi гёльдеровы во
всём пространстве, и

lim
R→∞

sup
x

∫

{|y|>R}

|b(y)| · |x− y|1−n dy = 0.

Для параболических уравнений вида ut = div(A(x, t)∇u)+b(x, t)·∇u
с равномерно эллиптической матрицей A с коэффициентами, непре-
рывными по Гёльдеру, оценки фундаментального решения были по-
лучены в работах [4, 5]. Из результатов этих работ следует, что при

Ключевые слова: конвекция-диффузия, снос, фундаментальное решение, функ-
ция Грина, класс Като.
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условии малости величины

sup
x

∫

Rn

|b(y)| · |x− y|1−n dy (1.4)

для фундаментального решения имеет место глобальная двусторонняя
гауссовская оценка типа Аронсона, из которой вытекает (1.3). Оценка
малости величины в (1.4) зависит от n, α и гёльдеровской нормы коэф-
фициентов старшей части. Для параболических уравнений со сносом и
потенциалом, не зависящими от времени, и гёльдеровскими старшими
коэффициентами близкие результаты получены в [6] методами теории
полугрупп.

В случае эллиптического уравнения техника, используемая в [4]
и [5], была обобщена на случай старших коэффициентов из класса
VMO в работе [7]. Доказанная в этой работе оценка носит локальный
характер и получается в терминах величины

R∫

0

σγ(t)

t
dt, σγ(t) =

(
sup
x

∫

t/26|x−y|6t

|b(y)|γ

|x− y|n−γ
dy

)1/γ

, γ > 1. (1.5)

В работах [3–7] условие дополнительной регулярности коэффици-
ентов старшей части уравнения существенно используется в доказа-
тельстве. Дополнительное требование на регулярность коэффициен-
тов необходимо для корректного определения члена b ·∇u в уравнении
– он должен быть хотя бы суммируемым.

Отметим также работу [8], в которой был получен ряд априорных
оценок решений эллиптических уравнений второго порядка с младши-
ми членами из классов Като без дополнительных условий на регуляр-
ность коэффициентов старшей части.

В настоящей работе оценка (1.3) получена без дополнительных пред-
положений о регулярности коэффициентов aij – требуется только из-
меримость и выполнение условия эллиптичности (1.2).

Далее через Bx0

R будем обозначать открытый шар в R
n с центром в

точке x0 радиуса R, а через B
x0

R – его замыкание. Положим

Qx0

r1,r2 = Bx0

r2 \B
x0

r1 .
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и пусть

σ2(r) = sup
x

∫

Qx
r/2,r

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy, κ =

∞∫

0

σ(t)

t
dt. (1.6)

Величина σ(r) совпадает с σ2(r) из (1.5). Условие конечности κ в (1.6)
близко к условию Като, но сильнее. Из сходимости интеграла в опре-
делении величины κ следует принадлежность |b|2 классу Като Kn, то
есть

lim
r→0

sup
x∈Rn

∫

Bx
r

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy = 0, (1.7)

а также неравенство

sup
x∈Rn

∫

Bx
r

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy 6 (4κ)2.

Доказательство этих соотношений содержится в следующем разделе
(см. (2.2) и (2.3)).

Основным результатом данной работы является следующая теоре-
ма.

Теорема 1. Пусть выполнено условие (1.2). Найдётся такое κ0 =
κ0(n, α) > 0, что если κ < κ0, то уравнение (1.1) имеет фундамен-

тальное решение, удовлетворяющее оценке (1.3), в которой постоян-

ные C1 и C2 зависят только от n и α.

Доказательство теоремы 1 будем вести следующим образом. Для
k > 0 обозначим через bk векторное поле с коэффициентами (bk)i =
max(−k,min(bi, k)) и положим Lku = div(a∇u) + bk · ∇u. Сначала мы
получаем оценки функции Грина задачи Дирихле в шаре Bx0

R для опе-
раторов Lk с постоянными, не зависящими от k. Далее, после предель-
ного перехода при k → ∞, приходим к аналогичным оценкам функции
Грина оператора L в шаре Bx0

R . После этого, переходя к пределу при
R → ∞, приходим к оценкам фундаментального решения оператора L.

Далее будем обозначать

θ(r) =

r∫

0

σ(t)

t
dt.
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Если дана функция g = g(x, y) двух переменных и к ней применя-
ется какой-то оператор, например ∇, то обозначение ∇g(·, y) означает,
что оператор ∇ применяется по первой переменной при фиксирован-
ном значении второй. Аналогичное обозначение будем применять и по
отношению ко второй переменной.

§2. Вспомогательные утверждения

Начнём с простого утверждения. Если бы в определении величины
σ(r) в (1.6) интеграл брался бы по шару, а не по слою, утверждение
было бы очевидным. В нашем случае необходимы более тщательные
рассуждения.

Лемма 1. Для любого R > 0 справедлива оценка

∞∑

j=0

σ(2−jR) 6 4θ(3R/2).

Доказательство. Для любого x ∈ R
n и r > 0 множество Qx

s/2,s содер-

жит шаровой слой Qx
r/2,3r/4 при 3r/4 < s < r и шаровой слой Qx

3r/4,r

при r 6 s < 3r/2. Поэтому, для 3r/4 < s < r

( ∫

Qx
r/2,3r/4

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)1/2

6

( ∫

Qx
s/2,s

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)1/2

,

а для r 6 s < 3r/2

( ∫

Qx
3r/4,r

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)1/2

6

( ∫

Qx
s/2,s

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)1/2

.

Отсюда,

( ∫

Qx
r/2,r

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)1/2

6

( ∫

Qx
r/2,3r/4

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)1/2

+

( ∫

Qx
3r/4,r

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)1/2
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6

r∫

3r/4

ds

s ln(4/3)

( ∫

Qx
s/2,s

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)1/2

+

3r/2∫

r

ds

s ln(3/2)

( ∫

Qx
s/2,s

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)1/2

6

3r/2∫

3r/4

ds

s ln(4/3)

( ∫

Qx
s/2,s

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)1/2

6 4

3r/2∫

3r/4

σ(s)

s
ds.

Переходя к супремуму по x в левой части данного неравенства, полу-
чаем

σ(r) 6 4

3r/2∫

3r/4

σ(s)

s
ds.

Используя эту оценку, приходим к неравенству

∞∑

j=0

σ(2−jR) 6 4
∞∑

j=0

3·2j−1R∫

3·2j−2R

σ(s)

s
ds 6 4

3R/2∫

0

σ(s)

s
ds = 4θ(3R/2).

Лемма 1 доказана. �

Покажем, что условие малости величины κ из (1.6) влечёт подчи-
нённость младшего члена старшей части.

Лемма 2. Найдётся такое κ0 = κ0(n, α), что если κ 6 κ0, то для

всех ϕ ∈ C∞
0 (Rn) выполнено неравенство

∫

Rn

a−1b · bϕ2 dx 6
1

2

∫

Rn

a∇ϕ · ∇ϕdx, (2.1)

в котором a−1 – обратная матрица к a.

Доказательство. Из теоремы вложения для классов Като (см. [8] и
ссылки там) имеем

∫

Rn

|b|2ϕ2 dx 6 C(n) sup
x∈Rn

∫

Rn

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy ·

∫

Rn

|∇ϕ|2 dx
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Отсюда, пользуясь определением функции σ, получим
∫

Rn

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy 6

∑

j∈Z

∫

Qx

2j ,2j+1

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

6
∑

j∈Z

σ2(2j) 6

(∑

j∈Z

σ(2j)

)2

6 (4κ)2.

(2.2)

Следовательно,
∫

Rn

|b|2ϕ2 dx 6 C(n)κ2

∫

Rn

|∇ϕ|2 dx.

В силу условия эллиптичности (1.2)
∫

Rn

a−1b · bϕ2 dx 6 C(n)κ2α2

∫

Rn

a∇ϕ · ∇ϕdx.

Выбирая здесь κ 6 κ0 = (2C(n))−1/2α−1, приходим к (2.1). Лемма 2
доказана. �

Для интеграла из (1.7) аналогично (2.2), используя оценку леммы 1,
имеем
∫

Bx
r

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy 6

∞∑

j=0

σ2(2−jr) 6

( ∞∑

j=0

σ(2−jr)

)2

6 (4θ(3r/2))2, (2.3)

откуда и следует равенство нулю предела в (1.7).

Предложение 3. Если выполнено утверждение леммы 2, то
∫

Bx
ρ

|b(y)|2 dy 6 α2C(n)ρn−2 (2.4)

для всех x ∈ R
n и ρ > 0.

Доказательство. Выберем в (2.1) функцию ϕ ∈ C∞
0 (Bx

2ρ) такую, что
ϕ = 1 в Bx

ρ и |∇ϕ| 6 4/ρ. Для завершения доказательства осталось
воспользоваться условием эллиптичности (1.2). Предложение 3 дока-
зано. �
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Наряду с оператором L будем рассматривать формально сопряжён-
ный к нему L∗, действие которого задаётся как

L∗u = div(a∇u)− div(bu).

Ниже Ω ⊂ R
n – ограниченная область. Через W−1,2(Ω) обозначаем

пространство, сопряжённое к пространству W 1,2
0 (Ω), которое является

замыканием C∞
0 (Ω) по норме W 1,2(Ω).

Скажем, что функция u ∈ W 1,2(Ω) является решением уравнения

−Lu = f ∈ W−1,2(Ω) в Ω, если для всех ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω) выполнено

равенство ∫

Ω

a∇u · ∇ϕdx−

∫

Ω

bϕ · ∇u dx = 〈f, ϕ〉, (2.5)

в котором 〈f, ϕ〉 означает действие функционала f ∈ W−1,2(Ω) на

ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω). Аналогично определяется решение u ∈ W 1,2(Ω) сопря-

женного уравнения −L∗u = f ∈ W−1,2(Ω) в области Ω, которое пони-
мается в смысле интегрального тождества

∫

Ω

a∇u · ∇ϕdx−

∫

Ω

bu · ∇ϕdx = 〈f, ϕ〉, (2.6)

выполненного для всех ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω). Если дополнительно u ∈ W 1,2

0 (Ω),
то будем говорить, что функция u является решением соответствую-
щей задачи Дирихле (для оператора L или L∗) с однородным краевым
условием на границе Ω.

При выполнении утверждения леммы 2 операторы L и L∗ являются
ограниченными коэрцитивными операторами из W 1,2

0 (Ω) в W−1,2(Ω).
Ограниченность здесь очевидна, покажем коэрцитивность. По нера-
венству Коши, (2.1) и условию эллиптичности получаем

(−Lu, u) = (−L∗u, u) =

∫

Ω

(
a(x)∇u · ∇u− b(x)u · ∇u

)
dx

>
1

2

∫

Ω

a(x)∇u · ∇u dx−
1

2

∫

Ω

a−1(x)b(x) · b(x)u2 dx

>
1

4

∫

Ω

a(x)∇u · ∇u dx >
1

4α

∫

Ω

|∇u|2 dx

В дальнейшем будем считать утверждение леммы 2 выполненным. То-
гда для L и L∗ имеет место принцип сравнения (см. [1], [2]): если
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L∗u 6 L∗v (или Lu 6 Lv) в вариационном смысле в Ω и u > v на
∂Ω, то u > v в Ω.

Решение задачи Дирихле для уравнения −Lu = µ, где µ – мера,
носитель которой лежит строго внутри области Ω, и u равно нулю на
границе Ω, определяется как функция u ∈ L1(Ω), удовлетворяющая
равенству

−

∫

Ω

uL∗ϕdx =

∫

Ω

ϕdµ (2.7)

для всех ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ C(Ω) таких, что L∗ϕ ∈ C(Ω). Решение задачи

Дирихле для уравнения −L∗u = µ понимается аналогичным образом,
с заменой L∗ на L в (2.7). Подробно см. [1, 2].

Через L обозначим главную часть оператора L, то есть

Lu = div(a∇u).

Пусть Gx0,R(x, y) – функция Грина задачи Дирихле для оператора L
в шаре Bx0

R с полюсом в точке y, то есть решение задачи

LxGx0,R(x, y) = −δ(x− y) в Ω, Gx0,R(·, y) = 0 на ∂Ω.

Для неё (см. [1]) имеют место следующие оценки:

Gx0,R(x, y) > K1|x− y|2−n, x, y ∈ Bx0

R/2,

Gx0,R(x, y) 6 K2|x− y|2−n, x, y ∈ Bx0

R ,
(2.8)

где положительные константы K1, K2 зависят только от n и α.
Так как при x 6= y функция Gx0,R является решением уравнения

LGx0,R(·, y) = 0, то для любого r > 0 имеет место оценка Каччопполи
∫

Qy
r/2,r

∩B
x0
R

|∇xGx0,R(x, y)|
2 dx

6 C(α, n)r−2

∫

Qy
3r/8,3r/2

∩B
x0
R

|Gx0,R(x, y)|
2 dx 6 C(n, α)K2

2r
2−n.

(2.9)

Для получения этой оценки в определении решения достаточно вы-
брать в (2.5), в котором b=0 и f=0 пробную функцию Gx0,R(x, y)ξ

2(z),
где ξ ∈ C∞

0 (Qy
r/2,4r), ξ = 1 в слое Qy

r,2r, |∇ξ| 6 4r−1 и 0 6 ξ 6 1.

Следующая оценка содержится в работе [7]. Для удобства читателя
приведём доказательство.
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Лемма 4. Для любых x0 ∈ R
n, R > 0 и y ∈ Bx0

R справедлива оценка

∫

B
x0
R

|b(z) · ∇zGx0,R(z, y)| dz 6 C(n, α)K2θ(3R).

Доказательство. Полагая Aj = Qy
2−jR,21−jR ∩ Bx0

R , где j = 0, 1, . . .,
найдем

∫

B
x0
R

|b(z) · ∇zGx0,R(z, y)| dz 6

+∞∑

j=0

∫

Aj

|b(z) · ∇zGx0,R(z, y)| dz

6

+∞∑

j=0

( ∫

Aj

|b(z)|2 dz

)1/2( ∫

Aj

|∇zGx0,R(z, y)|
2 dz

)1/2

6 C(n)K2

+∞∑

j=0

( ∫

Aj

|b(z)|2

|z − y|n−2
dz

)1/2

6 C(n, α)K2

∞∑

j=0

σ(21−jR) 6 C(n, α)K2θ(3R).

На последнем шаге мы воспользовались оценкой леммы 1. Лемма 4
доказана. �

Нам понадобятся неравенства Каччопполи для решений уравнения
(1.1) и сопряжённого к нему уравнения.

Лемма 5. Пусть v ∈ W 1,2(Ω) и ξ ∈ C∞
0 (Ω). Если Lv = 0 в Ω, то

∫

Ω

aξ2∇v · ∇v dx 6 8

∫

Ω

v2a∇ξ · ∇ξ dx+ 2

∫

Ω

v2a−1b · bξ2 dx, (2.10)

а если L∗v = 0 в Ω, то
∫

Ω

aξ2∇v · ∇v dx 6 10

∫

Ω

v2a∇ξ · ∇ξ dx+ 4

∫

Ω

v2a−1b · bξ2 dx. (2.11)

Доказательство. Для доказательства неравенства (2.10) выберем в
интегральном тождестве (2.5) пробную функцию vξ2, что приведет к
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равенству
∫

Ω

aξ2∇v · ∇v dx = −2

∫

Ω

avξ∇v · ∇ξ dx +

∫

Ω

vξ2b · ∇v dx. (2.12)

Применение неравенства Коши к подынтегральным членам в правой
части в (2.12) приводит к (2.10). Неравенство (2.11) доказывается ана-
логично с той разницей, что для решения уравнения L∗v = 0 в пра-
вой части (2.12) появляется дополнительный интеграл от величины
2v2ξb · ∇ξ. Лемма 5 доказана. �

§3. Оценки функции Грина для ограниченного сноса

В этом разделе мы получаем оценки функции Грина Gx0,R(x, y) за-
дачи Дирихле для оператора L в шаре Bx0

R при дополнительном усло-
вии b ∈ L∞(Bx0

R ). Существование данной функции следует из резуль-
тата работы [2].

Теорема 2. Пусть выполнено условие (1.2) и дополнительно b ∈
L∞(Rn). Найдётся такое κ0 = κ0(n, α) > 0, что если κ < κ0, то

в любом шаре Bx0

R функция Грина Gx0,R задачи Дирихле для опера-

тора L удовлетворяет оценкам

Gx0,R(x, y) > C̃1|x− y|2−n, ∀x, y ∈ Bx0

R/2, (3.1)

и

Gx0,R(x, y) 6 C̃2|x− y|2−n, ∀x, y ∈ Bx0

R , (3.2)

в которых положительные постоянные C̃1 и C̃2 зависят только от

n и α.

Доказательство теоремы 2. По определению функции Грина
Gx0,R(x, y) задачи Дирихле для оператора L с полюсом в точке y имеем

LxGx0,R(x, y) = divx(a(x)∇xGx0,R(x, y)) = −δ(x− y). (3.3)

По определению функции Грина Gx0,R задачи Дирихле для оператора
L с полюсом в точке y,

LxGx0,R(x, y) = divx(a(x)∇xGx0,R(x, y)) + b(x) · ∇xGx0,R(x, y)

= −δ(x− y).
(3.4)

Вычитая из (3.4) равенство (3.3), приходим к соотношению

Lx(Gx0,R(x, y)− Gx0,R(x, y)) = −b(x) · ∇xGx0,R(x, y).
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Представление решения через функцию Грина даёт

Gx0,R(x, y) = Gx0,R(x, y) +

∫

B
x0
R

Gx0,R(x, z)b(z) · ∇zGx0,R(z, y) dz. (3.5)

Сходимость интеграла в правой части этого равенства следует из при-
ведённых ниже оценок.

Положим

(Bf)(x, y) =

∫

B
x0
R

f(x, z)b(z) · ∇zGx0,R(z, y) dz.

Тогда уравнение (3.5) запишется в виде (I − B)Gx0,R = Gx0,R, где I –
единичный оператор. Запишем формально ряд Неймана

Gx0,R(x, y) = Gx0,R(x, y) +

∞∑

k=1

BkGx0,R. (3.6)

Полагая Jk(x, y) = BkGx0,R(x, y), получим

Jk(x, y) = BJk−1(x, y) =

∫

B
x0
R

Jk−1(x, z)b(z) · ∇zGx0,R(z, y) dz,

J0(x, y) = Gx0,R(x, y).

Далее доказательство следует схеме рассуждений работ [4], [5], [7].
Докажем оценку

Jk(x, y) 6 ck|x− y|2−n, k > 0, ck = (C(n, α)K2κ)
kK2. (3.7)

При k = 0 данная оценка является оценкой функции Грина невозму-
щённого уравнения (2.8). Далее будем вести доказательство по индук-
ции. Покажем, что из оценки (3.7), выполненной для k, следует ана-
логичная оценка для k+1. Для точек x, y ∈ Bx0

R положим ρ = |x−y|/2
и оценим величину

Jk+1(x, y) =

( ∫

B
x0
R ∩Bx

ρ

+

∫

B
x0
R \Bx

ρ

)
Jk(x, z)b(z) · ∇zGx0,R(z, y) dz

= I1(x, y) + I2(x, y).

Начнем с оценки I1(x, y). Пусть

Aj = (Bx
2−jρ \B

x

2−j−1ρ) ∩Bx0

R .
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Из (2.9) вытекает, что

(∫

Aj

|∇zG0(z, y)|
2

|z − x|n−2
dz

)1/2

6 C(n, α)K2|x− y|2−n. (3.8)

Используя предположение индукции, неравенство (3.8) и оценку лем-
мы 1, будем иметь

|I1(x, y)| 6

∫

Bx
ρ∩B

x0
R

|Jk(x, z)b(z) · ∇zG0(z, y)| dz

6 ck

∞∑

j=0

(∫

Aj

|b(z)|2

|z − x|n−2
dz

)1/2(∫

Aj

|∇zG0(z, y)|
2

|z − x|n−2
dz

)1/2

6 C(n, α)K2ck|x− y|2−n
∞∑

j=0

(∫

Aj

|b(z)|2

|z − y|n−2
dz

)1/2

6 C(n, α)K2ck|x− y|2−n
∞∑

j=0

σ(2−jρ)

6 C(n, α)K2ck|x− y|2−nθ(3ρ/2).

Перейдём к оценке I2(x, y). Пользуясь (3.7) и утвержением леммы 4
найдем

|I2(x, y)| 6

∫

B
x0
R \Bx

ρ

|Jk(x, z)b(z) · ∇zGx0,R(z, y)| dz

6 ck2
n−2|x− y|2−n

∫

B
x0
R \Bx

ρ

|b(z) · ∇zGx0,R(z, y)| dz

6 ck2
n−2|x− y|2−n

∫

B
x0
R

|b(z) · ∇zGx0,R(z, y)| dz

6 C(n, α)θ(3R)K2ck|x− y|2−n.

Складывая полученные оценки для I1 и I2 и пользуясь тем, что
θ(r) 6 κ для всех r > 0, получаем

|Jk+1(x, y)| 6 C(n, α)K2κck|x− y|2−n = ck+1|x− y|2−n.
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Теперь из (3.6) и (3.7) в предположении C(n, α)K2κ 6 1/2 имеем

Gx0,R(x, y) 6 K2|x− y|2−n
∞∑

k=0

(
C(n, α)K2κ

)k
6 2K2|x− y|2−n.

С другой стороны, из тех же оценок при условии

C(n, α)K2κ 6 K1/(4K2)

приходим к оценке

Gx0,R(x, y) > Gx0,R(x, y)−K2|x− y|2−n
∞∑

k=1

(
C(n, α)K2κ

)k

>
K1

2
|x− y|2−n.

Таким образом, мы получили верхнюю оценку (3.2) с константой C2 =
2K2 при условии κ 6 (2C(n, α)K2)

−1 и нижнюю оценку (3.1) с кон-
стантойC1 = K1/2 в предположении κ 6 K1(4C(n, α)K2

2 )
−1. Теорема 2

доказана. �

§4. Оценки решений

В этом разделе предполагаем, что имеет место утверждение тео-
ремы 2, и воспользуемся оценками (3.1) и (3.2). Сначала приведем

вспомогательные неравенства. В следующих утверждениях C̃1 и C̃2 –
постоянные из оценок (3.1) и (3.2) соответственно. Будем пользоваться
тем, что по второй переменной функция Gx0,R(x, y) является функцией
Грина сопряжённого оператора L∗, то есть для x ∈ Bx0

R выполняется

L∗
yGx0,R(x, y) = −δ(y − x) в Bx0

R , Gx0,R(x, ·) = 0 на ∂Bx0

R .

Лемма 6. Для любых x0 ∈ R
n, R > 0, x, y ∈ Bx0

R и r > 0 справедливы

оценки ∫

Qy
r/2,r

∩B
x0
R

|∇zGx0,R(z, y)|
2 dz 6 C(n)(αC̃2)

2r2−n. (4.1)

и ∫

Qx
r/2,r

∩B
x0
R

|∇zGx0,R(x, z)|
2 dz 6 C(n)(αC̃2)

2r2−n. (4.2)
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Доказательство. Докажем оценку (4.1). Пусть ξ ∈ C∞
0 (Qy

r/4,3r/2),

ξ = 1 в Qy
r/2,r, 0 6 ξ 6 1 и |∇ξ| 6 8r−1. Функция v определённая как

v(z) = Gx0,R(z, y) удовлетворяет уравнению Lv = 0 в Bx0

R \ {y}. Поль-
зуясь оценками (2.10), (3.2), условием эллиптичности (1.2), и неравен-
ством (2.4), будем иметь

∫

Qy
r/2,r

∩B
x0
R

|∇zGx0,R(z, y)|
2 dz 6 α

∫

Qy
r/2,3r/2

∩B
x0
R

aξ2∇v · ∇v dz

6 (αC̃2)
2r2−n

(
C(n) + r2−n

∫

By
3r/2

|b(z)|2 dz

)
6 C(n)(αC̃2)

2r2−n.

Оценка (4.2) доказывается аналогичным образом. если заметить, что
функция v(z)=Gx0,R(x, z) удовлетворяет уравнению L∗v=0 в Bx0

R \{x},
а затем воспользоваться оценкой (2.11) вместо (2.10). Лемма 6 доказа-
на. �

Лемма 7. Для всех x0 ∈ R
n, R > 0, x, y ∈ Bx0

R и ρ 6 2R имеют

место оценки

∫

B
x0
R ∩By

ρ

|b(z) · ∇zGx0,R(z, y)| dz 6 C(n)αC̃2θ(3ρ/2),

∫

B
x0
R ∩Bx

ρ

|b(z) · ∇zGx0,R(x, z)| dz 6 C(n)αC̃2θ(3ρ/2).

(4.3)

При этом если p > n/2, то

∫

B
x0
R ∩By

ρ

|Gx0,R(z, y)|
p′

dz 6 C(n)
p− 1

2p− n
C̃p′

2 ρn−(n−2)p′

,

∫

B
x0
R ∩Bx

ρ

|Gx0,R(x, z)|
p′

dz 6 C(n)
p− 1

2p− n
C̃p′

2 ρn−(n−2)p′

,

(4.4)
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где p′ = p/(p− 1), а если q > n, то
∫

B
x0
R ∩By

ρ

|∇zGx0,R(z, y)|
q′ dz 6 C(n)

q − 1

q − n
(αC̃2)

q′ρn−(n−1)q′ ,

∫

B
x0
R ∩Bx

ρ

|∇zGx0,R(x, z)|
q′ dz 6 C(n)

q − 1

q − n
(αC̃2)

q′ρn−(n−1)q′ ,

(4.5)

где q′ = q/(q − 1).

Доказательство. Оценки (4.3) доказываются так же, как и в лем-
ме 4, с применением неравенств (4.1) и (4.2) леммы 6 вместо оценки
(2.9).

Неравенства (4.4) вытекают из оценки (3.2). Для доказательства
первого неравенства из (4.5), полагая Aj = Qy

2−j−1ρ,2−jρ и используя

оценку (4.1) леммы 6, будем иметь
∫

B
x0
R

|∇zGx0,R(z, y)|
q′ dz

6 C(n)

∞∑

j=0

(∫

Aj

|∇zGx0,R(z, y)|
2 dz

)q′/2

(2−jρ)n(2−q′)/2

6 C(n)(αC̃2)
q′

∞∑

j=0

(2−jρ)(2−n)q′/2(2−jρ)n(2−q′)/2

6 C(n)(1 − 2(n−1)q′−n)−1(αC̃2)
q′ρn−(n−1)q′ .

Осталось заметить, что в силу вогнутости функции 1−2−t справедливо
неравенство

1− 2(n−1)q′−n = 1− 2(n−q)/(q−1) >
q − n

2(q − 1)
.

Второе неравенство в (4.5) доказывается аналогично с применением
оценки (4.2) леммы 6. Лемма 7 доказана. �

Как следствие, получаем верхние оценки решений задач Дирихле

−Lu = f−div g в Bx0

R , u ∈ W 1,2
0 (Bx0

R ), f ∈ Lp(Bx0

R ), g ∈ Lq(Bx0

R ) (4.6)

и

−L∗u=f − div g в Bx0

R , u∈W 1,2
0 (Bx0

R ), f ∈Lp(Bx0

R ), g∈Lq(Bx0

R ), (4.7)
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в которых p > n/2 и q > n. Положим

Ψ(R) =

(
p− 1

2p− n

)1/p′

R2−n/p

( ∫

B
x0
R

|f |p dx

)1/p

+

(
q − 1

q − n

)1/q′

R1−n/q

( ∫

B
x0
R

|g|q dx

)1/q

,

(4.8)

где p′ = p/(p− 1), q′ = q/(q − 1).

Предложение 8. Пусть x0 ∈ R
n, R > 0 и u – решение задачи Дири-

хле (4.6) или (4.7). Тогда

max
B

x0
R

|u| 6 C(n)α̃C2Ψ(R). (4.9)

Доказательство. Запишем представление решения через функцию
Грина для задачи (4.6)

u(x) =

∫

B
x0
R

f(y)Gx0,R(x, y) dy +

∫

B
x0
R

g(y) · ∇yGx0,R(x, y) dy.

Применяя неравенство Гёльдера к интегралам в правой части с учётом
оценок (4.4) и (4.5), в которых ρ = 2R, приходим к соотношению (4.9).
Для задачи (4.7) представление решения через функцию Грина имеет
вид

u(y) =

∫

B
x0
R

f(x)Gx0,R(x, y) dx +

∫

B
x0
R

g(x) · ∇xGx0,R(x, y) dx, (4.10)

откуда оценка (4.9) получается тем же способом. Предложение 8 до-
казано. �

Перейдём к оценке модуля непрерывности решения уравнения

−L∗u = f − div g

в шаре Bx0

R с такой же правой частью, как в (4.7). Докажем вначале
лемму об уменьшении осцилляции.

Лемма 9. Пусть u ∈ W 1,2(Bx0

R ) – решение уравнения из (4.7) в шаре

Bx0

R . Тогда найдется положительная постоянная c(n) такая, что
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для γ = c(n)C̃1/C̃2 выполнена оценка

ess osc
B

x0
R/2

u 6 (1− γ) ess osc
B

x0
R

u+ C(n)αC̃2(θ(3R) sup
B

x0
R

|u|+Ψ(R)). (4.11)

Доказательство. Полагая

m = ess inf
B

x0
R

u, M = ess sup
B

x0
R

u,

предположим, что

|{u > (m+M)/2} ∩Bx0

R/4| >
1

2
|Bx0

R/4|,

где |E| означает n-мерную меру Лебега измеримого множества E.
Для функции v = u −m и множества F = {v > (M −m)/2} ∩Bx0

R/4
имеем

−L∗v = −m · div b+ f − div g в Bx0

R , |F | >
1

2
|Bx0

R/4|.

Так как в предположении этого раздела b ∈ L∞(Bx0

R ), то функция v
непрерывна (см. [2]) и множество F замкнуто. Пусть µ – ёмкостная
мера, реализующая винеровскую ёмкость компакта F (cм. [9], глава 2,
§1, также [10], глава 1, §5, лемма 5.1, и доказательство этой леммы в
разделе I Дополнения),

∫

F

dµ(y)

|x− y|n−2
6 1, x ∈ R

n, µ(F ) = capF.

Известно, что capF > C(n)|F |R−2 (см. [10], глава 1, §2, теоремы 2.3 и
2.6), а поскольку |F | > |Bx0

R/4|/2, то capF > C(n)Rn−2.

Пусть U – решение задачи Дирихле

L∗U = −(C̃2)
−1µ в Bx0

R , U |∂Bx0
R

= 0,

которое можно записать в виде

U(y) =
1

C̃2

∫

B
x0
R

Gx0,R(x, y) dµ(x) =
1

C̃2

∫

F

Gx0,R(x, y) dµ(x).

В [9], глава 1, §4, лемма 1.7 и теорема 1.20, показана суммируемость с
квадратом градиента потенциала с конечной энергией, откуда следует,
что µ ∈ W−1,2(Bx0

R ). Поэтому U ∈ W 1,2
0 (Bx0

R ).
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Из оценки (3.1) функции Грина следует, что для x ∈ Bx0

R/2 выпол-
нено неравенство

U(x) > C(n)C̃1(C̃2)
−1R2−nµ(F ) > C(n)C̃1(C̃2)

−1 := γ > 0. (4.12)

Из оценки (3.2) и определения ёмкости следует, что U 6 1 в Bx0

R . Далее
будем считать, что γ ∈ (0, 1/2).

Рассмотрим теперь решение задач Дирихле

−L∗w1 = −m · div b в Bx0

R , w ∈ W 1,2
0 (Bx0

R ).

и
−L∗w2 = f − div g в Bx0

R , w ∈ W 1,2
0 (Bx0

R ).

Из оценки предложения 8 следует, что

sup
B

x0
R

|w2| 6 C(n)αC̃2Ψ(R).

В силу представления решения с помощью функции Грина (4.10) име-
ем

w1(y) = m

∫

B
x0
R

b(x) · ∇xGx0,R(x, y) dx,

и применяя здесь оценку (4.3), в которой ρ = 2R, находим

sup
B

x0
R

|w1| 6 |m|C(n)αC̃2θ(3R).

Положим w = w1 + w2. Тогда L∗(v − w) = 0 в Bx0

R и функция w
обращается в ноль на границе шара Bx0

R . Полагая

ω = C(n)αC̃2(θ(3R) sup
B

x0
R

|u|+Ψ(R)),

получим
sup
B

x0
R

|w| 6 ω. (4.13)

В силу принципа сравнения в области Bx0

R \ F , применённого к функ-
циям v−w и ((M −m)/2−ω)U , из (4.13) и оценки (4.12), будем иметь

u(x)−m > γ
M −m

2
− 2ω, x ∈ Bx0

R/2 \ F.

Данная оценка выполнена во всём шаре Bx0

R/2, так как на множестве

F выполнено неравенство u−m > (M −m)/2. Аналогично, если

|{u > (m+M)/2} ∩Bx0

R/4| 6
1

2
|Bx0

R/4|,
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то придем к оценке снизу:

M − u(x) > γ
M −m

2
− 2ω, x ∈ Bx0

R/2.

В итоге, в обоих случаях получаем (4.11). Лемма 9 доказана. �

Не ограничивая общности, будем считать, что γ = c(n)C̃1/C̃2 из
формулировки леммы 9 лежит в интервале (0, 1/2). В следующих ут-
верждениях этого раздела величина γ такая же, как и в лемме 9.

Сформулируем аналогичное лемме 9 утверждение для решения ура-
внения из (4.6). Оно доказывается таким же способом, только проще,
так как уравнение не меняется при сдвиге решения на постоянную.

Лемма 10. Пусть u ∈ W 1,2(Bx0

R ) – решение уравнения из (4.6) в шаре

Bx0

R . Тогда

ess osc
B

x0
R/2

u 6 (1− γ) ess osc
B

x0
R

u+ C(n)αC̃2k(R).

Обозначим

β = log2
1

1− γ

и для чисел p и q из (4.6), (4.7) положим

ν = min(β, 1 − n/q, 2− n/p).

Из леммы 9 следует оценка модуля непрерывности решений уравнения
из (4.7).

Лемма 11. Пусть u ∈ W 1,2(Bx0

R ) – решение уравнения из (4.7) в шаре

Bx0

R и M = sup
B

x0
R

|u|. Тогда

ess osc
B

x0
t

u 6 4M(t/R)β + C(n)αC̃2k(R)(t/R)ν ln(R/t)

+C(n)αC̃2M

R/t∫

1

τ−βθ(6tτ)
dτ

τ
.

(4.14)
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Доказательство. Пусть t6R/2. Выбирая l∈N так, что R/2<2lt6R,
в силу утверждения леммы 9 получим

ess osc
B

x0
t

u 6 (1 − γ)k ess osc
B

x0

2lt

u

+ C(n)αC̃2

(
M

l∑

j=1

(1 − γ)j−1θ(3 · 2jt) +

l∑

j=1

(1− γ)j−1Ψ(2jt)

)

(4.15)

Для s 6 R имеем

Ψ(s) 6 s2−n/p

( ∫

B
s0
R

|f |p dx

)1/p

+ s1−n/q

( ∫

B
s0
R

|g|q dx

)1/q

6 Ψ(R)((s/R)2−n/p + (s/R)1−n/q).

(4.16)

Если положить r = 2lt, то

(1− γ)l = 2−lβ = (t/r)β ,

и, поскольку max(β, 2−n/p, 1−n/q)6 2 , то из (4.15) и (4.16) получаем

ess osc
B

x0
t

u 6 2(t/R)β ess osc
B

x0
r

u+ C(n)αC̃2

(
M

R∫

t

(t/s)βθ(6s)
ds

s

+Ψ(R)

R∫

t

(t/s)β((s/R)2−n/p + (s/R)1−n/q)
ds

s

) (4.17)

Для τ > 0 имеем

tβR−τ

R∫

t

sτ−β−1 ds 6 tβR−τ max(tτ−β, Rτ−β) ln(R/t)

6 max((t/R)β , (t/R)τ ) ln(R/t).

(4.18)

Применяя неравенство (4.18) со значениями τ = 2− n/p и τ = 1− n/q
для оценки последнего интеграла в (4.17), приходим к (4.14). Лемма 11
доказана. �
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Заметим, что

∞∫

1

τ−βθ(6tτ)
dτ

τ
→ 0 при t → 0.

В самом деле, так как θ(s) 6 κ для любого s > 0 и функция θ моно-
тонно возрастает, то разбивая интеграл на две части, имеем

∞∫

1

τ−βθ(6tτ)
dτ

τ
=

( ∞∫

τ0

+

τ0∫

1

)
τ−β−1θ(6tτ) dτ 6 β−1τ−β

0 κ + β−1θ(6tτ0).

Поскольку θ(6tτ0) → 0 при t → 0 для любого τ0 > 0, то за счёт выбора
τ0 первое слагаемое в правой можно сделать сколь угодно малым, а
за счёт последующего выбора t и второе. Поэтому оценка леммы 11
действительно гарантирует непрерывность решения в точке x0.

Из леммы 10 таким же образом получаем оценку решений уравне-
ния из (4.6).

Лемма 12. Пусть u ∈ W 1,2(Bx0

R ) – решение уравнения из (4.6) в шаре

Bx0

R и M = sup
B

x0
R

|u|. Тогда

ess osc
B

x0
t

u 6 4M(t/R)β + C(n)αC̃2Ψ(R)(t/R)ν ln(R/t).

Приведём без доказательства оценки граничной непрерывности ре-
шений уравнений из (4.6), (4.7). Доказательства повторяют доказа-
тельства лемм 9–12. В следующих двух утверждениях точка z ∈ R

n и
ρ > 0 произвольны, x0 ∈ ∂Bz

ρ и 0 < R 6 ρ. В определении k(R) из (4.8)
полагается f = 0 и g = 0 вне шара Bz

ρ .

Лемма 13. Пусть u ∈ W 1,2(Bx0

R ) – решение уравнения из (4.7) в

Bx0

R ∩ Bz
ρ , u = 0 на ∂Bz

ρ ∩ Bx0

R и M = sup
B

x0
R ∩Bz

ρ

|u|. Тогда при t < R

справедлива оценка

ess sup
Bz

ρ∩B
x0
t

|u| 6 4M(t/R)β + C(n)αC̃2Ψ(R)(t/R)ν ln(R/t)

+ C(n)αC̃2M

R/t∫

1

τ−βθ(6tτ)
dτ

τ
.



28 Ю. А. АЛХУТОВ, М. Д. СУРНАЧЁВ

Лемма 14. Пусть u ∈ W 1,2(Bx0

R ) – решение уравнения из (4.6) в

Bx0

R ∩ Bz
ρ , u = 0 на ∂Bz

ρ ∩ Bx0

R и M = sup
B

x0
R ∩Bz

ρ

|u|. Тогда при t < R

выполнена оценка

ess sup
Bz

ρ∩B
x0
t

|u| 6 4M(t/R)β + C(n)αC̃2Ψ(R)(t/R)ν ln(R/t).

§5. Оценки функции Грина для неограниченных

младших коэффициентов

В этом разделе будут показаны оценки (3.1) и (3.2) без предположе-
ния об ограниченности младших коэффициентов уравнения. Напом-
ним, что величина κ определена в (1.6), а оператор

Lku = div(a∇u) + bk · ∇u

имеет коэффициенты (bk)i = max(−k,min(bi, k)). Ниже G
(k)
x0,R

(x, y) оз-

начает функцию Грина задачи Дирихле для оператора Lk в шаре Bx0

R .

Теорема 3. Пусть выполнено условие (1.2). Тогда найдётся такое

κ0 = κ0(n, α) > 0, что если κ < κ0, то в любом шаре Bx0

R существу-

ет функция Грина Gx0,R задачи Дирихле для оператора L, удовле-

творяющая оценкам (3.1) и (3.2). Если Bx0

R ⊂ Bx1

R1
, то Gx0,R(x, y) 6

Gx1,R1
(x, y) для всех x, y ∈ Bx0

R .

Доказательство. Так как функция G
(k)
x0,R

(x, y) является решением
уравнений

LkG
(k)
x0,R

(·, y) = 0 в Bx0

R \ {y}, L∗
kG

(k)
x0,R

(x, ·) = 0 в Bx0

R \ {x},

то в силу оценок (3.2) и утверждений лемм 11, 12, 13 и 14 функции

G
(k)
x0,R

(x, y) равномерно ограничены и равностепенно по k непрерывны

в области вида r < |x− y| < 2r для любого r > 0. По теореме Арцела-
Асколи из этой последовательности можно выделить сходящуюся под-
последовательность вне диагонали x = y и если r < |x − y| < 2r, то
сходимость будет равномерной. Обозначим предельную функцию че-
рез Gx0,R(x, y), эта функция будет непрерывной по совокупности ар-
гументов вне диагонали x = y.

В силу утверждений предложения 8 и лемм 12 и 14 решения задач
Дирихле

−Lkuk = f − div g в Bx0

R , uk ∈ W 1,2
0 (Bx0

R ), f ∈ Lp(Bx0

R ), g ∈ Lq(Bx0

R ),
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где p > n/2 и q > n, будут равномерно ограниченными и равностепенно

непрерывными в B
x0

R . Рассмотрим также задачу Дирихле

−Lu = f − div g в (Bx0

R ), u ∈ W 1,2
0 (Bx0

R ). (5.1)

Пользуясь функцией Грина G
(k)
x0,R

оператора Lk, имеем

u(x)− uk(x) =

∫

B
x0
R

G
(k)
x0,R

(x, y)(bk − b)(y) · ∇u(y) dy.

Так как 0 6 G
(k)
x0,R

(x, y) 6 C̃2|x − y|2−n, то в силу теоремы Фубини
получим

∫

B
x0
R

|u− uk| dx 6

∫

B
x0
R

∫

B
x0
R

G
(k)
x0,R

(x, y)|(b − bk) · ∇u| dx dy

6 C̃2

∫

B
x0
R

|(b − bk) · ∇u| dy

∫

B
x0
R

|x− y|2−n dx

6 C̃2C(n)R2

∫

B
x0
R

|(b − bk) · ∇u| dy,

а поскольку bk → b в L2(Bx0

R ), последний интеграл сходится к нулю.
Таким образом, uk → u в L1(Bx0

R ). В силу теоремы Арцела-Асколи
эту сходимость можно считать равномерной. Предельная функция u
также удовлетворяет оценке (4.9).

Из равномерной вне диагонали сходимости G
(k)
x0,R

к Gx0,R и оценок

(3.2) следует сходимостьG
(k)
x0,R

(·, y) к Gx0,R(·, y) и сходимостьG
(k)
x0,R

(x,·)

к Gx0,R(x, ·) в Lp′

(Bx0

R ), более того, эта сходимость равномерна по y ∈
Bx0

R и x ∈ Bx0

R , соответственно.

Покажем, что при k → ∞ функции G
(k)
x0,R

(·, y) сходятся к Gx0,R(·, y)

в W 1,q′

0 (Bx0

R ) для любого y ∈ Bx0

R . Заметим вначале, что

Lk(G
(k)(·, y)−G(m)(·, y)) = (bm − bk) · ∇G(m)(·, y). (5.2)
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В силу соображений двойственности и установленных выше оценок
решений имеет место оценка (см. [1], [2])

( ∫

B
x0
R

|∇x(G
(k)(x, y)−G(m)(x, y))|q

′

dx

)1/q′

6 C(n, α,R, q)

∫

B
x0
R

|(bm − bk)(x) · ∇xG
(m)(x, y)| dx.

Последний интеграл стремится к нулю при k,m → ∞ равномерно по
y. Действительно, интеграл в малой окрестности точки y может быть
сделан сколь угодно малым за счёт оценки (4.3), с постоянной, не за-
висящей от k,m и y, а вне этой окрестности функция |∇G(m)(·, y)|
суммируема с квадратом с L2-нормой, не зависящей от m и y (см.
лемму 6) и bk − bm → 0 в L2(Bx0

R ).

Установим теперь сходимость G
(k)
x0,R

(x, ·) к Gx0,R(x, ·) в W 1,q′

0 (Bx0

R )

при любом x ∈ Bx0

R . Для функции w = G(k)(x, ·) −G(m)(x, ·) имеем

L∗
kw = div((bk − bm)G(m)(x, ·)).

Выбирая в интегральном тождестве (2.6) пробную функцию wη2, где

η ∈ C∞(B
x0

R ), η = 0 в By
ρ , η = 1 вне By

2ρ и ρ < R/2, получим

∫

B
x0
R

η2a∇w · ∇w dy = −2

∫

B
x0
R

ηwa∇w · ∇η dy

+

∫

B
x0
R

bkw · (η2∇w + 2ηw∇η) dy

+

∫

B
x0
R

(bk − bm)(y)G(m)(x, y) · (η2∇w + 2ηw∇η) dy.

Применяя неравенство Коши, придём к оценке
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∫

B
x0
R

η2a∇w · ∇w dy 6 24

∫

B
x0
R

w2a∇η · ∇η dy + 8

∫

B
x0
R

a−1bk · bkw
2η2 dy

+ 8

∫

B
x0
R

a−1(bk − bm) · (bk − bm)(G(m)(x, y))2η2 dy.

В силу сходимости bk → b в L2(Bx0

R ), равномерной по m ограничен-

ности G(m)(x, ·) на носителе η, равномерной сходимости w к нулю
на носителе ∇η и условия эллиптичности (1.2), получаем стремление
∇w = ∇(G(k)(x, ·) −G(m)(x, ·)) к нулю в L2(Bx0

R \ Bx
2ρ) при k,m → ∞,

при этом сходимость равномерна по x. Осталось заметить, что норма
∇G(k)(x, ·) в Lq′(Bx

2ρ) может быть сделана сколь угодно малой за счёт
малости ρ равномерно по k и x (см. оценку (4.5)), откуда и следует ис-
комая сходимость. Аналогичным образом устанавливается сходимость

∇G
(k)
x0,R

(·, y) к ∇Gx0,R(·, y) в L2(Bx0

R \By
2ρ) при k → ∞

Для предельной функции Gx0,R также имеют место оценки (3.1),
(3.2), оценки лемм 6, 7, и оценки непрерывности обеспечиваемые лем-
мами 11, 12, 13, 14.

Далее воспользуемся равенством

uk(x) =

∫

B
x0
R

f(y)G
(k)
x0,R

(x, y) dy +

∫

B
x0
R

g(y) · ∇yG
(k)
x0,R

(x, y) dy.

Переходя здесь к пределу при k → ∞ получим

u(x) =

∫

B
x0
R

f(y)Gx0,R(x, y) dy +

∫

B
x0
R

g(y) · ∇yGx0,R(x, y) dy. (5.3)

Аналогично, решения задач Дирихле

−L∗
kvk = f − div g в Bx0

R , vk ∈ W 1,2
0 (Bx0

R )

равномерно сходятся к решению задачи

−L∗v = f − div g в Bx0

R , v ∈ W 1,2
0 (Bx0

R ) (5.4)

и имеет место представление

v(y) =

∫

B
x0
R

f(x)Gx0,R(x, y) dx +

∫

B
x0
R

g(x) · ∇xGx0,R(x, y) dx.
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Решения задач (5.1), (5.4) удовлетворяют оценкам предложения 8 и
лемм 11, 12, 13, 14.

Далее, для всех y ∈ Bx0

R и ϕ ∈ C∞
0 (Bx0

R ) справедливо равенство

∫

B
x0
R

a(x)∇xG
(k)
x0,R

(x, y)·∇ϕ(x) dx−

∫

B
x0
R

bk(x)ϕ(x)·∇xG
(k)
x0,R

(x, y) dx = ϕ(y).

(5.5)
Покажем, что при k → ∞ имеет место сходимость

∫

B
x0
R

bk(x)ϕ(x) ·∇xG
(k)
x0,R

(x, y) dx →

∫

B
x0
R

b(x)ϕ(x) ·∇xGx0,R(x, y) dx. (5.6)

Разобъём этот интеграл на две части – интеграл по малой окрестности
точки y и по её дополнению. Интеграл по малой окрестности точки
y может быть сделан сколь угодно малым равномерно по k за счёт
оценки (4.3), а интеграл по дополнению к этой окрестности сходится

за счёт сходимости bk → b в L2(Bx0

R ) и сходимости ∇xG
(k)
x0,R

(x, y) →

∇xGx0,R(x, y) в L2(Bx0

R \ By
ρ) по переменной x для любого ρ > 0.

Используя (5.6) и сходимость ∇xG
(k)
x0,R

(x, y) к ∇xGx0,R(x, y) в Lq′(Bx0

R )

по переменной x, перейдём к пределу в (5.5), что даёт

∫

B
x0
R

a(x)∇xGx0,R(x, y) ·∇ϕ(x) dx−

∫

B
x0
R

b(x)ϕ(x) ·∇xGx0,R(x, y) dx = ϕ(y).

(5.7)
Таким образом, LxGx0,R(x, y) = −δ(x − y) в пространстве обобщен-
ных функций D′(Bx0

R ), и Gx0,R(·, y) действительно является функцией
Грина задачи Дирихле для оператора L в шаре Bx0

R с полюсом в точ-
ке y. Точно так же устанавливается, что L∗

yGx0,R(x, y) = −δ(y − x), и
Gx0,R(x, ·) является функцией Грина задачи Дирихле для оператора
L∗ в шаре Bx0

R с полюсом в точке x.
Чтобы доказать монотонность получившейся функции Грина отно-

сительно области, отметим, что для функций Грина G
(k)
x0,R

операторов
с ограниченными коэффициентами это вытекает из принципа макси-

мума. При предельном переходе неравенство G
(k)
x0,R

(x, y) 6 G
(k)
x1,R1

(x, y)
переходит в аналогичное неравенство для функции Грина оператораL.
Теорема 3 доказана. �
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§6. Доказательство теоремы 1

Докажем основной результат работы – теорему 1.

Доказательство теоремы 1. По теореме 3 для любого k ∈ N в шаре
B0

k существует функция Грина G0,k задачи Дирихле для оператора L,
удовлетворяющая оценками (3.1), (3.2). Из принципа сравнения сле-
дует, что последовательность функций Грина G0,k(x, y) при k → ∞
является монотонно возрастающей. В силу оценки (3.2) и лемм 11, 12
в любой области вида 0 < r1 < |x − y| < r2 эти функции являются
равномерно ограниченными и равностепенно непрерывными. Извле-
кая сходящуюся подпоследовательность, получим предельную функ-
цию Γ(x, y), которая удовлетворяет оценкам (1.3) и является непрерыв-
ной вне диагонали. Из теоремы Дини о монотонной последовательно-
сти следует, что в любой области вида 0 < r1 < |x − y| < r2 < ∞ уже
вся последовательность функций G0,k равномерно сходится к Γ при
k → ∞.

Установим сходимость ∇xG0,k(x, y) к ∇xΓ(x, y) в Lq′(B0
r ) по пере-

менной x для любых y ∈ R
n, q > n и r > 1. Для любых целых чисел

k,m > 2r функция v(x) = G0,k(x, y) − G0,m(x, y) удовлетворяет урав-
нению Lv = 0 в B0

2r. Пусть ξ ∈ C∞
0 (B0

2r), 0 6 ξ 6 1, ξ = 1 в B0
r \ By

2ρ,

ξ = 0 в By
ρ . Тогда из оценки (2.10) в силу условия эллиптичности (1.2)

и равномерной сходимости v к нулю на носителе функции ξ следует
сходимость ∇v к нулю в L2(B0

2r \ B
y
2ρ) при k,m → ∞. Так как в силу

оценки (4.5) норма ∇v в Lq′(By
2ρ) может быть сделана сколь угодно

малой, получаем искомую сходимость.
Аналогично устанавливается и сходимость ∇yG0,k(x, y) к ∇yΓ(x, y)

в Lq′(B0
r ) по переменной y для любых x ∈ R

n, q > n и r > 1. Здесь
положим v(y) = G0,k(x, y)−G0,m(x, y). Тогда L∗v = 0 в B0

2r и остаётся
воспользоваться неравенством (2.11).

Для ϕ ∈ C∞
0 (Rn) переходя к пределу при k → ∞ в равенстве (5.7),

где x0 = 0 и R = k, получим
∫

Rn

(
a(x)∇xΓ(x, y) · ∇ϕ(x) − b(x)ϕ(x) · ∇xΓ(x, y)

)
dx = ϕ(y).

Таким образом, −LxΓ(x, y) = δ(x−y) в смысле пространства обобщен-
ных функций D′(Rn) для любого y ∈ R

n. Точно так же устанавливает-
ся, что −L∗

yΓ(x, y) = δ(y− x) в D′(Rn) для любого x ∈ R
n. Кроме того
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Γ(·, y) ∈ W 1,2
loc (R

n \ {y}) для любого y ∈ R
n и Γ(x, ·) ∈ W 1,2

loc (R
n \ {x})

для любого x ∈ R
n.

Нетрудно показать, что для p > n/2 и q > n решения задач

−Luk = f − div g в B0
k, u ∈ W 1,2

0 (B0
k), (6.1)

где функции с компактным носителем f ∈ Lp(Rn) и g ∈ Lq(Rn),
равномерно ограничены, равностепенно непрерывны, и сходятся при
k → ∞ к предельной функции u ∈ W 1,2

loc (R
n), которая является реше-

нием уравнения Lu = f − div g в R
n, стремящимся к нулю на беско-

нечности. В силу принципа максимума для оператора L, такое реше-
ние единственно. Данная сходимость будет в каждом шаре B0

r , r > 0,
равномерной и сходимостью в W 1,2(B0

r ). Переходя к пределу в соот-
ветствующих формулах (5.3) предcтавления решения задач (6.1), для
предельной функции получим

u(x) =

∫

Rn

f(y)Γ(x, y) dy +

∫

Rn

g(y) · ∇yΓ(x, y) dy.

Теорема 1 доказана. �

Авторы выражают благодарность профессору А. И. Назарову за
полезное обсуждение результатов настоящей работы.
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