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Настоящая статья является продолжением работы [1]. Определения
и обозначения соответствуют, принятым в ней.

§1. Используемые обозначения и определения

Множество вершин орграфа G обозначаем VG, множество его дуг
– AG.

Исходным объектом является взвешенный орграф V , множество
вершин которого для удобства обозначаем отдельно – N , |N | = N ; ду-
гам (i, j) ∈ AV приписаны вещественные веса vij . Изучаются остовные
подграфы (подграфы с множеством вершин N ) орграфа V , являющи-
еся заходящими лесами. Заходящий лес (в дальнейшем просто, лес) –
орграф, в котором из каждой вершины исходит не более одной дуги и
отсутствуют циклы. Связные компоненты леса – деревья. Единствен-
ная вершина дерева, из которой дуга не исходит, – корень. Дерево леса
F с корнем в вершине i обозначаем TF

i .
Поскольку в работе фигурируют только орграфы, то используем

термин граф.
Для подграфа G графа V и множества S ⊆ N определяем веса

ΥG
S =

∑

i∈S
(i,j)∈AG

vij , ΥG = ΥG
N =

∑

(i,j)∈AG

vij . (1)

Fk – множество остовных лесов, состоящих из k деревьев. Минимум
веса k-компонентных лесов обозначаем

φk = min
F∈Fk

ΥF . (2)

Если Fk = ∅, полагаем φk = ∞, в частности, φ0 = ∞.

F ∈ F̃k означает что F ∈ Fk и ΥF = φk. Такие леса условимся
называть минимальными.
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G|S – подграф графа G, индуцированный множеством S, то есть
VG|S = S и AG|S состоит из всех дуг графа G, оба конца которых
принадлежат множеству S. G|S называют также сужением графа G
на множество S;

Fk|S – множество индуцированных множеством S подграфов k-
компонентных лесов;

F̃k|S – множество индуцированных множеством S подграфов k-
компонентных лесов минимального веса;

GF
↑S – граф, получающийся из G заменой дуг, исходящих из вершин

множества S, на дуги исходящие из этих же вершин в графе F ;
Если существует дуга, исход которой принадлежит множеству S, а

заход не принадлежит, то говорим, что из множества S исходит дуга.
Аналогично, если существует дуга, заход которой принадлежит S, а
исход не принадлежит, то говорим, что в S заходит дуга. Исходящая
окрестность N out

S (G) множества S – множество заходов дуг, исходя-
щих в графе G из множества S; аналогично определяется входящая
окрестность N in

S (G).
Лес F ∈ Fk+1 с корнями (с точностью до нумерации) 1, 2, · · · , k+1,

– предок леса G ∈ Fk с корнями 1, 2, · · · , k, и, соответственно, лес
G ∈ Fk – потомок леса F ∈ Fk+1, если TF

i = TG
i , i = 1, 2, · · · , k − 1, и

G|VTF
k
= TF

k , а граф G|VTF
k+1

является деревом.

Лес F ∈ Fk+1 – пра-предок леса H ∈ Fk−1 и, соответственно, лес
H – пра-потомок леса F , если существует лес G ∈ Fk, такой, что он
является потомком леса F и предком леса H .

§2. Результаты работы [1]

Поскольку в данной статье используются практически все резуль-
таты из [1], приведём их в виде списка свойств.

Перечислим сначала какие свойства множества D ∈ N приводят к
лесу при операции замены дуг между лесами ( [1, лемма 1 и следствия
из неё]).

Свойство 1. Пусть F и G – леса, VF = VG = N , D ⊂ N . Тогда
граф FG

↑D является лесом, если выполнен любой из следующих пунк-
тов:

(a) в лесе F никакая последовательность дуг, стартующая из
N out

D (G), не достигает N in
D (F );

(b) в лесе F дуги в D не заходят;
(с) в лесе G дуги из D не исходят.
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Свойство 2. Пусть F и G – леса, VF = VG = N , и пусть TF

и TG – некоторые связные компоненты (деревья) лесов F и G соот-
ветственно, D ⊂ N . Тогда графы FG

↑D и GF
↑D являются лесами, если

выполнен любой из следующих пунктов:
(a) D = VTF ;
(b) D = VTF ∩ VTG;
(c) D = VTF \ VTG;
(d) D ⊂ VTF ∩ VTG, причём N in

D (F ) = ∅ и N out
D (F ) ⊂ VTF \ VTG;

(e) D ⊂ VTF \ VTG, причём N in
D (F ) = ∅ и N out

D (F ) ⊂ VTG.
Если же множество D таково, что при замене дуг между лесами по-

лучаются леса (в частности, минимальные), то выполнены ([1, леммы
2 и 3])

Свойство 3. Пусть F ∈ Fm и H ∈ Fk, и пусть D – подмноже-
ство множества вершин, содержащее на n корней леса F больше,
чем корней леса H. Тогда

(a) если FH
↑D – лес, то FH

↑D ∈ Fm−n;

(b) если HF
↑D – лес, то HF

↑D ∈ Fk+n.

Свойство 4. Пусть F ∈ F̃k+1 и H ∈ F̃k, и пусть D – подмноже-
ство множества вершин такое, что FH

↑D ∈ Fk и HF
↑D ∈ Fk+1. Тогда

FH
↑D ∈ F̃k и HF

↑D ∈ F̃k+1.
Веса φk минимальных лесов удовлетворяют следующей системе

неравенств выпуклости ([1, теорема 1]).
Свойство 5. Пусть множество Fk непусто при некотором k ∈

{1, 2, . . . , N − 1}. Тогда

φk−1 − φk > φk − φk+1. (3)

Основной результат ([1, теорема 2]) – важное свойство минимальных
лесов, а именно наличие минимальных потомков и предков.

Свойство 6.Пусть Fk 6= ∅ при некотором k ∈ {1, 2, · · · , N − 1},
тогда

(a) любой лес из множества F̃k+1 имеет потомка в множестве F̃k;

(b) любой лес из множества F̃k имеет предка в множестве F̃k+1.
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§3. Алгебры подмножеств

3.1. Общие сведения. Пусть N – конечное множество. Непустое се-
мейство 1 подмножеств множества N называется алгеброй A подмно-
жеств множества N , если оно содержит ∅ и N и выполнены условия:

1) для любого множества A из A его дополнение A является эле-
ментом семейства A;

2) для любых множеств A и A′ из A их пересечение является эле-
ментом семейства A.

Таким образом, алгебра подмножеств замкнута относительно опе-
раций дополнения и пересечения. Поскольку через операции допол-
нения и пересечения могут быть выражены операции объединения,
разности, симметрической разности, то алгебра A является замкнутой
и относительно них. В частности, в пункте 2) настоящего определения
операция пересечения может быть заменена на операцию объединения.
Иногда в определении указывают сразу обе операции объединения и
пересечения.

Пусть B – некоторое семейство подмножеств множества N . Семей-
ство, состоящее из всевозможных дополнений и пересечений этих под-
множеств, называется алгеброй, порождённой семейством B. Это ми-
нимальная алгебра, содержащая все множества из B.

Пусть A и A′ – алгебры подмножеств множества N и для любого
множества A ∈ A выполнено A ∈ A′. Тогда алгебра A называется по-
далгеброй алгебры A′. В частности, самая бедная алгебра – семейство,
состоящее из двух элементов ∅ и N . Эта алгебра является подалгеб-
рой любой алгебры подмножеств множества N . Самая богатая алгеб-
ра – множество всех подмножеств множества N . Эту алгебру принято
обозначать 2N (булеан). Любая алгебра подмножеств множества N
является подаглеброй булеана 2N . Справедлива следующая простая

Лемма 1. Пусть B и B′ – два семейства подмножеств множе-
ства N , A и A′ – порождаемые этими семействами алгебры соот-
ветственно, и любое множество B ∈ B может быть получено при-
менением теоретико-множественных операций дополнения и пересе-
чения (объединения) к множествам из B′. Тогда A является подал-
геброй алгебры A′.

1Множество, элементами которого являются подмножества множества N . Что-
бы избежать выражений типа "множество множеств" , используем термин "семей-
ство" в качестве синонима термину "множество".
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Доказательство. Действительно, любое множество A из алгебры A

по определению порождённой алгебры есть некоторая комбинация до-
полнений и пересечений множеств из B, каждое из которых по усло-
вию настоящего утверждения есть некоторая комбинация дополнений
и пересечений множеств из B

′. Тем самым, если A ∈ A, то A ∈ A
′. �

Непустое множество A алгебры A называется атомом, если для лю-
бого элемента B алгебры A справедливо либо A∩B = ∅, либо A∩B = A.
Любая алгебра подмножеств конечного множества является алгеброй,
порожденной семейством своих атомов.

3.2. Алгебра подмножеств, порождённая множеством лесов.

Пусть F – некоторое множество лесов с одним и тем же множеством
вершин N . Рассмотрим семейство BF , состоящее из множеств VTF

вершин деревьев TF лесов F ∈ F . Это семейство порождает некото-
рую алгебру AF подмножеств множества всех вершин N . Поскольку
семейство BF полностью определяется множеством F , то будем го-
ворить, что алгебра AF порождена множеством лесов F . Пусть ℵF

– семейство атомов этой алгебры. Заметим, что порождающее семей-
ство не является произвольным, поскольку каждый лес включает в
себя все вершины множества N и множества вершин деревьев любого
леса между собой не пересекаются. Если семейство атомов ℵF задано,
то множество лесов F , должно обладать рядом свойств.

Лемма 2. Для любых двух атомов A1 и A2 найдётся лес F ∈ F , в
котором они находятся в разных деревьях.

Доказательство. Предположим обратное. Пусть нет леса, в котором
Ai находятся в разных деревьях. Тогда в любом лесе эти атомы содер-
жатся в одном дереве. То есть, любой элемент порождающего семей-
ства (множество вершин дерева некоторого леса) содержит либо сразу
два этих атома, либо ни одного. Применение операций пересечения и
дополнения этого не меняют. Но тогда и в алгебре AF любой её эле-
мент либо содержит оба множества Ai, либо ни одного. Тем самым,
по определению атома оба множества Ai принадлежат одному атому,
а сами атомами не являются, или совпадают. �

Назовем вершину j меченой вершиной, если хотя бы в одном лесе
F ∈ F она является корнем (т.е. существует связная компонента TF

j ).
Разделим семейство ℵF на два непересекающихся семейства: семейство
меченых атомов ℵ•

F , элементы которого содержат меченые вершины, и
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семейство немеченых атомов ℵ◦
F , элементы которого меченых вершин

не содержат.
Введём также уточняющие структуры. Назовём областью притя-

жения меченой вершины i множество всех вершин j, которые принад-
лежат хотя бы в одном лесе F ∈ F дереву TF

i с корнем в i. Поскольку
атомы алгебры неделимы, то также областью притяжения меченого
атома M алгебры AF будем называть множество всех атомов, кото-
рые хотя бы в одном лесе F ∈ F принадлежат дереву с корнем в
множестве M.

Утверждение 1. Любой немеченый атом принадлежит области
притяжения по крайней мере двух меченых.

Доказательство. Немеченый атом U в любом лесе F ∈ F принадле-
жит дереву с корнем с некотором меченом атоме M. Предположим,
что такой меченый атом единственный. Но в любом лесе атом U в
каком-то дереве содержится. Тогда в любом лесе дерево, содержащее
U , содержит и M. Тем самым не существует леса, в котором бы атомы
U и M находились бы в разных деревьях. Это противоречит лемме
2. То есть должен существовать по крайней мере еще один меченый
атом, области притяжения которого принадлежит U . �

Для немеченых атомов также можно рассматривать области при-
тяжения. Именно, если для вершины i, принадлежащей немеченому
атому E , в каком-либо лесе F ∈ F существует путь из вершины j,
принадлежащей немеченому атому U , то U принадлежит области при-
тяжения E .

3.3. Алгебры подмножеств, порождённые минимальными ле-

сами. Будем считать, что исходный граф V достаточно плотный, в
том смысле, что существует хотя бы одно остовное дерево, то есть
множество F1 остовных лесов, состоящих из одного дерева, непусто.
Тогда непусты и множества Fk, k ∈ {1, 2, . . . , N}.

Введём укороченные обозначения: Bk = BF̃k , Ak = AF̃k , ℵk = ℵF̃k ,
ℵ◦
k = ℵ◦

F̃k
, ℵ•

k = ℵ•
F̃k

. Назовем также вершину j меченой вершиной

уровня k, если хотя бы в одном лесе F ∈ F̃k она является корнем.
Множество всех атомов алгебры Ak, которые хотя бы в одном лесе

F ∈ F̃ принадлежат дереву с корнем в атоме M ∈ ℵ•
k, назовём его

k-областью притяжения. Аналогично определяется k-область притя-
жения меченой вершины.
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Теорема 1. Последовательность алгебр Ak является возрастающей

{N ,∅} = A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ AN−1 ⊆ AN = 2N ,

где 2N – семейство всех подмножеств множества N .

Доказательство. Действительно, по свойству 6 всякий лес из F̃m,

1 6 m < N имеет предка в F̃m+1. Таким образом, для любого леса

F ∈ F̃m и для любого его дерева TF , любо найдётся найдётся лес

G ∈ F̃m+1 и такое его дерево TG, что VTF = VTG, либо найдётся лес

H ∈ F̃m+1 и такие два его дерева TH
1 и TH

2 , что VTF = VTH
1 ∪ VTH

2 .
Таким образом, по лемме 1 алгебра Am является подалгеброй алгебры
Am+1. �

То, сколько существует различных алгебр среди A1, . . . , AN , ка-
ковы их свойства, зависит от того, сколько раз в системе неравенств
выпуклости (3) [1–3] при разных k встречается знак равенства и знак
строгого неравенства.

§4. О методе построения минимальных лесов

Общий метод и построения, и исследования минимальных лесов
остаётся таким же, как в [1]. Именно, берутся два минимальных леса
и некоторое подмножество D множества всех вершин N . Затем дуги,
исходящие в одном лесе из вершин множества D, заменяются на дуги,
исходящие из этих же вершин во втором лесе и наоборот. Множество D
подбирается таким, чтобы оба исходных леса после указанной замены
дуг по-прежнему оставались лесами.

Докажем сначала простую лемму о сужении леса на подмножество
множества вершин.

Лемма 3. Пусть из множества D исходит n дуг в лесе F , и m
корней леса F принадлежат множеству D. Тогда индуцированный
подграф F |D – лес, состоящий из m+ n деревьев. В частности, если
n+m = 1, то F |D – дерево.

Доказательство. Поскольку по определению леса из каждой его вер-
шины исходит не более одной дуги и в графе нет циклов, то любой его
подграф является лесом, в том числе и индуцированный произволь-
ным подмножеством множества вершин. Сосчитаем корни леса F |D.
Вершины множества D, из которых исходят дуги, заходы которых в F
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не принадлежат D, становятся в F |D корнями. Этих вершин по усло-
вию n. И в самом D было исходно m корней леса F . �

Докажем предложение, являющееся усилением свойства 4.

Предложение 1. Пусть F ∈ F̃n, G ∈ F̃m и пусть для определённо-
сти m 6 n. Пусть также множество D таково, что графы P = FG

↑D

и Q = GF
↑D – леса, тогда

1) если D содержит одинаковое число корней лесов F и G, то P ∈

F̃n и Q ∈ F̃m;
2) если D содержит ровно на l = n−m корней леса F больше, чем

корней леса G, то P ∈ F̃m и Q ∈ F̃n.

Доказательство. Докажем первый пункт. Поскольку D содержит
одинаковое число корней лесов F и G, то по свойству 3 P ∈ Fn и
Q ∈ Fm. Обозначим ∆ = ΥG

D −ΥF
D. Имеем

φn 6 ΥP = ΥF +∆ = φn +∆ , φm 6 ΥQ = ΥG −∆ = φm −∆ .

Одновременно оба неравенства выполнены лишь при ∆ = 0, откуда

следует, что P ∈ F̃n и Q ∈ F̃m.
Докажем второй пункт. Поскольку D содержит на l = n−m корней

леса F больше, чем корней леса G, то по свойству 3 P ∈ Fm и Q ∈ Fn.
Понимая под ∆ ту же величину, что и в первом пункте, получаем

φm
6 ΥP = ΥF +∆ = φn +∆ , φn

6 ΥQ = ΥG −∆ = φm −∆ .

Из этих неравенств следует, что ∆ = φm − φn, и, следовательно, P ∈
F̃m и Q ∈ F̃n. �

Заметим, что множествo D с указанными в предложении свойства-
ми, вообще говоря, может и не существовать.

§5. Случай равенства в системе неравенств
выпуклости

Рассмотрим какими свойствами обладают минимальные леса в слу-
чае, когда при некотором k в системе неравенств выпуклости (3) имеет
место равенство:

φk−1 − φk = φk − φk+1 . (4)
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Предложение 2. Пусть F и G принадлежат множеству F̃k и су-
ществует такое множество D, которое содержит на один корень
леса F больше, чем леса G, и при этом графы P = FG

↑D и Q = GF
↑D –

леса. Тогда P ∈ F̃k−1, Q ∈ F̃k+1 и выполнено (4).

Доказательство. Из условия настоящего предложения и свойства 3
следует, что P ∈ Fk−1, Q ∈ Fk+1. Обозначим ∆ = ΥG

D −ΥF
D. Имеем:

φk−1
6 ΥP = ΥF +∆ = φk +∆ , φk+1

6 ΥQ = ΥG −∆ = φk −∆.

Из этих неравенств следует, что φk−1−φk 6 ∆ 6 φk−φk+1, что с учётом

самих неравенств выпуклости (3) даёт (4). Тем самым, Q ∈ F̃k+1 и

P ∈ F̃k−1. �

Заметим, что если множество D с указанными в последнем предло-
жении свойствами существует, то это автоматически влечёт при соот-
ветствующем k равенство в системе неравенств выпуклости. В общей
ситуации такого множества, вообще говоря, нет.

Следующее предложение в некотором смысле является обратным к
предыдущему.

Предложение 3. Пусть F ∈ F̃k+1, H ∈ F̃k−1. Выберём множество
D так, чтобы графы P = FH

↑D и Q = HF
↑D принадлежали множеству

Fk. Тогда равенство (4) выполнено тогда и только тогда, когда оба

леса P и Q принадлежат множеству F̃k.

Доказательство. Убедимся, что множество D, указанное в форму-
лировке предложения, заведомо существует. Повторим рассуждения
([1, теорема 1]), приводящие к самой системе неравенств выпуклости
(3).

Поскольку в лесе F на два корня больше, чем в H , то найдется
хотя бы одно дерево TF леса F , из всех вершин которого в лесе H
исходят дуги. Введем графы P = FH

↑D и Q = HF
↑D, где D = VTF .

В силу свойства 2(a) оба графа P и Q являются лесами. Поскольку
D содержит ровно один корень леса F и ни одного корня леса H ,
то по свойству 3 оба леса P и Q принадлежат множеству Fk. Вводя
обозначение ∆ = ΥH

D −ΥF
D, получаем

φk
6 ΥP = ΥF +∆ = φk+1 +∆ , φk

6 ΥQ = ΥH −∆ = φk−1 −∆. (5)
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Отсюда следуют неравенства выпуклости в виде

φk−1 − φk > ∆ > φk − φk+1.

При выполнении (4) это означает, что ∆ = φk−1 − φk = φk − φk+1.
Подставляя ∆ в (5), получаем что ΥP = ΥQ = φk.

Обратно, если ΥP = φk, то из первого выражения в (5) следует, что
∆ = φk − φk+1. Аналогично, если ΥQ = φk, то из второго выражения
в (5) следует, что ∆ = φk−1 − φk. �

Чтобы сформулировать следующую теорему, для всякого H ∈ F̃k−1

выделим в семействе Bk+1 подсемейство, состоящее из множеств вер-
шин деревьев минимальных пра-предков H , и обозначим его BH

k+1.

Теорема 2. Пусть выполнено (4), тогда
(a) Ak = Ak+1;

(b) Для любого F ∈ F̃k+1 и для любого его дерева TF , найдётся

такой G ∈ F̃k, что G|VTF = TF ;

(c) Для любого H ∈ F̃k−1 и для любого S ∈ BH
k+1 найдётся такой

лес G ∈ F̃k, что H |S = G|S .

Доказательство. Поскольку по теореме 1 выполнено Ak ⊆ Ak+1, то
чтобы доказать равенство Ak = Ak+1, необходимо убедиться в обрат-
ном включении Ak ⊇ Ak+1. По лемме 1 для этого достаточно про-
верить, что множество вершин любого дерева TF произвольного ле-

са F ∈ F̃k+1 может быть получено пересечением связных компонент

некоторых лесов из F̃k.

В соответствии со свойством 6 всякий лес F ∈ F̃k+1 имеет хотя бы
одного потомка G ∈ F̃k, который, в свою очередь, имеет хотя бы од-

ного потомка H ∈ F̃k−1. Пусть F ,G и H указанные родственные леса.
Существует несколько сценариев получения пра-потомка H леса F . В
одном из них в построении участвуют 4 дерева леса F , в остальных –
3. Однако, независимо от сценария существует единственный корень
леса F , который не является корнем леса G. Пусть для определённости
этим корнем является вершина j. Введём графы Q = FH

↑D и R = HF
↑D,

где D = VTF
j . По свойству 2(a) графы Q и R являются лесами. Множе-

ство D не содержит корней леса H , поскольку не содержит корней его
предка – леса G. При этом оно содержит ровно один корень леса F . То-
гда по свойству 3 леса Q и R содержат по k корней, а по предложению

3 оба они – минимальные и принадлежат множеству F̃k.
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Рис. 1. Сценарий из 4-х деревьев. R = HF
↑D, где D = VTF

j .

Рассмотрим сначала самый простой сценарий, в котором задейство-
ваны 4 дерева леса F (см. рис. 1). В данном случае по построению лес
Q совпадает с G. В этом сценарии любое дерево и леса F , и леса H ,
является деревом либо леса G, либо леса R, поэтому заведомо удовле-
творены все пункты настоящей теоремы.

Перейдём теперь к сценариям, в которых в построении пра-потомка
H участвуют три дерева леса F . Пусть для определённости корнями
соответствующих деревьев леса F являются вершины i, j, l; вершины
i, l – корни леса G и вершина l – корень леса H . Из свойства 6 следует,
что если вершина (пусть это будет вершина l) является корнем обоих
лесов F и G, то либо TF

l – поддерево дерева TG
l , не совпадающее с
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Рис. 2. TF
l ( TG

l , Q = FH
↑D, R = HF

↑D, где D = VTF
j .

ним, либо TF
l = TG

l . Соответственно, и возможных сценариев два. В
первом из них TF

l ( TG
l , во втором TF

l = TG
l . Рассмотрим первый из

указанных вариантов (см. рис. 2).
Также как и в сценарии с 4-мя деревьями граф Q оказывается сов-

падающим с G. Имеем: TF
i = TG

i , TF
l = TR

l и VTF
j = VTG

l ∩ VTR
j , что

по лемме 1 соответствует пункту (a) настоящей теоремы. При этом,
если S – множество вершин любого дерева леса F , то индуцирован-
ный этим множеством подргаф F |S (дерево леса F ) совпадает либо с
G|S , либо с R|S . Действительно, TF

i = TG
i по условию, TF

l = TR
l по
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построению, и также по построению TF
j = R|VTF

j
, что подтверждает

пункт (b) настоящей теоремы.
Далее, по построению H |VTF

i
= R|VTF

i
и H |VTF

l
= R|VTF

l
, поскольку

перестроением были охвачены лишь дуги, исходящие из вершин дере-
ва TF

j . По условию H |VTG
l

= TG
l = G|VTG

l
. Но тогда графы H и G,

суженные на произвольное подмножество множества VTG
l , совпадают.

В частности, H |VTF
j

= G|VTF
j

. Таким образом, подтверждается пункт

(c) настоящей теоремы.
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Рис. 3. TF
l = TG

l ; Q = FH
↑D, R = HF

↑D где D = VTF
j .
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Перейдём теперь к последнему варианту, а именно когда TF
l = TG

l

(см. рис. 3). По построению TF
i = TQ

i . При этом VTF
j = VTG

i ∩ VTQ
l ,

поэтому по лемме 1 подтверждается включение Ak ⊇ Ak+1. Поскольку
к тому же по построению R|VTF

j
= TF

j , то подтверждается и пункт (b)

настоящей теоремы.
Чтобы убедиться в справедливости пункта (3), достаточно заметить,

что Q|VTF
j

= H |VTF
j

, R|VTF
i
= H |VTF

i
, а исходно G|VTF

l
= H |VTF

l
. �

Следствие 1. Пусть выполнено (4), тогда

F̃k−1|E ⊆ F̃k|E ⊇ F̃k+1|E , E ∈ ℵk. (6)

Доказательство. Действительно, пусть F ∈ F̃k+1 и E ∈ ℵk. Семей-
ства ℵk и ℵk+1 совпадают, поскольку совпадают соответствующие ал-
гебры. Поэтому E ∈ ℵk+1, а значит в лесе F атом E содержится в
некотором его дереве TF . По пункту (b) предыдущей теоремы най-

дётся такой лес G ∈ F̃k, что G|VTF = TF . Если два графа совпадают
при сужении на некоторое множество вершин, то они совпадают и при
сужении на любое его подмножество. Тем самым F |E = G|E . Поэтому

F̃k|E ⊇ F̃k+1|E .

Аналогично, пусть H ∈ F̃k−1 и E ∈ ℵk = ℵk+1. Тогда в семействе
BH

k+1 множеств вершин деревьев пра-предков леса H найдётся хотя бы
одно множество S, содержащее E . По пункту (c) предыдущей теоремы

существует G ∈ F̃k, такой что G|S = H |S , а значит и G|E = H |E . �

Отметим, что включения в (6) не могут быть усилены до совпадения
соответствующих множеств. Действительно (см. рис. 3), индуцирован-
ный подграф G|VTF

j
хоть и является деревом, но не является деревом

леса F . Аналогично, G|VTF
i

не является подграфом леса H .

Теорема 3. Пусть выполнено (4), тогда ℵ•
k = ℵ•

k+1.

Доказательство. Поскольку сами алгебры Ak и Ak+1 при выполне-
нии (4) совпадают, то у них совпадают и семейства атомов: ℵk = ℵk+1.
Поэтому требуется убедиться, что меченые вершины уровня k и мече-
ные вершины уровня k+ 1 одни и те же. По свойству 6, если вершина

j – корень леса F ∈ F̃k, то для любого n > k существует лес G ∈ F̃n,
в котором эта вершина является корнем. Поэтому справедливо вклю-
чение ℵ•

k ⊆ ℵ•
k+1. Докажем обратное включение. Пусть j – корень леса

F ∈ F̃k+1, и он не является корнем леса G ∈ F̃k – потомка леса F .
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Пусть H ∈ F̃k−1 – потомок леса G (см. любой из рис. 1 - 3). Также как
и при доказательстве теоремы 2 введём граф R = HF

D , где D = VTF
j и

убеждаемся, что R ∈ F̃k. В нём вершина j является корнем. �

Таким образом, при выполнении (4) совпадают не только сами ал-
гебры Ak и Ak+1, но и меченые множества в них также совпадают
между собой. Тем самым и для немеченых выполнено ℵ◦

k = ℵ◦
k+1.

Разумеется, для k-областей притяжения меченых вершин (или ато-
мов) не могут быть выполнены свойства равенства аналогичные утвер-
ждению последней теоремы, как видно из рис. 2–3.

§6. Случай строгого неравенства в системе
неравенств выпуклости

6.1. Атомы и веса элементов алгебры. Рассмотрим какими свой-
ствами обладают минимальные леса в случае, когда в системе нера-
венств выпуклости при некотором k стоит строгое неравенство

φk−1 − φk > φk − φk+1 . (7)

Утверждение 2. Пусть выполнено (7) и i и j – меченые вершины
уровня k. Пусть также вершина j принадлежит k-области притя-
жения вершины i, тогда вершина i принадлежит k-области притя-
жения вершины j, а вершины j и i принадлежат одному и тому же

меченому атому алгебры Ak. При этом в любом лесе из F̃k только
из одной меченой вершины каждого меченого атома не исходит дуга.

Доказательство. По условию существует такой лес F ∈ F̃k, в кото-

ром j ∈ VTF
i . Предположим, что существует такой лес G ∈ F̃k, в кото-

ром вершина j является корнем, а вершина i не принадлежит дереву
с корнем в этой вершине. Пусть D = VTF

i ∩ VTG
j . Рассмотрим графы

FG
↑D и GF

↑D. В лесе F из всех вершин множества D исходят дуги, а в
лесе G из этих вершин исходит на одну дугу меньше, поскольку в нём
вершина j – корень. По свойству 2(b) оба графа FG

↑D и GF
↑D являются

лесами. Тогда по предложению 2 выполнено (4), что противоречит (7).

Таким образом в любом лесе G ∈ F̃k, в котором вершина j является
корнем, вершина i принадлежит множеству вершин дерева TG

j . Отсю-

да следует, что не существует такого леса из множества F̃k, в котором
бы вершины i и j принадлежали различным деревьям. Таким образом,
вершины i и j принадлежат одном меченому атому. При этом, если M
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– меченый атом, то в нём есть меченая вершина (пусть этой верши-
ной будет l). Значит существует лес, в котором l является корнем. Но
тогда все другие меченые вершины этого атома принадлежат в этом
лесе дереву с корнем в l. �

Утверждение 3. Пусть выполнено (7), тогда из вершин любого мно-

жества A ∈ Ak во всех лесах из F̃k исходит одинаковое количество
дуг.

Доказательство. Для доказательства достаточно убедиться, что из
вершин любого атома алгебры Ak исходит в любом лесе одинаковое
число дуг. Из всех немеченых вершин исходят дуги, поэтому и для
любого немеченого атома из всех его вершин исходят дуги. Согласно

предложению 2, если атом меченый, то в любом лесе F ∈ F̃k только
из одной его меченой вершины не исходит дуга. �

Заметим, что доказанное утверждение в частности означает, что
при выполнении (7), любой меченый атом содержит ровно один корень

любого леса F ∈ F̃k и справедлива

Теорема 4. Пусть выполнено (7), тогда |ℵ•
k| = k.

Доказательство. Всякий лес F ∈ F̃k состоит из k деревьев и, следо-

вательно, |ℵ•
k| > k. Любой корень j произвольного леса G ∈ F̃k при-

надлежит одному из деревьев леса F с корнем в некоторой вершине i
(вершины j и i, в частности, могут совпадать), а значит по утвержде-
нию 2 вершина j принадлежит тому же меченому множеству, которому
принадлежит i. Таким образом, |ℵ•

k| = k. �

Отметим, что при выполнении (7) сами меченые атомы недостижи-
мы друг из друга на уровне k, поскольку достижимые друг из друга
меченые вершины обязаны принадлежать одному атому.

Утверждение 4. Пусть выполнено (7), тогда любое дерево леса F ∈

F̃k содержит ровно один меченый атом алгебры Ak.

Доказательство. Действительно, лес F ∈ F̃k содержит k корней.
Они принадлежат k непересекающимся деревьям и значит эти корни
содержатся по одному в k различных меченых атомах. Но самих мече-
ных атомов ровно k. Тем самым каждое дерево леса F содержит ровно
один меченый атом. �
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Утверждение 5. Пусть выполнено (7), F ∈ F̃k, E ∈ ℵk и TF –

дерево леса F , содержащее E. Тогда существует такой лес H ∈ F̃k,
в котором вся k-область притяжения множества E находится в
одном дереве и H |VTF = TF .

Доказательство. Пусть в лесе F атом U , который принадлежит k-
области притяжения атома E , не находится с ним в одном дереве. По

условию существует лес G ∈ F̃k, в котором E достижимо из U . Пусть
в лесе G эти атомы принадлежат дереву TG, а в лесе F атом E нахо-
дится в дереве TF (см. рис. 4 a)). Введём графы R = FG

↑D и GF
↑D, где

D = VTG \ VTF . По свойству 2(c) оба они – леса. По предложению

1 убеждаемся, что R ∈ F̃k. При этом последовательность дуг, исхо-
дящая в TG из U и достигающая E , рано или поздно выходит из D
и попадает в VTG ∩ VTF . Это вовсе не означает, что в R атом E , ес-
ли он немеченый, достижим из U . Это лишь означает, что множество
VTF ∩ VTG, которому принадлежит E , достижимо в R из U . Тем не
менее, U находится в лесе R в том же дереве, что и множество E . По
построению R|VTF = TF . Продолжая при необходимости эту проце-
дуру с другими множествами из ℵ◦

k, которые принадлежат k-области
притяжения E , но уже для графа R, мы последовательно присоединим
их к одному дереву. �
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Рис. 4. a) D = VTG \ VTF , в графе G множество E
достижимо из U ; b) D = VTF ∩ VTG, дуга, исходящая
из U и заходящая в E , принадлежит лесу F .

Утверждение 6. Пусть выполнено (7), F ∈ F̃k, E ∈ ℵk, тогда су-

ществует лес H ∈ F̃k такой, что все дуги, исходящие из вершин
множества E в лесах F и H, совпадают, причем в само множество
E дуги не заходят.



22 В. А. БУСЛОВ

Доказательство. Пусть в лесе F в множество E заходит дуга из
некоторого атома U и пусть эти атомы находятся в F в дереве TF

(см. рис. 4b)). Поскольку множества E и U – атомы, то существу-

ет лес G ∈ F̃k, в котором эти атомы принадлежат различным дере-
вьям. Пусть атом U в лесе G принадлежит дереву TG. Введём графы
R = FG

↑D и GF
↑D, где D = VTF ∩ VTG. По свойству 2(b) R – лес. По

предложению 1 R ∈ F̃k. В лесе R в атом E дуги из U теперь не заходят,
хотя U может оказаться и в одном дереве с E . Это возможно, если E
– немеченый атом, а множество D достижимо в F из E . Никаких до-
полнительных дуг, заходящих в E , по сравнению с теми, что заходят
в E в лесе F , не появляется, поскольку в лесе G нет дуг, исходящих
из VTF ∩ VTG и заходящих в VTF \ VTG, которому принадлежит E .
Повторяя при необходимости указанную процедуру уже с лесом R,
мы получим граф, в котором в атом E дуги не заходят, а все дуги,
исходящие из вершин E , те же, что и в лесе F .

�

Теорема 5. Пусть выполнено (7) и A ∈ Ak, тогда сумма весов дуг,
исходящих из вершин множества A, одна и та же для всех лесов

из F̃k.

Доказательство. Для доказательства достаточно убедиться, что
сумма весов дуг, исходящих из вершин произвольного атома E ∈ ℵk,

одна и та же для любой пары минимальных лесов H и P из F̃k. По

утверждению 6 в F̃k найдутся такие леса F и G, в которых дуги в
атом E не заходят, и при этом ΥF

E = ΥH
E и ΥG

E = ΥP
E . Пусть Q = FG

↑E

и R = GF
↑E . Согласно утверждению 3 число дуг, исходящих из вершин

множества E в лесах F и G, одинаково. Графы Q и R по свойству
1(b) являются лесами, а по предложению 1 оба они минимальные и

принадлежат множеству F̃k. Пусть ∆ = ΥF
E −ΥG

E , тогда

φk = ΥQ = ΥF −∆ = φk −∆ , φk = ΥR = ΥG +∆ = φk +∆ ,

откуда ∆ = 0, а значит ΥF
E = ΥG

E . Тем самым и ΥH
E = ΥP

E . �

Доказанная теорема для всякого A ∈ Ak позволяет при выполнении
(7) ввести величину ρA как сумму весов дуг, исходящих из вершин
множестваA в произвольном k-компонентном лесе минимального веса:

ρA = ΥF
A, A ∈ Ak, F ∈ F̃k. (8)
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Следствие 2. Пусть выполнено (7). Тогда для любых множеств
Ai ∈ Ak, таких что ∪

i
Ai = N и Ai ∩ Aj = ∅ при i 6= j, величина

φk может быть сосчитана как

φk =
∑

i

ρAi
. (9)

В частности

φk =
∑

E∈ℵk

ρE . (10)

Доказательство. Из определения весов (1) следует, что если мно-
жества Ai представляют произвольное разбиение множества вершин
N на непересекающиеся множества (не обязательно принадлежащие
какой-либо алгебре), то вес любого леса F равен

ΥF =
∑

i

ΥF
Ai
. (11)

Если F ∈ F̃k, то φk = ΥF . Если же Ai ∈ Ak и выполнено (7), то
ΥF

Ai
= ρAi

. Подставляя эти равенства в (11), получаем (9) и (10). �

Теорема 5 упрощает процесс построения минимальных лесов из двух
известных. Именно, справедливо

Утверждение 7. Пусть выполнено (7), F и G принадлежат F̃k и

множество A ∈ Ak таково, что H = FG
↑A – лес. Тогда H ∈ F̃k.

Доказательство. По утверждению 3 в лесах F и G множество A
содержит одинаковое число корней, поэтому H ∈ Fk. При этом, по
построению ΥH

A = ΥG
A = ρA и ΥH

N\A = ΥF
N\A=ρN\A, поэтому ΥH =φk.

�

Утверждение 8. Пусть выполнено (7), F ∈ F̃k и множество A ∈ Ak

таково, что в лесе F дуги в него не заходят. Тогда для любого G ∈ F̃k,

граф H = FG
↑A принадлежит F̃k.

Доказательство. По свойству 1(b) граф FG
↑A является лесом. По

утверждению 7 получаем, что H ∈ F̃k. �

Теорема 6. Пусть выполнено (7), тогда
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1) для любого M ∈ ℵ•
k, если F – лес, в котором из всех вершин

множества M кроме одной исходят дуги, то ΥF
M > ρM. При этом,

если ΥF
M = ρM, то существует лес H ∈ F̃k такой, что H |M = F |M;

2) для любого U ∈ ℵ◦
k, если F – лес, в котором из всех вершин

множества U исходят дуги, то ΥF
U > ρU . При этом, если ΥF

U =

ρU , то существует лес H ∈ F̃k такой, что все дуги, исходящие из
вершин множества U в лесах F и H, совпадают.

Доказательство. Докажем пункт 1). Пункт 2) доказывается полно-

стью аналогично. По утверждению 6 существует лес G ∈ F̃k, в котором
дуги во множество M не заходят. Пусть H = GF

↑M. По свойству 1(b)

граф H – лес. И F , и G имеют в M по одному корню, поэтому H ∈ Fk,
а значит

φk 6 ΥH = ΥG −ΥG
M +ΥF

M = φk − ρM +ΥF
M (12)

откуда ΥF
M > ρM. Если же ΥF

M = ρM, то H ∈ F̃k. По построению
H |M = F |M. �

Теорема 7. Пусть выполнено (7), F ∈ F̃k, M ∈ ℵ•
k, тогда индуциро-

ванный подграф F |M – дерево.

Доказательство. Согласно утверждению 6 без ограничения общно-
сти можно считать, что в лесе F дуги в атом M не заходят. Убедимся
от противного, что нет и исходящих дуг из M. Пусть в лесе F из какой-
то вершины j ∈ M исходит дуга, заход которой не принадлежит M.
Поскольку во множество M дуги не заходят, то вершина j принад-
лежит дереву с корнем в некотором другом меченом атоме. Это про-
тиворечит утверждению 4 и тому, что M – атом. Тем самым, дерево
TF , содержащее M, никаких других атомов не содержит и совпадает
с F |M. �

6.2. Об изменении "внутриатомной" и "межатомной" струк-

туры при росте лесов.

Теорема 8. Пусть выполнено (7) и F ∈ F̃k−1, тогда существует

такой его предок P ∈ F̃k и такое M ∈ ℵ•
k, что все дуги исходящие

из вершин множества N \M в лесах F и P совпадают, причём F |M
– дерево.

Доказательство. Пусть F ∈ F̃k−1, а G – его предок, принадлежа-

щий F̃k. Пусть также F получается из G сращиванием двух деревьев
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TG
M и TG

L с корнями в меченых атомах M и L алгебры Ak соответ-
ственно. Дуги одного из этих деревьев (пусть этим деревом является
TG
L ) остаются прежними (см. рис.5).
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Рис. 5. Структурный вид минимальных лесов с точно-

стью до атомов алгебры. В верхнем ряду леса из F̃k, в

нижнем – из F̃k−1.

По утверждению 6 существует такой лес H ∈ F̃k и такое его де-
рево TH , что VTH = M и H |M = G|M. Введем графы Q = HF

↑M и

P = FH
↑M. По свойству 2(a) оба они – леса. В лесе F из всех вершин M

исходят дуги, в лесе H – из всех, кроме одной, которая в нём является

корнем. Поэтому по пункту 2 предложения 1 выполнено: Q ∈ F̃k−1,

P ∈ F̃k. В лесе P по построению все дуги, исходящие из вершин N \M,
такие же, как в лесе F . В лесе Q из всех вершин множества M исходят
дуги и они совпадают по построению с дугами, исходящими из этих
же вершин в лесе F . Так как в лесах Q и H дуги во множество M не
заходят, чтобы доказать, что F |M – дерево, достаточно убедиться, что
из множества M в лесе Q (а значит, и в лесе F ) исходит ровно одна
дуга (исход этой дуги и есть корень дерева F |M = Q|M). Пусть i –
корень леса H , находящийся в множестве M, и пусть X – максималь-
ная связная компонента индуцированного подграфа Q|M, содержащая
вершину i, а Y = M\X . Тем самым, в лесе Q ни в множество X , ни в
множество Y дуги не заходят. При этом Q|X – дерево, а Q|Y – лес (см.
рис. 6). Наша задача показать, что Y = ∅. Пусть множество M в лесе
Q содержится в дереве TQ. Имеем: Y ⊂ VTQ ∩ VTH , N in

Y (Q) = ∅ и
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N out
Y (Q) ⊂ VTQ \ VTH. Введём графы R = HQ

↑Y и QH
↑Y . Тогда по свой-

ству 2(d) оба они – леса, а по предложению 1 получаем, что R ∈ F̃k.
Если множество Y непустое, то в графе R по построению вершина i
(она является корнем и в H , и в R) и множество Y не находятся в
одном дереве. Это противоречит тому, что M – атом алгебры Ak.

i

X

Y

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��*

��*

��*

HHj

HHj

HHj

-

-

-

-

-

-

'
&
$
%'

&

$

%

'

&

$

%

i
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��*

��*

J
J
JĴ
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Рис. 6. По предположению Y 6= ∅. Изображены дуги,

исходящие из вершин атома M: слева – в лесе
Q, по центру – в лесе H, справа – в лесе R =

HQ
↑Y.

Построенный лес P (также, как и G) является предком леса F , одна-
ко в нём перестроению подверглись лишь дуги, исходящие их вершин
только одного атома M. �

Следствие 3. При выполнении (7) для любого немеченого атома U ∈
ℵ◦
k выполнено

F̃k−1|U ⊆ F̃k|U . (13)

Доказательство. Из теоремы следует, что для произвольного F ∈
F̃k−1 найдутся такие P ∈ F̃k и M ∈ ℵ•

k, что F |A = P |A, при A ∈ N\M.
Если два графа совпадают, при сужении на некоторое множество, то
они совпадают и при сужении на любое его подмножество. Все неме-
ченые атомы содержатся в N \M. �
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Замечание 1. Отметим, что обратное утверждение к теореме 8 невер-

но. Именно, не для всякого леса из F̃k найдётся такой потомок из

F̃k−1, что несовпадение их дуг касается лишь одного меченого атома.
В примере (см. рис. 5), иллюстрирующем теорему 8, можно построить

довольно много лесов из F̃k−1 (см. рис. 7). Однако, для леса G соот-
ветствующего потомка нет. Причина заключается в том, что в лесе G
немеченый атом E принадлежит дереву с корнем в меченом атоме M
алгебры Ak. Но из множества M (которое не является атомом алгебры
Ak−1, а вместе с U и E образует немеченый атом этой алгебры) в любом

лесе из F̃k−1 исходит дуга как раз в множество E . Поэтому любой по-
томок леса G имеет отличную от него конфигурацию дуг, исходящих
из вершин множества E .
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Рис. 7. Варианты лесов из F̃k−1 для примера из рис.
5. Меченый атом M и немеченые атомы U и E алебры
Ak образуют немеченый атом алгебры Ak−1.

Из теоремы 8, в частности, следует, что если любой лес из F̃k,
суженный на произвольный атом алгебры Ak, является деревом (обос-
нование подобной гипотезы предмет отдельного исследования), то так-

же и любой лес из F̃k−1, суженный на произвольный атом алгебры Ak,
представляет собой дерево при выполнении (7).

Как показывает следующий пример, для лесов из F̃n, n < k − 1,
индуцированный атомом алгебры Ak подграф не обязательно является
деревом.



28 В. А. БУСЛОВ

V

� �

� �
a b

c d
?

�

?�
�
��

1

2
3 2

F3,ℵ3

� �

� ��
�
 �	
k k

F2,ℵ2

� �

� ��

?

�


�

�
�
��k

F1,ℵ1

� �

� �

? ?�
�
��

'
&
$
%

F1, {a, b}

� �

� �

? ?�
�
��

�
 �	

Рис. 8. Граф V и веса его дуг (слева), минимальные
леса F3,2,1 и атомы алгебр A3,2,1. Справа – лес F1,
суженный на меченый атом {a, b} алгебры подмно-
жеств A3, не является деревом.

Пример 1. Веса дуг графа V : vba = 1, vac = vbd = 2, vcb = 3, (см.
рис. 8). Здесь, каждое из множеств Fk, k ∈ {1, 2, 3, 4} состоит из един-

ственного леса: {Fk} = Fk = F̃k. Имеем: φ4 = 0, φ3 = 1, φ2 = 3, φ1 = 7
и по определению φ0 = ∞. Неравенства выпуклости имеют вид

φ0 − φ1 > φ1 − φ2 > φ2 − φ3 > φ3 − φ4 ,

в которых всюду выполнен знак строгого неравенства. Множество
{a, b} является меченым атомом алгебры A3. При этом, индуцирован-
ный подграф F1|{a,b} не является деревом, а представляет собой пустой
лес, состоящий из двух пустых деревьев с корнями в вершинах a и b.

§7. Как проявляют себя атомы алгебр подмножеств
Ak в малой диффузии

Генератор малой диффузии (правая часть уравнения Фоккера
–Планка с малым параметром при старших производных), суженный
на подпространство младших собственных функций, отвечающих за
поведение на экспоненциально больших временах, оказывается матри-
цей, транспонированной матрице интенсивностей перехода некоторой
марковской цепи с конечным числом состояний [4, 5]. Число состоя-
ний равно числу точек устойчивого равновесия динамической системы,
определяемой полем сноса [3]. Матрица интенсивностей с точностью
до знака является матрицей Лапласа орграфа G с весами дуг, пред-
ставляющими собой экспоненциально малые переходные плотности

gij ∼ exp(−vij/ε), (14)
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где ε – малый параметр. Коэффициенты характеристического много-
члена матрицы Лапласа (или матрицы интенсивностей), а также ком-
поненты собственных векторов, выражаются через суммы произведе-
ний матричных элементов по заходящим лесам [6–9]. По этой причине
анализируются именно заходящие леса, а не исходящие.

Основную роль в динамике распределения подобной цепи играет
граф V с весами дуг vij , фигурирующими в показателе экспоненты

(14). На экспоненциально больших временах t ∼ exp(φ
k−1−φk

ε
) возни-

кают субпредельные распределения – инвариантные в соответствую-
щих масштабах времени [3–5]. Эти распределения сосредоточены на
меченых вершинах алгебры Ak. Это обстоятельство связано с тем, что
правые собственные вектора Лапласиана имеют асимптотически оди-
наковые компоненты для вершин, принадлежащих одному атому ал-
гебры Ak, а левые собственные вектора могут иметь асимптотически
ненулевые компоненты только для меченых вершин из ℵ•

k.
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An embedded system of algebras of subsets of the set of vertices of
weighted digraph is constructed, and the properties of spanning minimal
forests are studied by restricting them to atoms of the corresponding
algebras.
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