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ПОЛНОТА ДЛЯ 3j-СИМВОЛОВ ГРУППЫ SL(2,C)

§1. Введение

Задача о разложении тензорного произведения двух представлений
основной унитарной серии на неприводимые была решена М. А. Най-
марком в классической работе [5]. Как нам кажется, некоторые до-
казательства из работы М. А. Наймарка могут быть сделаны более
простыми, чему и посвящена данная работа, которая носит в основ-
ном методический характер.

Проекторы на неприводимые представления, которые мы для крат-
кости будем называть 3j-символами по аналогии с конечномерным
случаем, могут быть реализованы в виде интегральных операторов.
Таким образом, решение проблемы о разложении тензорного произ-
ведения на неприводимые сводится к решению трех проблем разной
степени сложности:

• нахождение явного вида ядер интегральных операторов — про-
екторов на неприводимые представления;

• доказательство ортогональности проекторов;
• доказательство полноты полученной системы проекторов.

Самая простая проблема — нахождение ядер интегральных операто-
ров. Соответствующие функции удовлетворяют системе уравнений,
совпадающей с системой тождеств Уорда для трехточечной функции
Грина в конформной теории поля [6]. Решение системы фиксируется
однозначно с точностью до нормировки.

Следующая по сложности задача, доказательство ортогональности
3j-символов, допускает компактное и простое решение при помощи
техники диаграмм Фейнмана [9].

Ключевые слова: теория представлений группы SL(2, C), 3j-символы, соотно-
шение полноты, основная унитарная серия представлений, разложение тензорного
произведения представлений.
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В данной работе мы приведем, как нам кажется, простое решение
третьей и самой сложной задачи — доказательство полноты 3j-сим-
волов (для четных дискретных частей параметров представлений).
Нам приятно отметить, что основной метод — использование подходя-
щего унитарного преобразования для упрощения задачи — аналогичен
методу работы [10] и основан на идее Л. Д. Фаддеева.

Кроме того отметим, что в последнее время наблюдается возрожде-
ние интереса к исследованию бесконечномерных унитарных представ-
лений группы SL(2,C) и связанных с ними вопросов теории специ-
альных функций. Проблеме построения операторов Рака посвящены
работы Р. С. Исмагилова [7, 8] и работа [9]. Исследованию новых ин-
тегральных тождеств и соответствующих специальных функций по-
священы работа В. Ф. Молчанова и А. Ю. Неретина [11] и работы
А. Ю. Неретина [12, 13].

§2. Унитарная серия представлений группы SL(2,C)

В этой части мы приведем основные формулы, относящиеся к уни-
тарной серии представлений SL(2,C) [1–3]. Представления реализуют-
ся в пространстве однозначных функций Φ(z, z̄) на комплексной плос-
кости. Матрице из группы SL(2,C)

g =

(

a b
c d

)

∈ SL(2,C)

ставится в соответствие линейный оператор T(s,s̄), который действует
в этом пространстве функций и определяется следующим образом:

(

T(s,s̄)(g)Φ
)

(z, z̄) = (d− bz)
2s (

d̄− b̄z̄
)2s̄

Φ

(

−c+ az

d− bz
,
−c̄+ āz̄

d̄− b̄z̄

)

.

Представления нумеруются параметрами (s, s̄), которые в случае об-
щего положения не являются комплексно-сопряженными друг другу,
поскольку требование однозначности получившейся функции приво-
дит только к ограничению на разности: 2s− 2s̄ ∈ Z. Мы будем исполь-
зовать компактное обозначение

[z]a ≡ za z̄ā = |z|2a z̄ā−a = |z|2ā za−ā,
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где z = x+iy и z̄ = x−iy комплексно-сопряжены друг другу и a−ā ∈ Z.
При специальных значениях параметров представления

s = −
1

2
+

n

4
+

iσ

2
, s̄ = −

1

2
−

n

4
+

iσ

2
; n ∈ Z, σ ∈ R (1)

операторы представления унитарны относительно стандартного ска-
лярного произведения

〈Φ1|Φ2〉 =

∫

d2zΦ1(z, z̄)Φ2(z, z̄); 〈T(g)Φ1|T(g)Φ2〉 = 〈Φ1|Φ2〉,

где z = x+ iy, z̄ = x− iy, d2z = dx dy и интегрирование ведётся по всей
плоскости.

Представления, отвечающие параметрам (s, s̄) и (−1 − s,−1 − s̄),
эквивалентны. Определяющее соотношение для оператора M, сплета-
ющего эквивалентные представления T(s,s̄) и T(−1−s,−1−s̄), имеет вид

M(s, s̄)T(s,s̄)(g) = T(−1−s,−1−s̄)(g)M(s, s̄),

а решение дается следующей формулой [1, 2]

(M(s, s̄)Φ)(z, z̄) =
i−|2s−2s̄|

π

Γ (s+ s̄+ |s− s̄|+ 2)

Γ (−s− s̄+ |s− s̄| − 1)

∫

d2w
Φ(w, w̄)

[z − w]2s+2
.

Сплетающий оператор хорошо определен для параметров s и s̄ в общем
положении, но, несмотря на появление расходимостей при дискретных
значениях 2s = N, 2s̄ = M , N, M ∈ Z≥0, его можно доопределить в
этих точках благодаря специально подобранной нормировке.

§3. Разложение тензорного произведения двух

представлений

Представление T(s1,s̄1)⊗T(s2,s̄2) приводимо и раскладывается в пря-
мой интеграл неприводимых

T(s1,s̄1) ⊗ T(s2,s̄2) =
1

2

∫

Dsρ(s)T(s,s̄),

где

ρ(s) = −
(2s+ 1)(2s̄+ 1)

4π4
;

2s+ 1 =
n

2
+ iσ;

2s̄+ 1 = −
n

2
+ iσ; n ∈ Z, σ ∈ R.
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Отметим, что ρ(s) положительна, т. к. (2s+1)(2s̄+1) = −(n2/4+ σ2).
Обозначение

∫

Ds =
∑

n

∫

R

dσ означает суммирование по n и интегри-

рование по σ. При этом суммирование по n идет либо только по чет-
ным, либо только по нечетным числам в зависимости от того, явля-
ется ли сумма n1 + n2, соответственно, четной или нечетной. В силу
эквивалентности представления T(s,s̄) и T(−1−s,−1−s̄) дают один и тот
же вклад, так что суммирование по всем значениям допустимых па-
раметров приводит к двойному счету. Решение задачи о разложении
на неприводимые представления было получено М. А. Наймарком [5].
Проектор

T(s1,s̄1) ⊗ T(s2,s̄2) P(s1,s2|s)
−−−−−−→ T(s,s̄)

записывается в виде интегрального оператора

Φ(z1, z2)
P(s1,s2|s)
−−−−−−→

(

P(s1, s2|s)Φ
)

(z)=

∫

d2z1d
2z2W

(

s1, s2, s

z1, z2, z

)

Φ(z1, z2),

где ядро дается выражением

W

(

s1, s2, s

z1, z2, z

)

= [z2 − z1]
−2−s1−s2−s[z − z1]

−s1+s2+s[z2 − z]s1−s2+s (2)

и с точностью до общей нормировки однозначно фиксируется требова-
нием ковариантности. Показатели степеней λ в формуле (2) должны
удовлетворять ограничению λ− λ̄ ∈ Z. Это ограничение будет выпол-
нено только при условии, что сумма n1 + n2 + n — четное число, где
целые числа n1, n2, n входят в определение спинов s1, s2, s (1).

w z = [z − w]−α = (−1)α−ᾱ w z
α α

Рис. 1. Линия.

Мы будем использовать диаграммную технику и изображать ядра
интегральных операторов при помощи диаграмм. Линия определяется
формулой

1

[z − w]α
≡

1

(z − w)α(z̄ − w̄)ᾱ
=

(z̄ − w̄)α−ᾱ

|z − w|2α
=

(−1)α−ᾱ

[w − z]α
,

где α − ᾱ — целое число, и изображается стрелкой с индексом α из
точки w в точку z. Диаграммное представление ядра W в виде кон-
формного треугольника показано на Рис. 2. Название “конформный
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треугольник” заимствовано из конформной теории поля и связано с
тем, что определяющие соотношения для функции W совпадают с си-
стемой тождеств Уорда для трехточечной функции Грина в двумерной
конформной теории поля [6].

z

z1

z2

s1 − s2 − s

−s1 + s2 − s

2 + s1 + s2 + s

Рис. 2. Диаграммное представление для 3j-символа.

Для представлений унитарной серии комплексное сопряжение эк-
вивалентно замене s → −1− s, так что:

W

(

s1, s2, s

z1, z2, z

)

≡ W

(

s1, s2, s

z1, z2, z

)

= W

(

−1− s1,−1− s2,−1− s

z1, z2, z

)

. (3)

Ядро дуального проектора T(s,s̄) P(s|s1,s2)
−−−−−−→ T(s1,s̄1) ⊗ T(s2,s̄2) определя-

ется функцией (3)

Φ(z)
P(s|s1,s2)
−−−−−−→

(

P(s|s1, s2)Φ
)

(z1, z2) =

∫

d2z W

(

s1, s2, s

z1, z2, z

)

Φ(z),

что можно показать с помощью соотношения ортогональности. Соот-
ношение ортогональности для конформных треугольников имеет сле-
дующий вид

∫

d2z1 d
2z2 W

(

s1, s2, s
′

z1, z2, z′

)

W

(

s1, s2, s

z1, z2, z

)

= ρ−1(s)δ(s− s′) δ2(z − z′) +B(s1, s2, s) δ(s+ s′ + 1) [z − z′]2s, (4)

где

ρ(s) = −
(2s+ 1)(2s̄+ 1)

4π4
, B(s1, s2, s) = 4π3 a (s2 − s1 − s, 2s+ 2)

a (1 + s2 − s1 + s)
.
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Дельта-функции определяются естественным образом

δ(s− s′) = δnn′δ (σ − σ′) , δ2(z − z′) = δ(x− x′)δ(y − y′).

Здесь, напомним,

2s+ 1 =
n

2
+ iσ, 2s′ + 1 =

n′

2
+ iσ′; z = x+ iy, z′ = x′ + iy′.

Функция a(α) выражается через гамма-функции

a(α) =
Γ(1− ᾱ)

Γ(α)
, a(α, β, . . .) ≡ a(α)a(β) . . . ,

и основные формулы, связанные с этой функцией, приведены в (15).
Появление второго слагаемого в (4) является прямым следствием того
факта, что представления T(s,s̄) и T(−1−s,−1−s̄) эквивалентны. Ядро
сплетающего оператора имеет вид [z− z′]−2−2s и одним из проявлений
эквивалентности представлений является тождество
∫

d2z′
1

[z − z′]2+2s
W

(

s1, s2, s

z1, z2, z′

)

= A(s1, s2, s)W

(

s1, s2,−1− s

z1, z2, z

)

,

A(s1, s2, s) = π
a (s1 − s2 − s, 2 + 2s)

a (1 + s1 − s2 + s)
,

(5)

которое легко доказывается при помощи соотношения звезда-треуголь-
ник (16). Применение соотношения (5) к (4) демонстрирует необходи-
мость второго слагаемого с s → −1− s.

Соотношение полноты для конформных треугольников было полу-
чено в [5] и его форма зависит от четности дискретных параметров
n1, n2, определяющих спины s1, s2
∫

Ds
ρ(s)

2

∫

d2zW

(

s1, s2, s

z′1, z
′
2, z

)

W

(

s1, s2, s

z1, z2, z

)

=δ2(z1−z′1)δ
2(z2−z′2), (6)

где
∫

Ds =
∑

n

∫

R
dσ означает суммирование по n и интегрирование

по σ. Суммирование по n идет либо только по четным, либо только по
нечетным числам в зависимости от того, является ли сумма n1 + n2,
соответственно, четной или нечетной.

§4. Соотношение полноты

В этой части мы приведем новое доказательство соотношения пол-
ноты (6) для случая, когда сумма n1 +n2 четная. Первая идея: свести
соотношение на исходные функции к соотношению полноты для более
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простых функций. Точно такой же трюк был использован при доказа-
тельстве полноты для 3j-символов модулярного дубля SLq(2,R) [10]. В
нашем случае более простыми функциями будут исходные 3j-символы,
взятые при s1 = s2 = − 1

2 (отметим, что с точки зрения эквивалентно-

сти представлений с параметрами s и −1−s, значение − 1
2 оказывается

выделенным).

z

z1

z2

s1 − s2 − s

−s1 + s2 − s

2 + s1 + s2 + s =

z

z1

z2

s1 − s2 − s

s2 − s1

−s

1 + s1 + s2
1 + s

=
(−1)s−s̄

πa(−s, 1 + s1 − s2, 1− s1 + s2 + s)
z

z1

z2

−s

−s

1 + s
s2 − s1

1 + s1 − s2

1 + s1 + s2

Рис. 3. Преобразование конформного треугольника.

На Рис. 3 показано, как в конформном треугольнике разделить за-
висимость от s1, s2 и s, воспользовавшись соотношением звезда-треу-
гольник (16). Иначе говоря, чтобы получить 3j-символ с произволь-
ными s1, s2, нужно подействовать на символ с s1 = s2 = − 1

2

W

(

s1, s2, s

z1, z2, z

)

=
(−1)s−s̄

a(−s, 1− s1 + s2 + s)

×

∫

d2wU

(

s1, s2
z1, z2, w

)

W

(

− 1
2 ,−

1
2 , s

w, z2, z

)

(7)

с помощью выделившегося справа треугольника

U

(

s1, s2
z1, z2, w

)

=
1

πa(1 + s1 − s2)

× [z2 − z1]
−1−s1−s2 [w − z1]

−1−s1+s2 [z2 − w]s1−s2 . (8)
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z′1

z′2

1 + s

1 + s

−s
s1 − s2

1− s1 + s2

−1− s1 − s2

z1

z2

−s

−s

1 + s
s2 − s1

1 + s1 − s2

1 + s1 + s2

Рис. 4. 3j-символы из соотношения полноты.

Теперь нужно представить в таком виде 3j-символы в соотноше-
нии полноты (6). Заметим, что функции a(α) перед интегралом в (7)
сокращаются со своими сопряженными

a(−s, 1− s1 + s2 + s) a(−s, 1− s1 + s2 + s) = 1.

Вся зависимость от s1, s2 заключена в треугольнике (8) и точно таком
же сопряженном ему (Рис. 4). В отсутствие 3j-символов их произве-
дение даст дельта-функцию

∫

d2wU

(

s1, s2
z′1, z2, w

)

U

(

s1, s2
z1, z2, w

)

= δ2(z1 − z′1),

в чем можно убедиться, воспользовавшись формулой (14). В таком
случае нам остается только показать, что

I ≡

∫

Ds
ρ(s)

2

∫

d2zW

(

− 1
2 ,−

1
2 , s

z′1, z
′
2, z

)

W

(

− 1
2 ,−

1
2 , s

z1, z2, z

)

= δ2(z1 − z′1) δ
2(z2 − z′2),

(9)

где, как и раньше,
∫

Ds =
∑

n

∫

R
dσ и суммирование идет по четным n.

На первом шаге будем интегрировать по s. Меру интегрирования
ρ(s) = − 1

4π4 [2s + 1] можно записать в том же виде, что и линии, с
помощью вспомогательной комплексной переменной t

[2s+ 1] = 4[∂t]
∣

∣

t=1
[t]s+

1

2 .
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Здесь по аналогии с обычными переменными обозначено [∂t] ≡ ∂t∂t̄.
Собирая под интегралом все множители с s, получим

I = −
1

2π4
[∂t]
∣

∣

t=1

∫

d2z
[t]

1

2

[z2 − z1][z − z′1][z
′
2 − z]

×

∫

Ds

[

(z − z1)(z2 − z)(z′2 − z′1)

(z2 − z1)(z − z′1)(z
′
2 − z)

t

]s

= −
2

π2
[∂t]
∣

∣

t=1

∫

d2z
1

[z − z1][z − z′1][z2 − z][z′2 − z]

× δ2

(

(z′2 − z′1)t
1

2

(z − z′1)(z
′
2 − z)

−
(z2 − z1)t

− 1

2

(z − z1)(z2 − z)

)

.

В последнем переходе мы воспользовались формулой
∫

Ds
[w

v

]s

= (2π)2[v] δ2(w − v),

которая легко доказывается в полярных координатах w/v = reiϕ. Что-
бы аккуратно взять производные по t и t̄, напишем преобразование
Фурье для дельта-функции через комплексные переменные

δ2(w) =
1

π2

∫

d2p e−ipw−ip̄w̄, (10)

где p = px − ipy, p̄ = px + ipy, d2p = dpxdpy. Тогда после взятия
производных останется интеграл вида

I =
1

2π4

∫

d2z d2p [J(z, p)] eiS(z,p)+iS̄(z,p). (11)

Последний шаг: сделать замену переменной (z, p) → (p1, p2) так, что-
бы в этом интеграле можно было распознать произведение дельта-
функций (9). Подходящая замена дается формулами

p1 =
p

(z − z1)(z − z′1)
, p2 = −

p

(z2 − z)(z′2 − z)
. (12)

Заметим, что степень этого отображения равна двум (иначе говоря,
двум разным точкам в старых координатах соответствует одна и та
же точка в новых). Эту двойку нужно будет учесть, применяя фор-
мулу замены переменных. В старых и новых переменных показатель
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экспоненты имеет вид

S(z, p)=p
z2 − z1

(z−z1)(z2−z)
−p

z′2 − z′1
(z−z′1)(z

′
2−z)

=p1(z1−z′1)+p2(z2−z′2),

а коэффициент перед экспонентой совпадает с якобианом перехода

J(z, p) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂p1
∂p

∂p1
∂z

∂p2
∂p

∂p2
∂z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= p
(z′2 − z′1)(z − z1)(z − z2) + (z2 − z1)(z − z′1)(z − z′2)

(z − z1)2(z − z′1)
2(z2 − z)2(z′2 − z)2

.

Таким образом, после замены переменных

I =
1

π4

∫

d2p1 d
2p2 e

ip1(z1−z′

1
)+ip2(z2−z′

2
)+ip̄1(z̄1−z̄′

1
)+ip̄2(z̄2−z̄′

2
)

= δ2(z1 − z′1)δ
2(z2 − z′2),

где мы снова воспользовались представлением (10), и двойка перед
интегралом в (11) сократилась со степенью отображения (12).

В заключение отметим, что в случае, когда сумма n1 + n2 нечет-
ная, соотношение полноты (6) можно свести к соотношению на более
простые функции с помощью точно такого же трюка (нужно только
поправить преобразование (7), поскольку треугольник U в этом слу-
чае содержит неоднозначные функции: в линии [z2 − w]s1−s2 , напри-
мер, разность степеней s1 − s2 − (s̄1 − s̄2) = (n1 − n2)/2 уже не будет
целым числом). Однако в случае нечетной суммы доказательство со-
отношения для более простых функций не продолжается напрямую из
доказательства, приведенного выше.

Приложение: правила диаграммной техники

На протяжении статьи используется удобное графическое представ-
ление различных многократных двумерных интегралов при помощи
диаграмм. Элементами диаграммной техники являются линии и вер-
шины.

Линия с индексом α из точки w в точку z соответствует выражению
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w z = [z − w]−α = (−1)α−ᾱ w z
α α

где α− ᾱ ∈ Z. На том же самом рисунке показано правило обращения
стрелки. Формула для преобразования Фурье [4]

1

[z]α
=

iα−ᾱ a(α)

π

∫

d2p
e−ipz−ip̄z̄

[p]1−α
, (13)

где

p = px − ipy, p̄ = px + ipy, d2p = dpxdpy,

и напомним, что функция a(α) определяется как

a(α) =
Γ(1 − ᾱ)

Γ(α)
, a(ᾱ) =

Γ(1− α)

Γ(ᾱ)
, a(α, β, γ, . . .) ≡ a(α)a(β)a(γ) . . . .

С помощью преобразования Фурье (13) можно вывести полезную фор-
мулу:

∫

d2w
1

[z − w]1+α[z′ − w]1−α
= π2a(1 + α, 1− ᾱ)δ2(z − z′). (14)

Приведем также основные формулы, связанные с функцией a(α),

a(α)a(1 − ᾱ) = 1,
a(1 + α)

a(α)
= −

1

αᾱ
,

a(α)a(1 − α) = (−1)α−ᾱ, a(α) = (−1)α−ᾱa(ᾱ).

(15)

α

γ β

= πa(α, β, γ)
1− γ

1− α

1− β

Рис. 5. Соотношение звезда-треугольник, α+ β + γ = 2.
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Соотношение звезда-треугольник

∫

d2w
1

[z1 − w]α[z2 − w]β [z3 − w]γ

=
πa(α, β, γ)

[z2 − z1]1−γ [z1 − z3]1−β [z3 − z2]1−α
,

(16)

где α+β+γ = 2 и ᾱ+β̄+γ̄ = 2. Это тождество изображено при помощи
диаграмм на Рис. 5, где жирная точка в вершине означает, что по
соответствующей координате вершины производится интегрирование.
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Belousov N. M., Derkachov S. E. Completeness of the 3j-symbols for
SL(2,C) group.

The main formulas for the unitary series of representations of the
group SL(2,C) are given, and the decomposition of a tensor product
of two representations into irreducible is considered. A simple proof of
completeness of the 3j-symbols is given.
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