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§1. Результаты.

В работе исследуется асимптотическое поведение на бесконечности
распределений и плотностей суммы нескольких независимых случай-
ных величин при предположениях экспоненциального типа относи-
тельно поведения их распределений на бесконечности.

Пусть Xj , j = 1, 2, . . . , – независимые случайные величины с функ-
циями распределения Fj( · ); F̄j( · ) = 1−Fj( · ), Qn(x) = P(X1 + · · ·+
Xn > x), n = 1, 2, . . . .

Нас интересует асимптотическое поведение вероятности Qn(x) и ее
локального варианта при x → ∞, когда Fj ∈ ER согласно термино-
логии в [1] или [2], т.е. тогда, когда F̄j(t) = e−λjt lj(t), где λj – поло-
жительные числа, а функции lj(t), 1 6 j 6 n, правильно меняются
(см. [3, Гл.VIII])) на бесконечности с некоторыми показателями ρj (в
дальнейшем этот факт будет записываться как lj ∈ R(ρj)).

Класс ER содержится в заметно более общем классе распределений
с т.н. тонкими хвостами, причем свойства этого класса хорошо изучены
(см. например, публикации [4–8] и библиографии в них).

Приведем некоторые результаты, которые напрямую связаны с на-
шим исследованием, адаптируя при необходимости их формулировки
к случаю распределений из класса ER.

Предложение 1. Пусть X1, X2 > 0 п.н.
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1. Пусть при некотором λ > 0 функции eλt F̄j(t) ∈ R(ρj), где ρj
– любые вещественные числа. Тогда при x → ∞

Q2(x) ∼ I(ρ1, ρ2) F̄1(x)

x/2∫

0

eλy F2(dy) + I(ρ2, ρ1) F̄2(x)

x/2∫

0

eλy F1(dy),

где I(β, γ) = 1 при γ 6 −1 и I(β, γ) = (1+γ) 21+γ
1/2∫
0

tγ (1−t)β dt, когда

γ > −1; в частности,

если Lj(λ)=EeλXj < ∞ (j=1, 2), то Q2(x) ∼ L1(λ) F̄2(x)+L2(λ) F̄1(x);
если L2(λ) < ∞, L1(λ) = ∞ и ρ1 > ρ2, то Q2(x) ∼ L2(λ) F̄1(x);

если ρ1 > −1 и ρ2 > −1, то Q2(x) ∼
Γ(1+ρ1) Γ(1+ρ2)

Γ(2+ρ1+ρ2)
λx eλx F̄1(x)F̄2(x) и

(n > 1)

1− F ∗n
1 (x) ∼

Γn(1 + ρ1)

Γ(n (1 + ρ1))
(λx)n−1 e−λx (eλxF̄1(x))

n.

2. Если eλt F̄1(t) ∈ R(ρ1) и L2(γ) < ∞, где γ > λ, то

Q2(x) ∼ L2(λ) F̄1(x), x → ∞.

Предложение 1 вытекает из теоремы 4 и лемм 1 и 4 работы [4].

Предложение 2. Пусть случайная величина X с функцией распре-

деления F (t) при некотором λ > 0 удовлетворяет условиям eλt F̄ (t) ∈
R(γ) и EeλX < ∞.

Если F̄j(x) ∼ cj F̄ (x), x → ∞, где cj – неотрицательные постоян-

ные, то Lj = Lj(λ) < ∞ и

Qn(x) ∼

n∏

i=1

Li

n∑

j=1

cj
Lj

F̄ (x), x → ∞.

Предложение 2 является следствием [6, предложение 1]или [7, при-
ложение].

Перейдем к изложению результатов.

Теорема 1. Пусть функции распределения Fj(x), 1 6 j 6 n, при

некотором λ > 0 и каждом j, 1 6 j 6 n, удовлетворяют условию

F̂j(y) = eλ y F̄j(y) ∈ R(ρj). (1.1)

Тогда

Qn(x) ∼ Cn

n∑

j=1

F̄j(x)
n∏

l=1, l 6=j

Vl(x), x → ∞, (1.2)
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где

Vj(x) =

x∫

−∞

eλy Fj(dy),

Cn =

n∏

j=1

Γ(1 + αj)/Γ(1 + α), αj = (1 + ρj)
+, α =

n∑

j=1

αj .

(1.3)

В частности, если Lj = Vj(∞) < ∞, (например,ρj+1 < 0), 1 6 j 6 n,

то

Qn(x) ∼

n∑

j=1

F̄j(x)

n∏

l=1, l 6=j

Ll, x → ∞,

и, если ρj + 1 > 0, 1 6 j 6 n, то

Qn(x) ∼ kn e
−λx (λx)n−1

n∏

j=1

F̂j(x), x → ∞,

где kn =
n∏

j=1

Γ(αj)/Γ(α).

Обращаем внимание на то, что в теореме 1, в отличие от предложе-
ния 1, не предполагается неотрицательность случайных величин Xj .

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1 и, кроме того,

E eλ̃Xj < ∞ при n < j 6 n+m, где постоянная λ̃ > λ . Тогда

Qn+m(x) ∼ Qn(x)

n+m∏

j=n+1

EeλXj , x → ∞.

Теперь обратимся к локальным аналогам теорем 1 и 2.
Будем предполагать, что функции распределения Fj(x) имеют плот-

ности pj(x), причем если j = 1, то при всех x, а если 2 6 j 6 n, то при

всех x > x0 (т.е. Fj(x)− Fj(x0) =
x∫

x0

pj(y) dy).

Отсюда, в частности, следует, что распределение Qn(x) имеет плот-

ность qn(x) =
∞∫

−∞

p1(x − y) dP(X2 + · · · + Xn < y) (например, [9,

гл. 3, §6]).
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Теорема 3. Пусть при некотором λ > 0

p̂j(y) = eλ y pj(y) ∈ R(ρj). (1.4)

Тогда

qn(x) ∼ Cn e−λx (V1(x) · · · Vn(x))
′, x → ∞, (1.5)

где V ′
j (x) := p̂j(x).

В частности, если Lj = Vj(∞) < ∞, то

qn(x) ∼
n∑

j=1

pj(x)
n∏

l=1, l 6=j

Ll, x → ∞;

если αj = ρj + 1 > 0, 1 6 j 6 n, то

qn(x) ∼ kn e
−λx xn−1

n∏

j=1

p̂j(x), x → ∞.

Отметим, что последнее утверждение обобщает теорему 1A из [10].

Теорема 4. Пусть выполняются условия теоремы 3 и, кроме того,

функции распределения Fj(x), n < j 6 n + m, при всех достаточно

больших x имеют плотности pj(x), такие что

lim sup
x→∞

eλ̃x pj(x) < ∞ (λ̃ > λ).

Тогда

qn+m(x) ∼ qn(x)

n+m∏

j=n+1

EeλXj , x → ∞.

В заключение заметим, что теоремы 1–4 позволяют исчерпывающе
ответить на поставленные в заметке вопросы.

§2. Доказательства

Начнем с доказательства теоремы 3. Вначале приведем одно вспо-
могательное утверждение.

Лемма 1. Пусть функция распределения F1(x) при всех достаточно

больших x имеет плотность p(x), а λ – некоторая положительная

постоянная. Обозначим

P∗(x) =

x/2∫

−∞

p(x− y)F2(dy), p̂(y) = eλ y p(y), V (y) =

y∫

−∞

eλ t F2(dt)
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(таким образом, L=V (∞)=EeλX2 и P∗(x)=e−λ x
x/2∫
−∞

p̂(x− y)V (dy)),

и будем предполагать, что функция p̂(y) ∈ R(ρ) с некоторым показа-

телем ρ. Тогда, если L < ∞, то

P∗(x) ∼ Lp(x), x → ∞; (2.1)

если L = ∞, то

P∗(x) ∼ p(x)

1/2∫

0

(1− t)ρ dV (x t), x → ∞. (2.2)

В частности, если функция V (y) ∈ R(α) с некоторым показателем

α > 0 (L 6 ∞), то

P∗(x) ∼ C(α,ρ) p(x)V (x), x → ∞, (2.3)

где C(α, ρ) = α
1/2∫
0

tα−1 (1 − t)ρ dt (здесь C(0, ρ) = 1 = lim
α→+0

C(α, ρ)).

Замечание 1. Соотношение (2.1) сохраняет справедливость, если вме-
сто правильного поведения функции p̂(y) ограничиться следующими
предположениями:

p̄(x) = sup
y>x

p(y) = O (p(x)), sup
x/2<y<x

p̂(y) = O (p̂(x)), x → ∞, (2.4)

и при некоторой функции η, стремящейся к бесконечности вместе с x,

lim
x→∞

sup
|t|<1

|p̂(x+ tη)− p̂(x)|

p̂(x)
= 0. (2.5)

Замечание 2. Если функция распределения F2(y) при всех достаточ-
но больших y имеет плотность u(y), такую что û(y) ∼ eλy u(y), y → ∞
и û(y) ∈ R(γ), то V (y) ∈ R(α), где α = (1 + γ)+. При этом, если
1 + γ > 0, то V (x) ∼ x û(x)/(1 + γ), x → ∞, а если 1 + γ 6 0, то, в
зависимости от того будет ли L < ∞ или L = ∞, либо V (x) → L, либо

V (x) ∼ V̂ (x) =
x∫
0

û(y) dy. В последнем случае 1+γ = 0 и функция V̂ (x)

медленно меняется на бесконечности. В самом деле,

(V̂ (kx)− V̂ (x))/V̂ (x) 6

kx∫

x

û(y)dy
/

x∫

εx

û(y)dy = O (ln k/ ln 1/ε), x → ∞,
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при любом фиксированном k > 1 и некоторой функции ε = ε(x) → +0.

Доказательство леммы 1. Имеем,

P∗(x) =

( −η∫

−∞

+

∫

|y|<η

+

x/2∫

η

)
p(x− y)F2(dy) = I1 + I2 + I3. (2.6)

При этом, если L < ∞, то

I1 6 p̄(x+ η)F2(−η), I3 6 e−λx (L− V (η)) sup
x/2<y<x

p̂(y) (2.7)

и

I2 = e−λx p̂(x)

∫

|y|<η

(
1 +

p̂(x− y)− p̂(x)

p̂(x)

)
V (dy).

Отсюда и из условий (2.4) и (2.5) вытекает соотношение (2.1) (с учетом
замечания 1).

Пусть теперь p̂(x) ∈ R(ρ). Тогда (см. (2.6) и (2.7)), принимая во
внимание свойства медленно меняющихся функций, найдем

I1 = o (p(x)), I2 + I3 ∼ p(x)x−ρ

x/2∫

−η

(x− y)ρ V (dy)

= p(x)

( 1/2∫

0

(1 − t)ρ V (x dt) + (1 + o (1))V (0)

)
, x → ∞.

(2.8)

Отсюда при L = ∞ следует (2.2).
Для проверки (2.3) проинтегрируем в правой части (2.2) по частям.

С учетом того, что V (y) ∈ R(α), получим

1/2∫

0

(1−t)ρ V (x dt) = V (x)
(
2−α−ρ−

1/2∫

0

tα d(1−t)ρ+o (1)
)
−V (0), x → ∞.

Последнее вместе с (2.8), приводит к (2.3). Лемма 1 полностью дока-
зана. �
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Вернемся к доказательству теоремы 3. Из равенства

q2(x) =

x/2∫

−∞

p1(x− y)F2(dy) +

x/2∫

−∞

p2(x − y) p1(y) dy (2.9)

и леммы 1 следует, что при x → ∞

q2(x) ∼ C(α2, ρ1) p1(x)V2(x) + C(α1, ρ2) p2(x)V1(x). (2.10)

Теперь, если αj > 0, j = 1, 2, то Vj(x) ∼ x p̂j(x)/αj , x → ∞, по
замечанию 2. Значит, p̂1(x)V2(x) ∼ x p̂1(x) p̂2(x)/α2 и p̂2(x)V1(x) ∼
x p̂1(x) p̂2(x)/α1. Отсюда и из (2.10) получим (см. (2.3))

eλx q2(x)∼

( 1/2∫

0

tα2−1 (1−t)α1−1 dt+

1/2∫

0

tα1−1 (1−t)α2−1 dt

)
x p̂1(x) p̂2(x)

= B x p̂1(x) p̂2(x) ∼ B (p1(x)V2(x) + p2(x)V1(x)) (1/α1 + 1/α2)
−1,

где B = Γ(α1) Γ(α2)/Γ(α1 + α2).
Таким образом, (1.5) при n = 2 и αj > 0 выполняется.
Пусть теперь α1 или α2 равно нулю. Если это происходит одновре-

менно, то по (2.10) соотношение (1.5), n = 2, снова выполняется. Если
же, скажем, α1 = 0, а α2 > 0, то при любом ε ∈ (0, 1)

V1(x) >

x∫

εx

p̂1(y) dy ∼ x p̂1(x) η(ε), x → ∞,

где η(ε) = | ln ε|, если ρ1 + 1 = 0, и η(ε) = ερ1+1/|ρ1 + 1|, если ρ1 +
1 < 0, откуда p̂1(x)V2(x) = o (p̂2(x)V1(x)) и eλx I2(x) ∼ p̂2(x)V1(x) ∼
(V1(x)V2(x))

′.
Итак, утверждение теоремы 3 при n = 2 справедливо.
Чтобы доказать общую формулу, воспользуемся индукцией. Будем

исходить из равенства qn+1(x) = qn ∗ pn+1(x), считая без потери общ-
ности, что max

16j6n
ρj = ρn. По индукционному предположению (и (1.5))

qn(x) ∼
n∑

j=1

pj(x)
∏

l 6=j

Vl(x). (2.11)
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Отсюда следует (см. (1.4) и замечание 2), что eλx qn(x) ∈ R(ρ̃) при
ρ̃ = ρn + α1 + · · ·+ αn−1. Положим

α̃ = (1 + ρ̃)+, Ṽ (x) =

x∫

−∞

eλy qn(y) dy,

C̃ = Γ(1 + α̃) Γ(1 + αn+1)/Γ(1 + α̃+ αn+1).

В соответствии с (1.5), n = 2, получим

qn+1(x) ∼ C̃
(
qn(x)Vn+1(x) + pn+1(x) Ṽ (x)

)
. (2.12)

Если Ṽ (∞) < ∞, то Ṽ (x) →
n∏

j=1

Vj(∞) ∼
n∏

j=1

Vj(x), x → ∞ и (см.(1.3))

α = 0, C̃ = 1. Поэтому, согласно (2.11) и (2.12), индукционный переход
в этом случае осуществлен.

Пусть теперь Ṽ (∞) = ∞. Тогда по индукционному предположению

Ṽ (x) ∼

x∫

η

eλy qn(y) dy ∼ Cn

x∫

η

eλy
( n∏

j=1

Vj(y)
)′
dy ∼ Cn

x∫

η

eλy
n∏

j=1

Vj(x),

если только η → ∞ достаточно медленно. Поэтому,

qn+1(x) ∼ C̃ Cn

( n∏

j=1

Vj(x)
)′
.

Но C̃ Cn здесь совпадает с Cn+1, так как α̃ = α. Действительно, α̃ =
(1+ ρn −αn +α)+ и, если 1+ ρn > 0, то α̃ = α+ = α, а если 1+ ρn < 0,
то все αj равны нулю, и α̃ = 0 = α.

Таким образом, индукционный переход осуществлен и в этом слу-
чае. Следовательно, теорема 3 полностью доказана.

Доказательство теоремы 1. Очевидно,

1− F1 ∗ F2(x) =

∞∫

−∞

F̄1(x− y)F2(dy)

=

x/2∫

−∞

F̄1(x− y)F2(dy) +

x/2∫

−∞

F̄2(x − y)F1(dy) + F̄1(x/2) F̄2(x/2).

(2.13)
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Дальнейшие рассуждения будут мало отличаться от доказательства
теоремы 3, если вместо (2.9) рассматривать (2.13) и в соответствую-

щих формулах заменить pj( · ) на F̄j( · ), p̂j( · ) на F̂j( · ). В частности,
справедливы аналоги замечания 2 и леммы 1, причем без первого усло-
вия в (2.4). Надо также иметь в виду, что если Vj(∞) = ∞, то Vj(x) ∼

λ
x∫
η

F̂j(y) dy, x → ∞, где η = η(x) достаточно медленно растет к беско-

нечности, а если Vj(∞) < ∞, то F̂j(x) 6
∞∫
x

eλy Fj(dy) → 0, x → ∞. �

Доказательства теорем 2 и 4 проводятся единообразно. Например,

Qn+1(x) =

( x/2∫

−∞

+

∞∫

x/2

)
Qn(x− y)Fn+1(dy) = I1 + I2.

Имея в виду то, что по (1.1), (1.2) и замечанию 2 функция eλx Qn(x)
правильно меняется на бесконечности, в условиях теоремы 2 несложно
показать, что

I1 ∼ Qn(x)E eλXn+1 , I2 = o
(
Qn(x)

)
, x → ∞,

откуда следует утверждение теоремы 2 при m = 1. Общий случай
проверяется индукцией по m.

Автор выражает признательность С. Фоссу и Д. Коршунову за по-
лезные консультации.
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In the note the asymptotic behaviour of the tail of distribution and
density of a sum of independent random variables is studying in the case
when the tails of the distributions (densities) of the summands decrease
exponentially at infinity.
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