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§1. Введение

Теория ветвящихся случайных блужданий (ВСБ) является одним из
важных разделов теории стохастических процессов. Задачи, связанные
с ВСБ, возникают в биологии [7], экономике [9], химической кинетике
[4], популяционной динамике [2].

Для описания ВСБ необходимо определить по каким правилам про-
исходит случайное блуждание, множество точек, в которых частицы
могут производить потомков, и механизм ветвления в данных точках.
В данной работе рассматривается случайное блуждание на Z

d. Как
и классические ветвящиеся процессы, ВСБ можно классифицировать
на надкритические, критические и докритические, в зависимости от
интенсивности ветвления в источниках и свойств случайного блуж-
дания. Надкритический режим характеризуется тем, что локальная
численность частиц растет экспоненциально быстро.

В работе [22] было показано, что поведение численности частиц за-
висит от свойств некоторого оператора, а моменты локальной и полной
численности частиц являются решениями дифференциальных урав-
нений в банаховых пространствах, и вопрос об изучении асимптоти-
ческого поведения моментов может быть сведен к изучению спектра
этого оператора. Было показано, что если в спектре оператора суще-
ствует положительное собственное значение, то численность частиц
в данном ВСБ растет экспоненциально, а значит ВСБ является над-
критическим. Свойства численностей частиц надкритического ВСБ с
конечным числом источников и однородной матрицей интенсивностей
переходов случайного блуждания исследовались в работах [6, 13, 22].

Ключевые слова: ветвящееся случайное блуждание, периодическое возмуще-
ние, эволюционное уравнение.
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В работе [6] было показано, что если в спектре оператора существует
положительное собственное значение λ, то при t→ +∞ для локальной
(т.е. относящейся к точке u ∈ Z

d) µ(t, u) и полной численностей частиц
µ(t) справедливо

lim
t→+∞

µ(t, u)e−λt = ξψ(u), lim
t→+∞

µ(t)e−λt = ξ,

где ψ(u) – некоторая функция на Z
d, а ξ – невырожденная случай-

ная величина. Отметим, что в этой работе нет ограничений на дис-
персию скачков случайного блуждания. Данные результаты обобщают
результаты, в которых рассматривалась модель ВСБ с одним источни-
ком ветвления и конечной дисперсией скачков случайного блуждания
(см. [13, 22]).

В работе [12] была введена другая модель ВСБ – каталитическое
ветвящееся случайное блуждание по Z с одним источником ветвления
в начале координат. Был введен дополнительный параметр, отвечаю-
щий за соотношение между “ветвлением” и “блужданием” в источнике
ветвления, что привело к нарушению симметрии генератора случай-
ного блуждания. В последующих работах [14,16–18] было продолжено
исследование таких моделей для случая целочисленной решетки про-
извольной конечной размерности Z

d. Отметим, что в работах [17, 18]
было исследовано асимптотическое поведение вероятностей невырож-
дения такого процесса к моменту t → +∞ и наличия в нуле хотя бы
одной частицы в момент времени t → +∞, а также доказаны услов-
ные предельные теоремы для количества частиц, находящихся в мо-
мент времени t в начале координат и вне его. Отметим еще работу [15],
в которой данные результаты обобщаются на случай конечного числа
источников ветвления. В этих работах используется другой подход, ос-
нованный на представлении ВСБ как ветвящегося процесса с несколь-
кими типами частиц, а также на применении многомерных теорем вос-
становления.

Оператор, отвечающий за поведение численностей частиц, оказы-
вается дискретным оператором Лапласа. Исследование спектральных
свойств такого оператора Лапласа на конечных графах можно найти,
например, в [3, 10], а на периодических графах в – [1, 5, 8].

Ветвящиеся случайные блуждания с бесконечным числом источни-
ков, расположенных периодически на Z

d, исследованы мало. В работе
авторов [20] было найдено асимптотическое поведение локальной сред-
ней численности частиц ВСБ на периодическом графе с периодически
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расположенными источниками ветвления. В данной работе исследует-
ся асимптотическое поведение второго момента локальной численно-
сти частиц в надкритическом случае.

Случайное блуждание. Пусть g1, . . . , gd ∈ Z
d – набор линейно неза-

висимых векторов с целочисленными координатами. Будем называть
решеткой множество

Γ =
{
g ∈ Z

d : g =

d∑

j=1

njgj , nj ∈ Z, j = 1, . . . , d
}
,

а множество {gj}
d
j=1 будем называть базисом решетки Γ. Отметим, что

различные базисы могут порождать одну и ту же решетку.
Введем на Z

d отношение эквивалентности следующим образом: точ-
ки u, v ∈ Z

d назовем эквивалентными, если u − v ∈ Γ. Соответствую-
щее фактор-пространство обозначим через Ω = Z

d/Γ. Множество Ω
конечно. Через p обозначим число элементов этого множества. Бу-
дем называть Ω фундаментальным множеством вершин. Его удобно
отождествить с некоторым множеством {v1, . . . , vp} попарно неэквива-
лентных элементов Z

d. Для фиксированного выбора Ω = {v1, . . . , vp}
любая вершина u ∈ Z

d единственным образом представляется в виде

u = ωu + γu, (1)

где ωu ∈ Ω и γu ∈ Γ. Мы будем называть вершину ωu проекцией
вершины u на фундаментальное множество, а вектор γu – проекцией
u на решетку Γ.

Будем обозначать через ‖g‖ евклидову норму вектора в R
d. Пред-

положим, что случайное блуждание частиц имеет матрицу переход-
ных интенсивностей

(
a(v, u)

)
v,u∈Zd , для элементов которой выполнены

условия

(i) a(v, u) > 0, v 6= u;
(ii) a(v, v) < 0;
(iii)

∑
u∈Zd

a(v, u) = 0;

(iv) a(v, u) = a(u, v) = a(v + g, u+ g), ∀g ∈ Γ;
(v)

∑
u∈Zd

‖u‖2|a(v, u)| < +∞, v ∈ Z
d;

(vi) ГрафG = (Zd, E) с множеством вершин Z
d и множеством ребер

E = {(v, u) : a(v, u) > 0, v, u ∈ Z
d} является связным.
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Условие (iv) означает, что матрица интенсивностей переходов яв-
ляется симметричной, а ее коэффициенты инвариантны относительно
сдвига на любой вектор из Γ. Условие (v) означает конечность диспер-
сии скачков случайного блуждания. Условие (vi) означает, что блуж-
дание неприводимо (см. [19, §6, гл. 3]), то есть каждая вершина Z

d

является достижимой. Существование данного марковского процесса
обеспечивает [19, теорема 2, §3, гл. 7].

Механизм ветвления. Размножение и гибель частиц в источнике
ветвления задается процессом Бьенэме–Гальтона–Ватсона с непрерыв-
ным временем. Источник ветвления в вершине v ∈ Z

d в рассматрива-
емой нами модели описывается производящей функцией

B(v, s) =

+∞∑

k=0

bk(v)s
k, (2)

где функции bk(v) – интенсивности деления частицы на k потомков –
удовлетворяют следующим условиям:

(a) bk(v) > 0, k 6= 1;
(b) b1(v) 6 0;

(c)
+∞∑
k=0

bk(v) = 0;

(d) β1(v) =
+∞∑
k=1

kbk(v) = ∂sB(v, s)
∣∣∣
s=1

< +∞;

β2(v) =
+∞∑
k=2

k(k − 1)bk(v) = ∂2sB(v, s)
∣∣∣
s=1

< +∞;

(e) β1(v + g) = β1(v), β2(v + g) = β2(v), ∀g ∈ Γ.

Условие (e) означает, что функции βn(v), n = 1, 2, являются инвари-
антными относительно сдвига на любой вектор из Γ. Соответственно,
в общем случае на всем Z

d есть источники p различных интенсивно-
стей. Если мы отождествляем Ω с множеством {v1, v2, . . . , vp}, то со-
ответствующие коэффициенты bk(vj) будем обозначать bjk. Отметим,
что случаю отсутствия источника в вершине vj соответствует bjk = 0
для любого k.

Таким образом, каждая частица, находящаяся в момент времени t
в некоторой точке v = vj+γv, γv ∈ Γ, независимо от остальных частиц
в системе, может на малом интервале времени [t, t+ τ) перейти с веро-
ятностью a(v, u)τ+o(τ) в точку u 6= v, или произвести k 6= 1 потомков,
находящихся в точке v, с вероятностью bjkτ + o(τ), или сохраниться
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(то есть никаких изменений не произойдет) с вероятностью

1−
∑

u6=v

a(v, u)τ −
∑

k 6=1

bjkτ + o(τ) = 1 + a(v, v)τ + bj1τ + o(τ).

Основные результаты. Обозначим через M1(v, u, t) иM2(v, u, t) пер-
вый и второй моменты числа частиц в вершине u в момент времени t
при условии, что в начальный момент времени была одна частица в
вершине v.

В [20] было показано, что изучение асимптотического поведения
среднего числа частиц M1(v, u, t) сводится к изучению спектра опе-
ратора

A = A0 +Q, (3)

где A0 – это генератор случайного блуждания (оператор, определяе-
мый матрицей A0)

A0f(v) =
∑

u∈Zd

a(v, u)f(u),

а Q – оператор поточечного умножения на функцию, периодическую
относительно решетки Γ,

(Qf)(v) = Q(v)f(v), Q(v) = Q(v + g), ∀g ∈ Γ,

Q(vj) = βj , vj ∈ Ω.

Оператор Q описывает механизм ветвления в источниках.
Было показано, что спектр оператора A может быть выражен через

собственные значения семейства матриц

A(θ) =




ã11(θ) + β1 ã12(θ) · · · ã1p(θ)
ã21(θ) ã22(θ) + β2 · · · ã2p(θ)

...
...

. . .
...

ãp1(θ) ãp2(θ) · · · ãpp(θ) + βp


 , (4)

где коэффициенты матрицы ãjk(θ) выражаются через коэффициенты
матрицы переходных интенсивностей

ãjk(θ) =
∑

g∈Γ

a(vj + g, vk)e
−i〈g,θ〉,

а через 〈 · , · 〉 обозначено стандартное скалярное произведение в R
d.
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Вспомогательная переменная θ определена на множестве

C̃ = {θ ∈ R
d : θ =

d∑

j=1

θj g̃j, 0 6 θj < 1, j = 1, . . . , d}, (5)

где базис {g̃j}
d
j=1 является двойственным базисом к {gj}

d
j=1, то есть

〈g̃i, gj〉 = 2πδij .

Замечание. Матрица A(θ) является периодической в R
d с перио-

дом C̃. Из-за этого множество C̃ можно рассматривать как d-мерный
тор. Это позволяет считать, что собственные числа матрицы (4) как
функции аргумента θ имеют компактную область определения, содер-
жащую точку нуль.

Через λ1(θ) > . . . > λp(θ) обозначим собственные значения матрицы
A(θ), а через ψj(vk, θ) – k-ую компоненту собственного вектора матри-
цы A(θ), соответствующего собственному значению λj(θ). Через H(θ)
обозначим матрицу Гессе функции λ1(·) в точке θ

H(θ) =
{∂2λ1(θ)
∂θj∂θk

}p

j,k=1
. (6)

Отметим, что правый край спектра оператора A совпадает со стар-
шим собственным значением матрицы A(0), то есть с λ1(0) (см. [20]).
При этом собственный вектор ψ1(0) матрицы A(0) может быть выбран
таким образом, что все его координаты строго положительны.

В [20] было показано, что при выполнении условий (i)–(vi) и (a)–(e),
старший член M1(v, u, t) имеет вид

M1(v, u, t) = eλ1(0)tt−
d
2

(2π)
d
2 ψ1(ωv, 0)ψ1(ωu, 0)

|C̃|
√
| detH(0)|

(
1 +O(t−1)

)
, (7)

где λ1(0) – старшее собственное значение матрицы A(0), а ψ1( · , 0) –
отвечающая ему собственная функция.

Предположим, что λ1(0) > 0, то есть у оператора A есть спектр на
положительной полуоси. В этом случае среднее число частиц в каждой
вершине решетки экспоненциально растет, то есть ВСБ является над-
критическим. В данной работе показано, что при выполнении условий
(i)–(vi), (a)–(e) для второго момента локальной численности частиц
надкритического ВСБ при t→ +∞ справедливо

M2(v, u, t) = e2λ1(0)tt−dm2(v, u)(1 +O(t−1)), (8)
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где

m2(v, u) =
(2π)dψ2

1(ωu, 0)

|C̃|2| detH
(
0)|

p∑

j=1

∑

w∈Ω

β2(w)ψ
2
1(w, 0)ψj(w, 0)ψj(ωv, 0)

2λ1(0)− λj(0)
.

Структура работы. Во втором параграфе настоящей работы мы по-
лучим уравнение для второго момента локальной численности частиц
ветвящегося случайного блуждания, а также приведем некоторые ре-
зультаты о спектре оператора A, полученные в [20]. В третьем пара-
графе мы получим асимптотическое поведение второго момента ло-
кальной численности частиц при t→ +∞.

§2. Основное уравнение и некоторые свойства

спектра оператора A

Рассмотрим ветвящееся случайное блуждание с источниками ветв-
ления, расположенными периодически на Z

d. Именно, будем считать,
что источник типа j располагается в точках vj+Γ, то есть в точках ре-
шетки Z

d, которые получаются сдвигом вершины vj на вектор решет-
ки g ∈ Γ. Ветвление в точке vj определяется производящей функцией
B(vj , s), определенной (2).

Пусть Nv(t) – общее число частиц в момент времени t при условии,
что в начальный момент времени t = 0 была одна частица в точке v.

Через ξ
(k)
v (t) обозначим процесс, отвечающий случайному блужданию

k-ой частицы. Определим полугруппу P t, полагая

P tf(v) = E

(Nv(t)∏

k=1

f(ξ(k)v (t))
)
.

Вычислим генератор полугруппы P t. Если v = vj + g, где g ∈ Γ, то
при t→ 0 имеем

P tf(v) = f(v)(1+a(v, v)t+bj1t)+t
∑

u6=v

a(v, u)f(u)+t
∑

k 6=1

(
f(v)

)k
bjk+o(t),

следовательно, генератор AB : ℓ2(Zd) → ℓ2(Zd) полугруппы P t имеет
вид

ABf(v) =
∑

u∈Zd

a(v, u)f(u) +B(v, f(v)).
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Через F (t, v, u; s) =
+∞∑
k=0

P(Nv(t, u) = k)sk обозначим производящую

функцию числа частиц Nv(t, u) в точке u ∈ Z
d в момент времени t при

условии, что в начальный момент времени была одна частица в точке
v ∈ Z

d.

Теорема 2.1. Функция F (t, v, u; s), как функция аргументов v и t,
является решением задачи Коши

{
∂tF (t, v, u; s) =

(
A0F

)
(t, v, u; s) +B(v, F (t, v, u; s)),

F (0, v, u, s) = sδu(v),

где δu( · ) – индикаторная функция одноточечного множества {u}.

Доказательство. Для доказательства достаточно заметить, что

F (t, v, u; s) =
(
P tsδu

)
(v),

а оператор AB является генератором полугруппы P t. �

Напомним, что через M2(v, u, t) обозначен второй момент числа ча-
стиц ветвящегося случайного блуждания в вершине u в момент време-
ни t при условии, что в начальный момент времени была одна частица
в вершине v.

Следствие 2.2. Функция M2(v, u, t) является единственным реше-

нием задачи Коши{
∂tM2(v, u, t) =

(
AM2

)
(v, u, t) + β2(v)M

2
1 (v, u, t),

M2(v, u, 0) = δu(v),
(9)

где оператор A определен формулой (3), а величина β2(v) определена

в условии (d).

Доказательство. Так как

M2(v, u, t) =
(
s
d

ds

)2

F (t, v, u; s)
∣∣∣
s=1

,

то результат следует из теоремы 2.1. �

Замечание. Известно (см. [20]), что первый момент локальной чис-
ленности частиц M1(v, u, t) является решением задачи Коши

{
∂tM1(v, u, t) =

(
AM1

)
(v, u, t),

M1(v, u, 0) = δu(v).
(10)
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Это может быть получено из теоремы 2.1 так же как и следствие 2.2.

Исследование спектра оператора A. Обозначим через ℓ2(Zd) гиль-
бертово пространство суммируемых с квадратом комплекснозначных
функций f : Zd → C с нормой

‖f‖2ℓ2(Zd) =
∑

v∈Zd

|f(v)|2 < +∞,

а через ℓ20(Z
d) подпространство функций из ℓ2(Zd), имеющих компакт-

ный носитель.
Обозначим через H множество суммируемых с квадратом p -мерных

вектор-функций над множеством C̃, определенном в (5):

H =

∫

C̃

⊕C
p dθ,

со стандартной для такого пространства нормой

‖f‖2H =

∫

C̃

|f(θ)|2 dθ.

Определим оператор U : ℓ20(Z
d) → H равенством

(Uf)(v, θ) = |C̃|−
1

2

∑

g∈Γ

e−i〈g,θ〉f(v + g), v ∈ Ω, (11)

где, как и раньше, через 〈 · , · 〉 обозначено стандартное скалярное про-
изведение в R

d. Этот оператор можно по непрерывности доопределить
до унитарного оператора ℓ2(Zd) → H (см. доказательство теоремы 3
из [20]). Также в [20] было показано, что оператор A : ℓ2(Zd) → ℓ2(Zd),
определенный (3), унитарно эквивалентен прямому интегралу опера-
торов

UAU−1 =

∫

C̃

⊕A(θ) dθ,

где оператор в слое A(θ) : C
p → C

p – это оператор умножения на
матрицу (4). Эта формула означает, что для любой функции f ∈ ℓ2(Zd)

и любых v ∈ Ω, θ ∈ C̃ выполнено равенство

(UAf)(v, θ) = A(θ)(Uf)(v, θ). (12)
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Оператор A(θ) при каждом θ ∈ C̃ является самосопряженным опе-
ратором в C

p. Это значит, что его спектр состоит из конечного набора
вещественных собственных значений

λ1(θ) > . . . > λp(θ),

где p – число точек фундаментального множества Ω.
В силу условия (v), коэффициенты оператора A(θ) как функции

θ ∈ C̃ имеют две непрерывных производных. Тогда для каждого j =
1, . . . , p собственное значение λj(θ) является дважды непрерывно диф-
ференцируемой функцией вне множества таких θ, что λj(θ) = λk(θ)
при некотором k 6= j и, по крайней мере, непрерывной функцией при

всех θ ∈ C̃. Отсюда и из теоремы [11, XIII.85] следует, что спектр σ(A)
оператора A состоит из p (возможно перекрывающихся) спектральных
зон

σ(A) =

p⋃

j=1

λj(C̃),

где через λj(C̃) обозначена область значений функции λj(θ), θ ∈ C̃.
Для исследования асимптотического поведения моментов локаль-

ной численности частиц при больших временах необходимо изучить
поведение старшей зонной функции λ1(θ) в окрестности правого края
спектра оператора A. Ниже мы приведем некоторые результаты о пра-
вом крае спектра, полученные в [20].

Лемма 2.3. Для функции λ1(θ) справедливы следующие утвержде-

ния.

1. При всех θ ∈ C̃ выполнено

λ1(0)− λ1(θ) > 0, (13)

причем равенство достигается только при θ = 0.
2. Правый край спектра оператора A совпадает с λ1(0), то есть

maxσ(A) = λ1(0). (14)

3. Расстояние от правого края спектра оператора A до правого

края второй зоны строго положительно, то есть

λ1(0)−max
θ∈C̃

λ2(θ) > 0. (15)
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4. Существуют такие постоянные r > 0, C > 0, что при всех

‖θ‖ 6 r функция λ1(θ) дважды непрерывно дифференцируема,

и выполнено неравенство

λ1(0)− λ1(θ) > C‖θ‖2. (16)

5. При всех ‖θ‖ 6 r матрица вторых производных H(θ) функции

λ1(θ) имеет ненулевой определитель

detH(θ) 6= 0.

6. Старший собственный вектор ψ1(0) матрицы A(0) может

быть выбран таким образом, что все его координаты поло-

жительны, т.е.

ψ1(vj , 0) > 0, j = 1, . . . , p.

Ниже мы приводим простую оценку, которая понадобится нам в
дальнейшем.

Лемма 2.4. Решение задачи Коши (10) при всех t > 0 удовлетворяет

неравенству

‖M1( · , u, t)‖ℓ2(Zd) 6 eλ1(0)t.

Доказательство. Так как функцияM1(v, u, t) является решением од-
нородного уравнения (10), то

M1(v, u, t) = eAtδu(v).

Поэтому для нормы функции M1(v, u, t) имеем

‖M1( · , u, t)‖ℓ2(Zd) 6 emaxσ(A)‖δu( · )‖ℓ2(Zd) = eλ1(0)t. �

§3. Асимптотическое поведение второго момента

локальной численности частиц ВСБ

В этом параграфе мы получим старший член в асимптотическом
разложении для второго момента локальной численности частиц (8)
(теорема 3.5). Леммы 3.1, 3.2, 3.4, а также следствие 3.3 носят техни-
ческий характер и используются для доказательства теоремы 3.5.

Лемма 3.1. Пусть f(v) ∈ ℓ2(Zd). Обозначим через fξ(v), ξ ∈ C̃, функ-

цию

fξ(v) = f(v)ei〈γv,ξ〉,
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где γv – это проекция вершины v на решетку Γ, определенная в (1).
Тогда

(Ufξ)(v, θ) = (Uf)(v, θ − ξ).

Доказательство. Отметим, что если v ∈ Ω, то γv+g = g. Из опреде-
ления оператора U имеем

(Ufξ)(v, θ) =|C̃|−
1

2

∑

g∈Γ

fξ(v + g)e−i〈g,θ〉

=|C̃|−
1

2

∑

g∈Γ

f(v + g)e−i〈g,θ〉ei〈g,ξ〉 = (Uf)(v, θ − ξ). �

Лемма 3.2. Пусть K – компактное подмножество R
d, содержащее

точку нуль. Предположим, что функция f : K → R является чет-

ной, имеет единственный глобальный максимум в нуле и две непре-

рывных производных в некоторой окрестности нуля. Пусть Hf (θ) –

матрица Гессе (6) функции f( · ) в точке θ и пусть

detHf (0) 6= 0.

Определим функцию g(θ, ξ) равенством

g(θ, ξ) = f
(
θ −

ξ

2

)
+ f

(
θ +

ξ

2

)
.

Тогда существует такое r > 0, что при каждом ‖ξ‖ 6 r точка θ = 0
является единственным глобальным максимумом функции g(θ, ξ) на

множестве K.

Доказательство. Пусть f имеет две непрерывных производных в
шаре радиусом r1 и центром в нуле. Если ‖θ‖+‖ξ‖ < r1, то для любого

j = 1, 2, . . . , d функцию ∂f
∂θj

(
θ − ξ

2

)
можно разложить в ряд Тейлора

по θ в окрестности точки − ξ
2

∂f

∂θj

(
θ −

ξ

2

)
=

∂f

∂θj

(
−
ξ

2

)
+

d∑

k=1

∂2f

∂θj∂θk

(
−
ξ

2

)
θk + o(‖θ‖2).

Аналогично, для функции ∂f
∂θj

(
θ+ ξ

2

)
при любом j = 1, 2, . . . , d име-

ем

∂f

∂θj

(
θ +

ξ

2

)
=

∂f

∂θj

( ξ
2

)
+

d∑

k=1

∂2f

∂θj∂θk

(ξ
2

)
θk + o(‖θ‖2).
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В силу четности функции f(θ) выполнены равенства

∂f

∂θj

(
−
ξ

2

)
= −

∂f

∂θj

(ξ
2

)
,

∂2f

∂θj∂θk

(
−
ξ

2

)
=

∂2f

∂θj∂θk

(ξ
2

)
.

Тогда

∂g

∂θj
(θ, ξ) = 2

d∑

k=1

∂2f

∂θj∂θk

(ξ
2

)
θk + o(‖θ‖2).

Отсюда получаем

∇g(θ, ξ) = 2Hf

( ξ
2

)
θ + o(‖θ‖2).

Так как 0 является точкой глобального максимума функции f , мож-
но выбрать такое r2 > 0, что при ‖ξ‖ < r2 гессиан функции f(ξ) не
обращается в нуль. Тогда при ‖ξ‖ < r2 единственным экстремумом
функции g(θ, ξ) может являться только точка θ = 0.

Функция g(θ, ξ) ограничена сверху величиной 2f(0), при этом гра-
ница достигается только при ξ = θ = 0. Так как при ξ → 0 верно
g(0, ξ) → 2f(0), то существует r3, такое что при ‖ξ‖ < r3 глобальный
максимум функции g(θ, ξ) находится внутри шара ‖θ‖ < r3

2 . Так как
θ = 0 – единственная точка экстремума в этом шаре, то θ = 0 явля-
ется точкой глобального максимума. Для завершения доказательства
осталось положить r = min{r1, r2, r3}. �

Следствие 3.3. Существует такое r > 0, что при ‖ξ‖ < r един-

ственным глобальным максимумом функции

λ1

(
θ −

ξ

2

)
+ λ1

(
θ +

ξ

2

)

является точка θ = 0.

Доказательство. В силу замечания после определения (5) можно
считать, что функция λ1(θ) задана на компактом множестве, содер-
жащем точку нуль. Покажем, что λ1(θ) удовлетворяет условиям на
функцию f из леммы 3.2. Из определения матрицы A(θ) следует, что

A(θ) = At(−θ).

Спектр матрицы и транспонированной к ней совпадают. Отсюда следу-
ет, что функция λ1(θ) является четной. В силу неравенства (16) и того,
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что равенство в (13) достигается только при θ = 0, точка θ = 0 являет-
ся единственной точкой глобального максимума функции λ1(θ). Функ-
ция λ1(θ) является дважды непрерывно дифференцируемой вне малой
окрестности тех точек, где λ1(θ) = λj(θ) для некоторого j = 2, . . . , p.
Поэтому λ1(θ) является дважды непрерывно дифференцируемой в ма-
лой окрестности нуля в силу (15). �

Обозначим через δ̃ωv
( · ) индикаторную функцию вершины ωv на

множестве C
p

δ̃ωv
(w) =

{
1, ωv = w,

0, ωv 6= w.
(17)

Пусть Pv – периодический относительно решетки Γ проектор

(Pvf)(w) =

{
f(w), v − w ∈ Γ,

0, v − w 6∈ Γ.

Так как Pv – это оператор умножения на Γ-периодическую функцию,
то для всех w ∈ Ω

UPvf(w, θ) = δ̃ωv
(w)Uf(w, θ).

Следующая техническая лемма является основной при исследова-
нии второго момента.

Лемма 3.4. Существует r > 0 такое, что при всех ‖ξ‖ < r и всех

v, u ∈ Z
d справедливо следующее асимптотическое равенство

∑

g∈Γ

M2
1 (v + g, u, t)e−i〈g,ξ〉 = e2λ1(ξ/2)tt−d/2c(v, u, ξ)(1 + O(t−1)),

где

c(v, u, ξ) =
πd/2ei〈γv−γu,ξ〉ψ1

(
ωv,

ξ
2

)
ψ1

(
ωv,−

ξ
2

)
ψ1

(
ωu,

ξ
2

)
ψ1

(
ωu,−

ξ
2

)

|C̃|
√

| detH
(
ξ
2

)
|

.

(18)
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Доказательство. Рассмотрим величину
∑
g∈Γ

M2
1 (v+g, u, t)e

−i〈γv+g,ξ〉. В

силу унитарности оператора U , равенства (12) и леммы 3.1, имеем:

∑

g∈Γ

M2
1 (v + g, u, t)e−i〈γv+g,ξ〉

=〈PvM1(w, u, t)e
i〈γw,−ξ/2〉,M1(w, u, t)e

i〈γw,ξ/2〉〉ℓ2(Zd)

=

∫

C̃

UM1

(
ωv, u, t, θ +

ξ

2

)
UM1

(
ωv, u, t, θ −

ξ

2

)
dθ,

где ωv – это проекция вершины v на фундаментальное множество вер-
шин, определенная (1). Так как функция M1( · , u, t) является решени-
ем задачи Коши (10), то

M1( · , u, t) = eAtδu( · ).

Имеем:

∑

g∈Γ

M2
1 (v + g, u, t)e−i〈γv+g,ξ〉

=

∫

C̃

eA(θ+ξ/2)tUδu

(
ωv, θ +

ξ

2

)
eA(θ−ξ/2)tUδu

(
ωv, θ −

ξ

2

)
dθ.

По определению (11) оператора U его действие на функцию δu( · )
имеет вид

Uδu(v, θ) = |C̃|−
1

2

∑

g∈Γ

e−i〈g,θ〉δu(v + g) = |C̃|−
1

2 e−i〈γu,θ〉δ̃ωu
(ωv),

где δ̃ωu
( · ) – индикаторная функция вершины ωu на множестве C

p,
определенная (17).

Разложим функцию δ̃ωu
( · ) по собственным векторам матрицы A(θ):

δ̃ωu
( · ) =

p∑

j=1

ψj(ωu, θ)ψj( · , θ).
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При таком разложении действие оператора eA(θ)t можно представить
в виде

eA(θ)tUδu( · , θ) = |C̃|−
1

2

p∑

j=1

eλj(θ)tψj(ωu, θ)ψj( · , θ)e
−i〈γu,θ〉.

Отсюда следует, что

∑

g∈Γ

M2
1 (v + g, u, t)e−i〈γv+g,ξ〉 =

1

|C̃|

∫

C̃

p∑

k=1

p∑

j=1

(
e(λj(θ+ξ/2)+λk(θ−ξ/2))t

ψj

(
ωv, θ +

ξ

2

)
ψj

(
ωu, θ +

ξ

2

)
ψk

(
ωv, θ −

ξ

2

)
ψk

(
ωu, θ −

ξ

2

)
e−i〈γu,ξ〉

)
dθ.

При t→ +∞ основной вклад в интеграл дает экспонента с наиболь-
шим показателем. В силу непрерывности функций λj(θ), j = 1, . . . , p,
и условий (14), (15), существует r1, такое что при ‖ξ‖ < r1 максималь-

ным будет значение показателя λ1(θ+
ξ
2 )+λ1(θ−

ξ
2 ). При этом вклад от

экспонент с другими показателями будет экспоненциально мал. В силу
следствия 3.3, существует такое r2, что при ‖ξ‖ < r2 максимум пока-

зателя λ1
(
θ + ξ

2

)
+ λ1

(
θ − ξ

2

)
достигается при θ = 0. В силу четности

функции λ1(θ), имеем для значения гессиана показателя экспоненты

det
(
H
(
−
ξ

2

)
+H

(ξ
2

))
= 2d detH

(ξ
2

)
.

Так как λ1(θ) является дважды непрерывно дифференцируемой функ-
цией в окрестности θ = 0 и detH(0) 6= 0, то существует такое r3, что

detH( ξ2 ) 6= 0 при всех |ξ| < r3. Тогда, используя многомерный метод
Лапласа (см. теорему 4.2 в [21]), получаем

∑

g∈Γ

M2
1 (v + g, u, t)ei〈g,ξ〉 =

e2λ1(ξ/2)t

td/2
c(v, u, ξ)(1 +O(t−1)),

где

c(v, u, ξ) =
πd/2ei〈γv−γu,ξ〉ψ1

(
ωv,

ξ
2

)
ψ1

(
ωv,−

ξ
2

)
ψ1

(
ωu,

ξ
2

)
ψ1

(
ωu,−

ξ
2

)

|C̃|
√
| detH

(
ξ
2

)
|

. �

Перейдем к асимптотике второго момента.

Теорема 3.5. При t→ +∞ и λ1(0) > 0 справедлива асимптотика

M2(v, u, t) = e2λ1(0)tt−dm2(v, u)(1 +O(t−1)),
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где

m2(v, u) =
(2π)dψ2

1(ωu, 0)

|C̃|2| detH
(
0)|

p∑

j=1

∑

w∈Ω

β2(w)ψ
2
1(w, 0)ψj(w, 0)ψj(ωv, 0)

2λ1(0)− λj(0)
.

Доказательство. Так как M2(v, u, t) является решением задачи Ко-
ши (9), то

M2(v, u, t) = eAtM2(v, u, 0) +

t∫

0

eA(t−s)β2(v)M
2
1 (v, u, s) ds.

Так какM2(v, u, 0) = δu(v), то, используя результаты работы [20], мож-
но получить асимптотическое поведение при t → +∞ первого слагае-
мого

eAtM2(v, u, 0) = eλ1(0)tt−
d
2

(2π)
d
2 ψ1(ωu, 0)ψ1(ωv, 0)

|C̃|
√
| detH(0)|

(1 +O(t−1)).

Найдем асимптотику второго слагаемого. Используя унитарность
оператора U , определенного в (11), и формулу (12), получаем

t∫

0

eA(t−s)β2(v)M
2
1 (v, u, s)ds

=

t∫

0

〈
β2( · )e

A(t−s)M2
1 ( · , u, s), δv( · )

〉

l2(zd)
ds

=

t∫

0

∫

C̃

〈
β2( · )Ue

A(t−s)M2
1 ( · , u, s, θ), Uδv( · , θ)

〉

Cp
dθ ds

=

t∫

0

∫

C̃

〈
β2( · )e

A(θ)(t−s)UM2
1 ( · , u, s, θ), Uδv( · , θ)

〉

Cp
dθ ds.

Для w ∈ Ω имеем

Uδv(w, θ) = |C̃|−
1

2

∑

g∈Γ

e−i〈g,θ〉δv(w + g) = |C̃|−
1

2 e−i〈γv ,θ〉δ̃ωv
(w),

где функция δ̃ωv
(w) определена в (17). Разложим функцию

β( · )UM2
1 ( · , u, s, θ) по собственным функциям оператора A(θ) при
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каждом θ ∈ C̃:

β2(w)UM
2
1 (w, u, s, θ) =

p∑

j=1

xj(ωu, s, θ)ψj(w, θ),

где

xj(ωu, s, θ) =〈β2( · )UM
2
1 ( · , u, s, θ), ψj( · , θ)〉Cp

=|C̃|−
1

2

∑

w∈Ω

ψj(w, θ)β2(w)
∑

g∈Γ

M2
1 (w + g, u, s)e−i〈g,θ〉.

При таком разложении действие экспоненты от оператора A(θ) мо-
жет быть представлено в виде

eA(θ)(t−s)UQ2M
2
1 ( · , u, s, θ) =

p∑

j=1

eλj(θ)(t−s)xj(ωu, s, θ)ψj( · , θ).

Для внутреннего интеграла имеем

∫

C̃

〈
β2( · )e

A(θ)(t−s)UM2
1 ( · , u, s, θ), Uδv( · , θ)

〉

Cp
dθ =

1

|C̃|

∫

C̃

p∑

j=1

eλj(θ)(t−s)

ψj(ωv, θ)e
i〈γu,θ〉

∑

w∈Ω

ψj(w, θ)β2(w)
∑

g∈Γ

M2
1 (w + g, u, s)e−i〈g,θ〉 dθ.

Для краткости введем обозначение:

Xj(v, u, s, θ)

=
ei〈γu,θ〉ψj(ωv, θ)

|C̃|

∑

w∈Ω

ψj(w, θ)β2(w)
∑

g∈Γ

M2
1 (w + g, u, s)e−i〈g,θ〉.

Рассмотрим внешний интеграл от j-ого члена. Сделаем замену s = tx

t∫

0

∫

C̃

eλj(θ)(t−s)Xj(v, u, s, θ)dθds = t

1∫

0

∫

C̃

etλj(θ)(1−x)Xj(v, u, xt, θ)dθdx.

Разобьем внешний интеграл в сумму интеграла от 0 до 1
2 и интегра-

ла от 1
2 до 1. В силу леммы 2.4, для функции Xj(v, u, xt, θ) справедливо

неравенство

|Xj(v, u, xt, θ)| 6 CM2
1 (u, xt) = Ce2λ1(0)xt.
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Тогда для интеграла от 0 до 1
2 имеем

t

1

2∫

0

∫

C̃

etλj(θ)(1−x)Xj(v, u, xt, θ)dθdx 6 Cte3tλ1(0)/2.

Из леммы 3.4 следует, что при каждом x ∈
[
1
2 , 1

]
, j = 1, . . . , p и t→ +∞

выполнено равенство

Xj(v, u, tx, θ)

=
e2λ1(θ/2)xt

td/2xd/2|C̃|
ψj(ωv, θ)

∑

w∈Ω

ψj(w, θ)β2(w)c(w, u, θ)(1 +O(t−1)),

где c(v, u, θ) определена формулой (18). Тогда для интеграла по отрез-
ку

[
1
2 , 1

]
для j-ого слагаемого при t→ +∞ имеем

t

1∫

1

2

∫

C̃

etλj(θ)(1−x))Xj(v, u, xt, θ) dθdx =
1 +O(t−1)

td/2−1|C̃|

∫

C̃

1∫

1

2

et
(
2λ1(θ/2)x+λj(θ)(1−x)

)

xd/2
ψj(ωv, θ)

∑

w∈Ω

ψj(w, θ)β2(w)c(w, u, θ) dxdθ

=
1 +O(t−1)

td/2|C̃|

∫

C̃

e2tλ1(θ/2)

2λ1
(
θ
2

)
− λj(θ)

ψj(ωv, θ)
∑

w∈Ω

ψj(w, θ)β2(w)c(w, u, θ) dθ.

Применяя многомерный метод Лапласа при каждом j = 1, . . . , p, по-
лучаем, что для второго момента локальной численности частиц при
t→ +∞ справедливо соотношение

M2(v, u, t) = e2λ1(0)tt−dm2(v, u)(1 +O(t−1)),

где

m2(v, u) =
(2π)dψ2

1(ωu, 0)

|C̃|2| detH
(
0)|

p∑

j=1

∑

w∈Ω

β2(w)ψ
2
1(w, 0)ψj(w, 0)ψj(ωv, 0)

2λ1(0)− λj(0)
.

Так как A(0) – вещественная симметричная матрица, то ψj(w, 0) =
ψj(w, 0) при всех w ∈ Ω. �
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Следствие 3.6. Для дисперсии D(v, u, t) локальной численности ча-

стиц надкритического ВСБ при t→ +∞ справедливо соотношение

D(v, u, t) = e2λ1(0)tt−dd(v, u)(1 +O(t−1)),

где величина d(v, u) равна

d(v, u)=
(2π)dψ2

1(ωu, 0)

|C̃|2| detH(0)|

(
p∑

j=1

∑

w∈Ω

β2(w)ψ
2

1(w, 0)ψj(w, 0)ψj(ωv, 0)

2λ1(0)− λj(0)
− ψ

2

1(ωv, 0)

)
.
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