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Пусть {Xn; n = 1, 2, . . .} – последовательность случайных величин
на некотором вероятностном пространстве, {an; n = 1, 2, . . .} – после-
довательность положительных чисел, такая, что an → ∞ при n → ∞.

Положим Sn =
n
∑

k=1

Xk. В [1] найдены новые условия применимости

обобщённого закона повторного логарифма в форме

lim supSn/an 6 1 п.н. (1)

при дополнительном условии неубывания числовой последовательно-
сти {an}. В данной заметке получены достаточные условия для нера-
венства (1) при отказе от этого последнего условия.

В [1] введено следующее условие D: для любых положительных ε и
ε0 < ε существует число γ > 0, такое что

P( max
16k6n

Sk > (1 + ε)an) 6 γP(Sn > (1 + ε0)an) (2)

для всех достаточно больших n. Это условие имеет своим отправным
пунктом классическое неравенство Колмогорова

P( max
16k6n

Sk > x) 6 2P(Sn > x− (2Bn)
1/2) (3)

для любого x и суммы Sn независимых случайных величин с нулевыми
математическими ожиданиями и конечными дисперсиями, где Bn =
ESn

2 [2] (cм. также [3, теорема 7.1 и неравенство (2.12)]).
В [1] приведены условия, достаточные для (1), при отсутствии усло-

вий независимости случайных величин из исходной последовательно-
сти и условий существования каких-либо моментов, однако добавле-
но условие неубывания числовой последовательности {an}. Последнее
условие не выполнено, например, для последовательностей m-зави-
симых случайных величин с нулевыми математическими ожидания-
ми, конечными дисперсиями и классическом выборе последовательно-
сти {an}:

an = (2Bn log logBn)
1/2, Bn = ESn

2. (4)
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Последовательности m-зависимых случайных величин введены
Хёфдингом и Роббинсом [4], получившими также первые предельные
теоремы для сумм m-зависимых случайных величин. К настоящему
времени литература по предельным теоремам для сумм m-зависимых
случайных величин обширна.

При исследовании достаточных условий применимости закона по-
вторного логарифма в форме (1) к последовательностям m-зависимых
случайных величин с определением an равенствами (4) нарушение
условия неубывания числовых последовательностей {Bn} и {an} ком-
пенсируется введением дополнительных условий на поведение после-
довательности {Bn}.

В [6] введено понятие последовательности m-ортогональных слу-
чайных величин. Пусть m – целое неотрицательное число. Будем го-
ворить, что заданная на некотором вероятностном пространстве по-
следовательность случайных величин {Xn; n = 1, 2, . . .} есть последо-
вательность m-ортогональных случайных величин, если EXn

2 < ∞
для любого n и E(XkXj) = 0 при |k − j| > m. В частности, по-
следовательность 0-ортогональных случайных величин есть последо-
вательность ортогональных случайных величин. Если {Xn} – после-
довательность m-зависимых случайных величин с математическими
ожиданиями, равными нулю, и конечными дисперсиями, то она явля-
ется последовательностью m-ортогональных случайных величин. По-
следнее утверждение остаётся верным, если в нём заменить условие
m-зависимости более слабым условием попарной m-зависимости.

Исследование предельных теорем для последовательностей m-ор-
тогональных случайных величин представляет интерес с учётом то-
го большого внимания, которое было уделено в литературе предель-
ным теоремам для сумм ортогональных случайных величин и сумм
m-зависимых случайных величин.

В [5–7] найдены условия применимости закона повторного логариф-
ма в форме (1), где an определены равенствами (4), к последовательно-
стям m-зависимых и m-ортогональных случайных величин. Для этих
последовательностей условие неубывания числовой последовательно-
сти {an} не выполнено, и в [5] введено следующее условие: для любого
ε > 0 имеют место неравенства an+r > an(1− ε) для всех r > 1 и всех
достаточно больших n.

Cледующий результат не содержит условия неубывания числовой
последовательности {an}, в отличие от [1].
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Пусть {an} – последовательность положительных чисел, такая чтo

an → ∞, an+1/an → 1 при n → ∞. (5)

Пусть c > 1. Тогда существует неубывающая последовательность це-
лых чисел {nk}, такая что nk → ∞ при k → ∞ и выполнены условия

ank−1 6 ck < ank
(6)

при всех достаточно больших k. В силу (5), имеем

ank
∼ ck (k → ∞). (7)

Теорема. Пусть выполнено условие D с заменой an в неравенстве (2)
на cn при любом c > 1, и пусть

∞
∑

k=1

P(Snk
> (1 + ε)ck) < ∞ (8)

для введённой последовательности {nk} и любых ε > 0, c > 1. Тогда

имеет место неравенство (1).

Доказательство. Пусть ε – произвольное положительное число. Всле-
дствие (5)–(7) имеем

P(Sn > (1 + ε)an i.o.) 6 P
(

max
16j6nk

Sj > (1 + ε/2)ck б.ч.
)

(9)

при любом c > 1, достаточно близком к 1. В силу леммы Бореля–
Кантелли, для доказательства (1) достаточно показать, что

∞
∑

k=1

P( max
16j6nk

Sj > (1 + ε)ck) < ∞

для любых ε > 0 и c > 1. Последнее утверждение следует из (8) и
условия D с заменой an на cn. �

Для последовательности m-ортогональных случайных величин в [7]
приведены условия, обеспечивающие неравенство (1) при an, опреде-
лённых равенствами (4).
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