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§1. Введение

Рассмотрим задачу Коши для уравнения

∂u

∂t
= (−1)mAmu, u(0, x) = ϕ(x), (1)

где m ∈ N ∪ {0}, а оператор Am определяется на гладких функциях
f ∈ C

∞(R) как

Amf(x) = v.p.

∫

R

(
f(x+ y)−

m∑

j=0

f (2j)(x)y2j

(2j)!

) dy

y2m+2
.

Будем считать, что начальная функция ϕ(x) принадлежит соболев-
скому классу W 2m+2

2 (R).
Отметим, что при каждом m оператор Am является псевдодиффе-

ренциальным оператором с символом

am(p) = v.p.

∫

R

(
e−ipy −

m∑

j=0

(−ipy)2j

(2j)!

) dy

y2m+2
. (2)

Известно, что при m = 0 для решения задачи Коши (1) справедливо
вероятностное представление

u(t, x) = Eϕ(x+ ξ(t)), (3)

где ξ(t) – стандартный процесс Коши.
Если m > 1, то получить в точности вероятностное представление

вида (3) невозможно, так как фундаментальное решение соответству-
ющего уравнения не будет вероятностной плотностью.

В [3] был использован подход для получения вероятностного пред-
ставления решения задачи Коши (1), основанный на аппроксимации
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решения последовательностью функций, которые имеют вид регуля-
ризованных математических ожиданий функционалов от некоторого
точечного пуассоновского поля.

В этой работе мы рассмотрим другой способ аппроксимации точного
решения задачи Коши, где аппроксимирующие функции имеют вид
регуляризованных математических ожиданий функционалов от сумм
независимых одинаково распределенных случайных величин.

Случаи четных и нечетныхm, то естьm = 2k иm = 2k−1, мы будем
рассматривать отдельно. Случай m = 2k − 1 является более сложным
и требует использования комплекснозначных процессов.

§2. Основные обозначения и определения

Прямое преобразование Фурье в настоящей работе определяется как

ϕ̂(p) =

∞∫

−∞

ϕ(x) eipx dx,

а, соответственно, обратное преобразование как

ϕ(x) =
1

2π

∞∫

−∞

ϕ̂(p) e−ipx dp.

Через W k
2 (R) обозначим пространство Соболева функций, опреде-

ленных на R и имеющих квадратично суммируемые обобщенные про-
изводные до порядка k включительно (см. [5, с. 146]). Стандартная
норма в пространстве W k

2 (R) определяется формулой

∥∥ψ
∥∥2
k
=

k∑

l=0

∫

R

|ψ(l)(x)|2 dx.

Нам удобно использовать в пространстве W k
2 (R) другую норму, экви-

валентную стандартной (см. [5], стр. 190),

∥∥ψ
∥∥2
Wk

2

=

∫

R

(1 + |p|2k) |ψ̂(p)|2 dp.

Оператор A, действующий по правилу

(Aϕ)(x) =
1

2π

∫

R

e−ipx Â(p) ϕ̂(p) dp,
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называется псевдодифференциальным оператором с символом Â(p).
Для ограниченного оператора A :W k

2 (R) →W l
2(R) через

‖A‖Wk
2
→W l

2

обозначается соответствующая операторная норма.
Через C обозначим комплексную плоскость, а через C+ и C− –

верхнюю и нижнюю полуплоскости соответственно.

§3. Предельная теорема. Случай m = 2k.

Пусть {ξj}
∞
j=1 – последовательность независимых одинаково распре-

деленных случайных величин, имеющих общее симметричное распре-
деление P . Предположим, что распределение P абсолютно непрерыв-
но относительно меры Лебега, и для его плотности q(x) при |x| > 1
выполнено

q(x) =
1

x4k+2
(1 + h(x)), (4)

где функция h(x) удовлетворяет неравенству |h(x)| 6 C|x|−β для неко-
торых β > 1, C > 0.

Для любого n ∈ N определим случайный процесс ζn(t), полагая

ζn(t) = n− 1
4k+1

η(nt)∑

j=1

ξj ,

где η(t) – стандартный (Eη(t) = t) пуассоновский процесс, не завися-
щий от последовательности {ξj}

∞
j=1.

Для r 6 2k обозначим через µ2r = Eξ2r1 момент порядка 2r случай-
ной величины ξ1.

Для каждого n ∈ N определим полугруппу операторов P t
n, полагая

для ϕ(x) ∈W l
2(R), l > 0

P t
n ϕ(x) = E[(ϕ ∗ hn)(x+ ζn(t))],

где функция hn(x) определяется своим преобразованием Фурье

ĥn(p) = exp
(
− nt

2k∑

j=1

(−1)jµ2j(pn
− 1

4k+1 )2j

(2j)!

)
.

Определенная таким образом функция ĥn(p) является быстро убы-
вающей, так как коэффициент при старшей степени p4k отрицателен.

Справедливо следующее утверждение.
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Лемма 1. 1. Для любого n ∈ N оператор P t
n является псевдодиффе-

ренциальным оператором с символом ĝn(p), где

ĝn(p) = exp
(
nt

∞∫

−∞

(
cos (pyn− 1

4k+1 )− 1
)
q(y) dy

)
· ĥn(p).

2. Для любых n ∈ N, p ∈ R справедливо неравенство |ĝn(p)| 6 1.

Доказательство. Запишем выражение для функции P t
n ϕ(x) в виде

P t
n ϕ(x) = E

1

2π

∞∫

−∞

ϕ̂(p)ĥn(p)e
−i p (x+ζn(t)) dp

=
1

2π

∞∫

−∞

ϕ̂(p)ĥn(p)e
−ipx

Ee−i p ζn(t) dp =
1

2π

∞∫

−∞

ϕ̂(p)ĝn(p)e
−i p x dp ,

где

ĝn(p) = ĥn(p)Ee
−i p ζn(t).

Из теоремы Кэмпбелла (см. [2, §3.2]) следует, что

ĝn(p) = exp
(
nt

∞∫

−∞

(
cos (pyn− 1

4k+1 )− 1
)
q(y) dy

)
· ĥn(p)

= exp
(
nt

∞∫

−∞

(
cos (pyn− 1

4k+1 ) +

2k∑

j=0

(−1)j+1(pyn− 1
4k+1 )2j

(2j)!

)
q(y) dy

)
.

(5)

Для доказательства утверждения п. 2 достаточно показать, что
подынтегральное выражение в (5) неположительно. Данное утвержде-
ние следует из неравенства

cos s− 1 +

2k∑

j=1

(−1)j+1s2j

(2j)!
6 0, (6)

которое справедливо при любом вещественном s. �

Обозначим через P t полугруппу операторов P t = etA2k . По опре-
делению оператор P t переводит начальную функцию ϕ(x) в решение
u(t, x) задачи Коши (1).
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Покажем, что полугруппы P t
n аппроксимируют при n → ∞ полу-

группу P t.

Теорема 1. Пусть ϕ ∈ W l+4k+2
2 (R), l ∈ N ∪ {0}, k ∈ N. Тогда суще-

ствует константа C > 0, такая что справедливо неравенство

‖P t
n ϕ− P t ϕ‖W l

2
6 Ctn− 1

4k+1 ‖ϕ‖
W

l+4k+2

2

.

Доказательство. Для доказательства воспользуемся известной фор-
мулой теории возмущений (см. [1, Гл. IX, § 2, п. 1]).

Пусть A – оператор в некотором гильбертовом пространстве H , та-
кой что для t > 0 существует ограниченная полугруппа операторов

UA(t) = etA.

Пусть оператор B – некоторое возмущение оператора A, такое что
полугруппа UA+B(t) ограничена. Тогда справедлива формула

et(A+B) − etA =

t∫

0

eτ(A+B)Be(t−τ)Adτ. (7)

Применим формулу (7) для случая, когда etA = P t
n, et(A+B) = P t.

Напомним, что эти операторы являются псевдодифференциальными
с символами ĝn(p) и eta2k(p) соответственно (функция a2k(p) определя-
ется формулой (2)). Из леммы 1 и (6) следует, что для любого t > 0 и
любого целого неотрицательного l справедливы неравенства

‖etA‖
W

l+4k+2

2
→W

l+4k+2

2

6 1, ‖et(A+B)‖W l
2
→W l

2
6 1.

Таким образом, остается оценить норму ‖B‖
W

l+4k+2

2
→W l

2

.

Вычислим преобразование Фурье функции Bϕ(x). Имеем

B̂ϕ(p) = ϕ̂(p)|p|4k+1

∞∫

−∞

(
cos y −

2k∑

j=0

(−1)jy2j

(2j)!

) dy

y4k+2

− nϕ̂(p)

∞∫

−∞

(
cos (pyn− 1

4k+1 )−

2k∑

j=0

(−1)j(pyn− 1
4k+1 )2j

(2j)!

)
q(y) dy.

Введем обозначение

S(y) = cos y −
2k∑

j=0

(−1)jy2j

(2j)!
.
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Поскольку распределение P симметричное, а его плотность q(x) при
|x| > 1 определяется формулой (4), то справедливо соотношение

B̂ϕ(p) = 2ϕ̂(p)|p|4k+1

|p|n
−

1
4k+1∫

0

S(y)
dy

y4k+2
−2nϕ̂(p)

1∫

0

S(pyn− 1
4k+1 )q(y) dy

− 2nϕ̂(p)

∞∫

1

S(pyn− 1
4k+1 )h(y)

dy

y4k+2
= I1(p) + I2(p) + I3(p).

Оценим |B̂ϕ(p)| при |p| 6 n
1

4k+1 .
Модуль подынтегральной функции в I1(p) не превосходит некоторой

константы, а значит, справедливо неравенство

|I1(p)| 6 C|ϕ̂(p)|p4k+2n− 1
4k+1 .

Для оценки |I2(p)| воспользуемся тем, что при |y| < 1 справедливо
неравенство

|S(pyn− 1
4k+1 )| 6 Cp4k+2n− 4k+2

4k+1 y4k+2.

И, таким образом,

|I2(p)| 6 C|ϕ̂(p)|p4k+2n− 1
4k+1

1∫

0

y4k+2q(y) dy 6 C|ϕ̂(p)|p4k+2n− 1
4k+1 .

Наконец, для |I3(p)| имеем

|I3(p)| 6 C|ϕ̂(p)|

∞∫

1

min
(p4k+2n− 1

4k+1 y4k+2

(4k + 2)!
,
p4kn

1
4k+1 y4k

(4k)!

) dy

y4k+2+β

6 C|ϕ̂(p)|p4k+2n− 1
4k+1 .

Окончательно, при |p| 6 n
1

4k+1 оценка для |B̂ϕ(p)| имеет вид

|B̂ϕ(p)| 6 C|ϕ̂(p)|p4k+2n− 1
4k+1 .

Теперь оценим |B̂ϕ(p)| при |p| > n
1

4k+1 .
Имеем

|I1(p)| = 2|ϕ̂(p)||p|4k+1
∣∣∣

|p|n
−

1
4k+1∫

0

S(y)
dy

y4k+2

∣∣∣ 6 C|ϕ̂(p)||p|4k+1.
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Оценим |I2(p)|. При |y| < 1 выполнено

|S(pyn− 1
4k+1 )| 6 C

|p|4k+1

n
.

Таким образом,

|I2(p)| 6 C|ϕ̂(p)||p|4k+1

1∫

0

q(y) dy 6 C|ϕ̂(p)||p|4k+1.

Наконец, оценим |I3(p)|.
При |y| > 1 выполнено неравенство

|S(pyn− 1
4k+1 )| 6 Cp4kn− 4k

4k+1 y4k.

Тогда

|I3(p)| 6 C|ϕ̂(p)|p4kn
1

4k+1

∞∫

1

y−2−β dy 6 C|ϕ̂(p)||p|4k+1.

Окончательно, при |p| > n
1

4k+1 получаем

|B̂ϕ(p)| 6 C2|ϕ̂(p)||p|
4k+1.

Оценим теперь ‖Bϕ‖2
W l

2

. Имеем

‖Bϕ‖2
W l

2

=

∫

|p|<n
1

4k+1

(1+|p|2l)|B̂ϕ(p)|2dp+

∫

|p|>n
1

4k+1

(1+|p|2l)|B̂ϕ(p)|2dp

6

∫

|p|<n
1

4k+1

(1 + |p|2l)
(
C|ϕ̂(p)|p4k+2n− 1

4k+1

)2

dp

+

∫

|p|>n
1

4k+1

(1 + |p|2l)
(
C|ϕ̂(p)||p|4k+1

)2

dp

6 Cn− 2
4k+1

∫

R

(1 + |p|2l)p8k+4|ϕ̂(p)|2dp. (8)

Заметим, что при l > 0 справедливо неравенство

(1 + |p|2l)p8k+4

1 + |p|2l+8k+4
6

2p8k+4

1 + p8k+4
< 2. (9)
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Из (8) и (9) вытекает оценка

‖Bϕ‖2
W l

2

6 Cn− 2
4k+1

∫

R

(1 + |p|2(l+4k+2))|ϕ̂(p)|2dp = Cn− 2
4k+1 ‖ϕ‖2

W
l+4k+2

2

,

из которой немедленно следует утверждение теоремы. �

§4. Предельная теорема. Случай m = 2k − 1.

Пусть {ξ+j }
∞
j=1 – последовательность независимых одинаково рас-

пределенных неотрицательных случайных величин, а {ξ−j }
∞
j=1 – по-

следовательность независимых одинаково распределенных неположи-
тельных случайных величин. Потребуем дополнительно, чтобы после-
довательности {ξ+j }

∞
j=1 и {ξ−j }

∞
j=1 были независимыми.

Предположим, что распределение P± случайной величины ξ±1 имеет
плотность q±(x) и справедливы соотношения

q+(x) = q−(−x), x > 0, (10)

q+(x) =
1

x4k
(1 + h(x)), x > 1, (11)

где функция h(x) удовлетворяет неравенству |h(x)| 6 C x−β для неко-
торых β > 1, C > 0.

Для r 6 4k−2 через µ±
r = E

(
ξ±1

)r
обозначим момент порядка r слу-

чайной величины ξ±1 . Из формулы (10) следует, что выполнено условие
µ+
r = (−1)rµ−

r , r 6 4k − 2.
Для любого n ∈ N определим два случайных процесса ζ±n (t), пола-

гая

ζ±n (t) = n− 1
4k−1

η(nt)∑

j=1

ξ±j ,

где η(t) – стандартный (Eη(t) = t) пуассоновский процесс, не завися-
щий от последовательностей {ξ+j }

∞
j=1 и {ξ−j }

∞
j=1.

Через P± обозначим проекторы Рисса, действующие из L2(R) на
пространства Харди H2

+(C+) и H2
−(C−) соответственно. На классе

функций L1∩L2 действие проекторов Рисса определяется следующими
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формулами

ϕ+(x) = P+ϕ(x) =
1

2π

0∫

−∞

e−ipxϕ̂(p)dp,

ϕ−(x) = P−ϕ(x) =
1

2π

∞∫

0

e−ipxϕ̂(p)dp.

Отметим, что функции P+ϕ, P−ϕ аналитически продолжаются в
верхнюю и нижнюю полуплоскости соответственно.

Для каждого n ∈ N определим полугруппу операторов P t
n, полагая

для ϕ(x) ∈W l
2(R), l > 0

P t
n ϕ(x) = E[(ϕ+ ∗ hn)(x+ σ+ζ

+
n (t) + σ−ζ

−
n (t))]

+E[(ϕ− ∗ hn)(x + σ−ζ
+
n (t) + σ+ζ

−
n (t))],

где σ+ = e
iπ

4k−1 , σ− = e−
iπ

4k−1 , а функция hn(x) определяется своим
преобразованием Фурье

ĥn(p) = exp
(
− nt

4k−2∑

j=1

µ+
j (i|p|σ+n

− 1
4k−1 )j

j!

)

× exp
(
− nt

4k−2∑

j=1

µ−
j (i|p|σ−n

− 1
4k−1 )j

j!

)
.

Определенная таким образом функция ĥn(p) является быстро убы-
вающей, так как коэффициент при старшей степени |p|4k−2 отрицате-
лен.

Справедливы следующие утверждения.

Лемма 2. Для любого z > 0 справедливы неравенства

1. Re
(
eizσ+ −

4k−2∑
j=0

(izσ+)j

j!

)
6 0. 2. Re

(
e−izσ

− −
4k−2∑
j=0

(−izσ
−
)j

j!

)
6 0.

Доказательство. Доказательство леммы приведено в [4, с. 66]. �
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Лемма 3. 1. Для любого n ∈ N оператор P t
n является псевдодиффе-

ренциальным оператором с символом

ĝn(p) = exp
(
nt

∞∫

0

(
e−i|p|yσ

−
n
−

1
4k−1

− 1
)
q+(y)dy

)

× exp
(
nt

0∫

−∞

(
e−i|p|yσ+n

−

1
4k−1

− 1
)
q−(y)dy

)
ĥn(p).

2. Для любых t, n, p справедливо неравенство

∣∣ĝn(p)
∣∣ 6 1.

Доказательство. Запишем выражение для функции P t
nϕ(x) в виде

P t
n ϕ(x) =

1

2π

∞∫

0

ϕ̂−(p)e
−ipx

E e−ipσ
−
ζ+
n (t)

E e−ipσ+ζ−

n (t)ĥn(p) dp

+
1

2π

0∫

−∞

ϕ̂+(p)e
−ipx

E e−ipσ
−
ζ−

n (t)
E e−ipσ+ζ+

n (t)ĥn(p) dp.

Из теоремы Кэмпбелла (см. [2], §3.2) следует, что

E e−ipσ+ζ+
n (t) = exp

(
nt

∞∫

0

(
e−ipyσ+n

−

1
4k−1

− 1
)
q+(y) dy

)
, p < 0,

E e−ipσ
−
ζ−

n (t) = exp
(
nt

0∫

−∞

(
e−ipyσ

−
n
−

1
4k−1

− 1
)
q−(y) dy

)
, p < 0,

E e−ipσ
−
ζ+
n (t) = exp

(
nt

∞∫

0

(
e−ipyσ

−
n
−

1
4k−1

− 1
)
q+(y) dy

)
, p > 0,

E e−ipσ+ζ−

n (t) = exp
(
nt

0∫

−∞

(
e−ipyσ+n

−

1
4k−1

− 1
)
q−(y) dy

)
, p > 0.
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Тогда

P t
n ϕ(x) =

1

2π

∞∫

−∞

e−ip x ϕ̂(p) ĝn(p) dp.

Из последней формулы следует, что оператор P t
n является псевдо-

дифференциальным оператором с символом ĝn(p).
Из леммы 2 следует неравенство

∣∣ĝn(p)
∣∣ 6 1. �

Обозначим через P t полугруппу операторов P t = e−tA2k−1 . По опре-
делению оператор P t переводит начальную функцию ϕ(x) в точное
решение u(t, x) задачи Коши (1).

Покажем, что полугруппы P t
n аппроксимируют при n → ∞ полу-

группу P t.

Теорема 2. Пусть ϕ ∈ W l+4k
2 (R), l ∈ N ∪ {0}, k ∈ N. Тогда суще-

ствует константа C > 0, такая что справедливо неравенство

‖P t
n ϕ− P t ϕ‖W l

2
6 Ctn− 1

4k−1 ‖ϕ‖
W

l+4k
2

.

Доказательство. Применим формулу (7) для случая, когда etA =
P t
n, et(A+B) = P t. Напомним, что эти операторы являются псевдо-

дифференциальными с символами ĝn(p) и e−ta2k−1(p) соответственно.
Из леммы 3 следует, что ‖etA‖W l

2
→W l

2
6 1 для любого l > 0 и t > 0, а

из неравенства

cos s− 1 +

2k−1∑

j=1

(−1)j+1s2j

(2j)!
> 0

следует справедливость неравенства ‖et(A+B)‖W l
2
→W l

2
6 1. Таким об-

разом, остается оценить норму ‖B‖
W

l+4k
2

→W l
2

.

Вычислим преобразования Фурье функции Bϕ(x)

B̂ϕ(p) = −ϕ̂(p)|p|4k−1

∞∫

−∞

(
cos y −

2k−1∑

j=0

(−1)jy2j

(2j)!

) dy
y4k

− nϕ̂(p)

∞∫

0

(
ei|p|yσ+n

−

1
4k−1

−

4k−2∑

j=0

(i|p|yσ+n
− 1

4k−1 )j

j!

)
q+(y) dy
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− nϕ̂(p)

0∫

−∞

(
ei|p|yσ−

n
−

1
4k−1

−
4k−2∑

j=0

(i|p|yσ−n
− 1

4k−1 )j

j!

)
q−(y) dy. (12)

Введем для удобства обозначение

S(z) = eiz −
4k−2∑

j=0

(iz)j

j!
, z ∈ C.

Поскольку плотность распределения q±(x) определяется формула-
ми (10) и (11), выражение (12) может быть переписано в виде

B̂ϕ(p) = −ϕ̂(p)|p|4k−1

∫

γ

S(z)
dz

z4k

−
(
nϕ̂(p)

1∫

0

S(|p|yσ+n
− 1

4k−1 )q+(y) dy+nϕ̂(p)

0∫

−1

S(|p|yσ−n
− 1

4k−1 )q−(y) dy
)

−
(
nϕ̂(p)

∞∫

1

S(|p|yσ+n
− 1

4k−1 )h(y)
dy

y4k
+nϕ̂(p)

−1∫

−∞

S(|p|yσ−n
− 1

4k−1 )h(−y)
dy

y4k

)

= I1(p) + I2(p) + I3(p),

где контур γ определяется как

γ =
{
z ∈ C : arg z ∈

(π(4k − 2)

4k − 1
, π

)
, |z| = |p|n− 1

4k−1

}

∪ {z ∈ C : Im z = 0, |z| < |p|n− 1
4k−1 }

∪ {z ∈ C : arg z ∈ (0,
π

4k − 1
), |z| = |p|n− 1

4k−1 }.

Оценим |B̂ϕ(p)| в случае, когда |p| 6 n
1

4k−1 .
Получим оценку для |I1(p)|.
Модуль подынтегральной функции не превосходит на контуре ин-

тегрирования γ некоторой константы C > 0. Таким образом, справед-
лива оценка

|I1(p)| 6 C|ϕ̂(p)|p4kn− 1
4k−1 .

Для оценки |I2(p)| воспользуемся тем, что при |y| < 1 имеет место
неравенство ∣∣S(|p|yσ±n− 1

4k−1 )
∣∣ 6 Cp4kn− 4k

4k−1 .
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z

Re z

Imz

γ

Рис. 1: Контур интегрирования γ.

π
4k−1

|p|n− 1
4k−1−|p|n− 1

4k−1

Таким образом,

|I2(p)| 6 C|ϕ̂(p)|p4kn− 1
4k−1 .

Наконец, для |I3(p)| имеем

|I3(p)| 6 C|ϕ̂(p)|

∞∫

1

min
(p4kn− 1

4k−1 y4k

(4k)!
,
p4k−2n

1
4k−1 y4k−2

(4k − 2)!

) dy

y4k+β

6 C|ϕ̂(p)|p4kn− 1
4k−1 .

Окончательно, при |p| 6 n
1

4k−1 получаем

|B̂ϕ(p)| 6 C|ϕ̂(p)|p4kn− 1
4k−1 .

Оценим |B̂ϕ(p)| в случае, когда |p| > n
1

4k−1 .
Для |I1(p)| имеем

|I1(p)| = |ϕ̂(p)||p|4k−1
∣∣∣
∫

γ

S(z)
dz

z4k

∣∣∣ 6 C|p|4k−1|ϕ̂(p)|.

Оценим теперь |I2(p)|. При |y| < 1 справедливо неравенство

|S(|p|yσ±n
− 1

4k−1 )| 6
C

n
|p|4k−1.

Таким образом,

|I2(p)| 6 C|p|4k−1|ϕ̂(p)|.
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Наконец, оценим |I3(p)|. Воспользуемся тем, что при |y| > 1 имеет
место неравенство

|S(|p|yσ±n
− 1

4k−1 )| 6 Cn
1

4k−1 |p|4k−2y4k−2.

Тогда

|I3(p)| 6 C|ϕ̂(p)|p4k−2n
1

4k−1

∞∫

1

y−2−βdy 6 C|ϕ̂(p)||p|4k−1.

Окончательно, при |p| > n
1

4k−1 оценка для
∣∣B̂ϕ(p)

∣∣ имеет вид

|B̂ϕ(p)| 6 C|ϕ̂(p)||p|4k−1.

Теперь мы можем оценить величину ‖Bϕ‖2
W l

2

‖Bϕ‖2
W l

2

=

∫

|p|<n
1

4k−1

(1 + |p|2l)|B̂ϕ(p)|2dp+

∫

|p|>n
1

4k−1

(1 + |p|2l)|B̂ϕ(p)|2dp

6

∫

|p|<n
1

4k−1

(1 + |p|2l)
(
C |ϕ̂(p)|p4kn− 1

4k−1

)2

dp

+

∫

|p|>n
1

4k−1

(1 + |p|2l)
(
C |ϕ̂(p)||p|4k−1

)2

dp

6 C n− 2
4k−1

∫

R

(1 + |p|2l)p8k|ϕ̂(p)|2dp. (13)

Заметим, что при l > 0

(1 + |p|2l)p8k

1 + |p|2l+8k
6

2p8k

1 + p8k
< 2. (14)

Тогда из (13) и (14) следует, что

‖Bϕ‖2
W l

2

6 C n− 2
4k−1

∫

R

(1 + |p|2(l+4k))|ϕ̂(p)|2dp = C n− 2
4k−1 ‖ϕ‖2

W
l+4k
2

.

Окончательно, получаем

‖P t
n ϕ− P t ϕ‖W l

2
6 Ctn− 1

4k−1 ‖ϕ‖
W

l+4k
2

.

�
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