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РАЗМЕРНОСТИ

§1. Введение

В большом числе прикладных задач исследователи анализируют
многомерные данные, в которых количество p признаков сравнимо с
числом n наблюдений. Данные такого рода встречаются в медицине и
биологии (к примеру, данные ДНК-микрочипов могут содержат боль-
шое количество признаков). Также подобная структура данных встре-
чается при анализе информации из социальных сетей, в области фи-
нансов и т.д.

Для анализа данных фиксированной размерности существует мно-
жество статистических процедур, уже ставших классическими. Од-
нако часто нет возможности использовать традиционную статистиче-
скую процедуру, лишь устремив в ней количество признаков к бес-
конечности, так как при этом изменяется предельное распределение
статистики критерия (см. раздел 6.3.4 в [1]).

Целью данной работы является нахождение вычислимых оценок
точности аппроксимации статистики Лоули–Хотеллинга нормальным
распределением в модели многомерного дисперсионного анализа
(MANOVA) для данных большой размерности, когда отношение p/n
числа признаков к числу наблюдений стремится к некоторой констан-
те из интервала (0, 1).

В п. 2 сформулирован основной результат работы – теорема 1. Тео-
рема 2 является вспомогательной, но при этом представляет самостоя-
тельный интерес. В теореме 3 приведен неасимптотический результат
для статистики Бартлетта–Нанда–Пилая, которая является одной из
трех основных статистик, используемых в MANOVA. В п. 4 даны до-
казательства основных теорем, которые опираются на леммы из п. 3.

Ключевые слова: точность приближений; многомерный дисперсионный анализ;
вычислимые оценки; статистика Лоули–Хотеллинга; данные большой размерности.
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§2. Постановка задачи и основной результат

В рамках многомерного дисперсионного анализа (MANOVA) иссле-
дуется следующая многомерная линейная модель: X = QB + E , где
X – случайная матрица наблюдений размера N × p, Q – неслучайная
матрица плана эксперимента размера N ×k, B – неслучайная матрица
k × p регрессионных коэффициентов и E – матрица ошибок N × p с
распределением NN×p (O, IN ⊗ Σ).

Рассмотрим следующую линейную гипотезу: H0 : CB = O, где C
– известная матрица размера q × k ранга q. Статистики критериев,
инвариантные относительно некоторой группы аффинных преобразо-
ваний, оказываются функциями от ненулевых собственных значений
матрицы ShS

−1
e , где

Sh = B̂
TCT

(
C
(
QTQ

)−1
CT
)−1

CB̂ и Se =
(
X −QB̂

)T (
X −QB̂

)
,

при B̂ =
(
QTQ

)−1
QTX (см. гл.8 в [2]). Одной из наиболее известных

инвариантных статистик, является статистика Лоули–Хотеллинга:
T 2
0 = trShS

−1
e . В дальнейшем предполагаем, что гипотеза H0 верна.

В [3] рассмотрен случай большого объёма выборки, т.е. выполнено
условие А1:

A1 : p и q фиксированы, n → ∞;

и получены неасимптотические оценки точности аппроксимации функ-
ции распределения статистики Лоули–Хотеллинга:

P{T 2
0 < x} = Ga (x) +

a

4n
{(q − p− 1)Ga (x)

− 2qGa+2 (x) + (q + p+ 1)Ga+4 (x)}+O
(
n−2

)
,

где a = pq и Ga – функция распределения хи-квадрат распределения с
a степенями свободы и для остаточного члена найдена оценка сверху.

В [4] рассмотрен случай большой размерности данных, т.е. выпол-
нено условие А2:

A2 : q фиксировано, p → ∞, n → ∞,
p

n
→ c ∈ (0; 1) ;
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и получено следующее приближение:

P

( 1
σ
TLH < z

)
= Φ(z)− φ(z)

[ 1√
p

{ 1

σ
b1 +

1

σ3
b3H2

(
z
)}

+
1

p

{ 1

σ2
b2 H1

(
z
)
+

1

σ4
b4 H3

(
z
)
+

1

σ6
b6 H5

(
z
)}]

+O
( 1

p
√
p

)
,

где TLH =
√
p{mp−1T 2

0 − q}; Φ(z) есть функция распределения стан-

дартного нормального закона; m = n− p+ q; r = p/m; σ =
√
2q(1 + r);

bi = bi(r, q) суть некоторые функции от r и q; Hi(z) – полиномы Эр-
мита. При этом результат имел именно асимптотический вид, верхние
оценки остаточного члена не находились.

Основными результатами настоящей статьи являются следующие
теоремы, дающие оценку точности аппроксимации распределения ста-
тистики Лоули–Хотеллинга нормальным распределением для данных
большой размерности, т.е. при выполнении условия A2:

Теорема 1. При всех m > M = M (r, q) имеет место оценка:

sup
z

∣∣∣∣∣P
( TLH√

2q (1 + r)
< z
)
− Φ (z)

∣∣∣∣∣ 6
K1 (r, q) lnm√

m
,

где K1 (r, q) – вычислимая функция от r и q.

Отметим, что результат теоремы 1 на логарифмический множитель
уступает результату из [4], но превосходит последний в том, что для
ошибки погрешности дается вычислимая оценка сверху. При этом само
доказательство является новым.

Теорема 2. Пусть матрицы U и V суть нормированные варианты

матриц B и W :

U = (B − pIq)/
√
p, V = (W −mIq)/

√
m, (1)

где B и W независимы и имеют распределения Уишарта Wq (p, Iq)
и Wq (m, Iq) с m = n − p − q соответственно. Если tr V 2 < m, то

выполнено следующее неравенство:
∣∣√m

(
trBW−1 − rq

)
−
(√

r trU − r trV
)∣∣

6

√
r |trUV |+ (rq + |√r trU − r tr V | /√m) tr V 2

√
m− tr V 2/

√
m

.
(2)
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Заметим, что вероятность события, противоположного событию
{trV 2 < m}, фигурирующему в теореме 2, имеет порядок O (1/

√
m),

как это станет ясно из результатов п. 3.
Напомним определение статистики Бартлетта–Нанда–Пилая, кото-

рая является одной из трех оновных статистик, используемых в
MANOVA:

TBNP =
√
p
(
1 +

p

m

){(
1 +

m

p

)
tr
[
Sh (Sh + Se)

−1
]
− q

}
.

Cправедлива следующая теорема, дающая оценку точности прибли-
жения распределения TBNP нормальным распределением для данных
большой размерности, т.е. в условиях A2:

Теорема 3. При всех m > M = M (r, q) справедливо неравенство

sup
z

∣∣∣∣∣P
( TBNP√

2q (1 + r)
< z
)
− Φ (z)

∣∣∣∣∣ 6
K2 (r, q) lnm√

m
,

где K2 (r, q) – вычислимая функция от r и q.

Доказательству теоремы 3 будет посвящена отдельная статья.

§3. Вспомогательные утверждения

В этой части приведены вспомогательные утверждения, исполь-
зуемые в доказательствах теорем 1 и 2.

Введем дополнительные случайные величины:

Z1 = trUV , Z2 = tr V 2, Z3 = trU −
√
r trV, (3)

где случайные матрицы U и V определены в (1).
Положим

B = B(q, r,m) = 4 (q2 +
√
r)(

√
lnm+

√
ln p)2. (4)

Определим также для i = 1, 2, 3 и натуральных m случайные собы-
тия Ai,m как Ai,m = {ω : |Zi(ω)| 6 B}.

Положим

Z =

√
r |trUV |+ (rq + |√r trU − r tr V | /√m) tr V 2

√
m− tr V 2/

√
m

.
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Ясно, что существует натуральное M1 = M1(r, q), такое что при всех
m > M1 и ω ∈ ∩3

i=1Ai,m имеем

Z(ω) 6

√
r B + (rq +

√
r B/

√
m) B√

m−B/
√
m

6 48 (2
√
r + rq) (q2 +

√
r)
lnm√
m

. (5)

В следующих двух леммах оценим вероятности P(Ac
i,m) для i =

1, 2, 3.

Лемма 1. Для Z1 из (3) и B из (4) справедливо неравенство:

P(|Z1| > B) 6 6.45 q2
1 + 1/

√
r√

m
. (6)

Доказательство леммы 1. Поскольку случайная матрица B имеет
распределение Уишарта Wq (p, Iq), можем записать B = XTX , где X
есть матрица вида

X =



X11 . . . X1q

...
. . .

...
Xp1 . . . Xpq




и {Xij} есть совокупность независимых стандартных нормальных слу-
чайных величин.

Соответственно, мы имеем следующее представление:

B =

{
p∑

k=1

XkiXkj

}

ij

.

Аналогично получаем:

W =

{
m∑

l=1

YliYlj

}

ij

,

где {Yij} есть совокупность независимых стандартных нормальных
случайных величин.

Далее, в силу симметричности матриц U и V имеем

Z1 = trUV =

q∑

a=1

(UV )aa =

q∑

a=1

UaaVaa +
∑

a 6=b

UabVab, (7)

где с.в. Uaa =
(∑p

k=1
X2

ka − p
)
/
√
p имеет нулевое среднее и дисперсию

DUaa = 2.
При a 6= b с.в. Uab =

∑p
k=1

XkaXkb/
√
p имеет нулевое среднее и

дисперсию DUaa = 1.
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Аналогичные выкладки верны и для матрицы V .
Из леммы 6 и (7) получаем

P(|Z1| > B) 6 q
(
P(|U11| >

√
B/(2q)) +P(|V11| >

√
B/(2q))

)

+ (q2 − q)P(|U12| >
√
B/(2(q2 − q)))

+ (q2 − q)P(|V12| >
√
B/(2(q2 − q))).

(8)

Для Uaa в силу леммы 5 имеем следующее неравенство

sup
x

∣∣∣P(Uaa/
√
2 < x)− Φ (x)

∣∣∣ 6 6.22/
√
p = 6.22/

√
rm. (9)

Аналогичное неравенство имеет место для Vaa:

sup
x

∣∣∣P(Vaa/
√
2 < x)− Φ (x)

∣∣∣ 6 6.22/
√
m. (10)

Оценим теперь Uab, a 6= b. По лемме 4 имеем

sup
x

|P(Uab < x)− Φ (x)| 6 CBE · E |X1aX1b|3/
√
p 6 2.55/

√
rm, (11)

так как E |X1aX1b|3 = 8/π и константа CBE из неравенства Берри–
Ессеена в лемме 4 меньше 1.

Аналогичное неравенство справедливо для Vab:

sup
x

|P(Vab < x)− Φ (x)| 6 2.55/
√
m. (12)

Отметим, что нетрудно получить (см.,напр., 7.1.13. в [6]) при всех x > 0
неравенство

1− Φ (x) 6
2

π

e−x2/2

x+
√
x2 + 8/π

.

В частности, при x > 1 имеем

1− Φ (x) 6 0.23 e−x2/2. (13)

Объединяя (8)–(13), получаем утверждение леммы 1. �

Лемма 2. Для Z2 и Z3 из (3) и B из (4) справедливо неравенство:

P(Z2 > B) +P(|Z3| > B) 6 12.9 q2
1 + 1/

√
r√

m
. (14)

Доказательство леммы 2. Аналогично (7) и (8) получаем

P(Z2 > B) 6 qP(|V11| >
√
B/(2q))

+ (q2 − q)P(|V12| >
√
B/(2(q2 − q))).

(15)
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и

P(|Z3| > B) 6 q
(
P(|U11| > B/(2q))

)
+ qP

(
|V11| > B/(2q

√
r)
)
. (16)

Объединяя (9), (10), (13), (15) и (16), получаем утверждение леммы 2.
�

Лемма 3. Пусть случайные величины T, Y и Z определены на од-

ном вероятностном пространстве (Ω,A,P), при этом распределе-

ние Y является абсолютно непрерывным с ограниченной плотностью

fY (z). Предположим, что для некоторого события A ∈ A при всех

ω ∈ A выполнено следующее соотношение:

|T (ω)− Y (ω)| 6 Z(ω) 6 a

с некоторой положительной постоянной a. Тогда справедливо нера-

венство:

sup
x

|P(T < x)−P(Y < x)| 6 P(Ac) + a sup
x

fY (x). (17)

Доказательство леммы 3. Заметим, что

sup
x

|P(T < x)−P(Y < x)|

6 P(Ac) + sup
x

|P((T < x) ∩ A)−P((Y < x) ∩A)| .

Тогда утверждение леммы тривиальным образом следует из соотно-
шений

{T < x} = {T − Y + Y < x} = {Y < x− (T − Y )} ,

{Y < x− Z} ∩A ⊂ {Y < x− (T − Y )} ∩ A ⊂ {Y < x+ Z} ∩ A. �

В следующих двух леммах приводятся два известных результата о
скорости сходимости в центральной предельной теореме для незави-
симых одинаково распределённых случайных величин. Первый из ре-
зультатов относится к случайным величинам без ограничений на тип
распределения. Второй результат относится к случайной величине с
распределением хи-квадрат, рассматриваемой как сумма независимых
одинаково распределённых случайных величин с известным распреде-
лением.

Лемма 4. Пусть случайные величины ξ1, ξ2, . . . независимы и одина-

ково распределены, выполнено Dξ1=σ2> 0 и cуществует E|ξ1|3 < ∞.
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Тогда для нормированной суммы Tn = (Sn −ESN)/
√
DSN выполнено

неравенство:

sup
x

|FTn
(x)− Φ (x)| 6 CBE

E |ξ1 −Eξ1|3

σ3
√
n

с некоторой постоянной CBE .

Известны следующие неравенства (см., напр., [7]) для CBE :
√
10 + 3

6
√
2π

6 CBE 6 0.4748.

Случайная величина с функцией распределения Gp(x), имеющая
хи-квадрат распределение с p степенями свободы, может быть пред-
ставлена в виде суммы p независимых одинаково распределённых слу-
чайных величин с хи-квадрат распределением с одной степенью свобо-
ды. Этот факт позволяет дать более точные оценки точности аппрок-
симации нормальным распределением, чем те, которые можно полу-
чить в общем случае с помощью неравенства Берри–Эссеена. А имен-
но, имеет место следующий результат (см. лемму 2 в [8]):

Лемма 5. Для всех λ ∈
(
0;
√
3− 1

)
и целых p > 1 выполнено

sup
x

∣∣∣Gp

(
p+ x

√
2p
)
− Φ (x)

∣∣∣ 6 minλ D̃ (λ, p)√
p

,

где

D̃
(
λ, p
)
=

2

π

(√
π

6
+

2
(
1− λ

)

√
p
(
2− 2λ− λ2

)2

+

(
1 + λ2

)

λ2
√
p

(
1 + λ2

)−p/4

+
1

λ2
√
p
exp

(
− λ2p

4

))
.

Зафиксировав, к примеру, λ = 0.5, и используя монотонность функ-

ции D̃ (λ, p) по параметру p, получим консервативную оценку для

minλ D̃(λ, p) :

min
λ

D̃ (λ, p) 6 D̃ (0.5, 1) 6 6.22. (18)

Лемма 6. Для любых случайных величин X и Y и любого действи-

тельного числа a > 0 справедливы неравенства

P(|X + Y | > 2a) 6 P(|X | > a) +P(|Y | > a)
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и

P(|X · Y | > a2) 6 P(|X | > a) +P(|Y | > a).

Доказательство леммы 6 очевидным образом вытекает из рас-
суждений от противного. �

Лемма 7. Если с.в. X1, . . . , Xk независимы и таковы, что

|P(Xj 6 x) − Φ(x)| 6 Dj при всех x и j = 1, . . . , k с некоторыми

постоянными D1, . . . , Dk, то

∣∣∣P
( k∑

j=1

cj Xj 6 x
)
− Φ(x)

∣∣∣ 6
k∑

j=1

Dj ,

где c1, . . . , ck суть произвольные постоянные, для которых

c21 + · · ·+ c2k = 1.

Доказательство леммы 7 см., например, в теореме 3.1 в [9]]. �

§4. Доказательства теорем 1–2

Начнем с доказательства теоремы 2, поскольку неравенство (2) яв-
ляется ключевым в доказательстве теоремы 1.

Доказательство теоремы 2. Воспользовавшись матричным равен-
ством

(I +A)
−1 − (I −A) = A2 (I +A)

−1
,

из определения (1) получаем

√
m
(
BW−1 − rIq

)
−
(√

rU − rV
)

= −
√

r

m
UV +

√
m
(
rIq+

1√
m

√
rU
)((

Iq+
1√
m
V
)−1

−
(
Iq −

1√
m
V
))

= −
√

r

m
UV +

1√
m

(
rIq +

1√
m

√
rU
)
V 2

(
Iq +

1√
m
V
)−1

.

Отсюда для следов этих матриц имеем следующее неравенство:
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∣

∣

√
m

(

trBW
−1 − rq

)

−
(√

r trU − r trV
)∣

∣

6
1√
m

√
r |trUV |+ 1√

m

∣

∣

∣

∣

∣

tr

[

(

rIq +
1√
m

√
rU

)

V
2

(

Iq +
1√
m

V

)

−1
]∣

∣

∣

∣

∣

6
1√
m

√
r |trUV |+ 1√

m
trV

2
tr

[

(

rIq +
1√
m

√
rU

)(

Iq +
1√
m

V

)

−1
]

=
1√
m

√
r |trUV |+ 1√

m
trV

2
trBW

−1
. (19)

Для получения предпоследнего неравенства мы использовали симмет-
ричность и неотрицательную определённость обеих случайных матриц
V 2 и [(

rIq +
1√
m

√
rU

)(
Iq +

1√
m
V

)−1
]
= BW−1,

поскольку для симметричных неотрицательно определённых матриц
X и Y выполнено соотношение (см. [5]): trXY 6 trX trY.

Мы видим, что случайная величина trBW−1 фигурирует в крайней
левой и крайней правой частях неравенства (19). Преобразуя полу-
ченное неравенство, получаем, что при tr V 2 < m выполнено (2). Тем
самым доказательство теоремы 2 завершено. �

Переходим к доказательству теоремы 1.

Доказательство теоремы 1. Используя лемму 1 из [4], перейдём к
представлению статистики Лоули–Хотеллинга

TLH =
√
p{mp−1 trShS

−1
e − q}

в терминах матриц B и W размера q×q вместо матриц Sh и Se размера
p × p, где Sh и Se определены в (1), а матрицы B и W независимы и
имеют распределения Уишарта Wq (p, Iq) и Wq (m, Iq) с m = n− p− q
соответственно. При этом будем пользоваться следующим соотноше-
нием (см. [4]): trShS

−1
e = trBW−1.

Согласно (2) для Z1, Z2 и Z3 (см. определение в (3)) при Z2 < m
имеем∣∣∣
√
r TLH−

(√
r trU−r tr V

)∣∣∣=
∣∣∣
√
m
(
trBW−1−rq

)
−
(√

r trU−r tr V
)∣∣∣

6

√
r
∣∣∣Z1

∣∣∣+
(
rq +

√
r
∣∣∣Z3

∣∣∣/
√
m
)
Z2

√
m− Z2/

√
m

.
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Следовательно, в силу (5) и (17) при всех m > M1 получаем

sup
z

∣∣∣∣∣∣∣∣
P

(
TLH√

2q
(
1 + r

) < z

)
−P

(
trU −√

r tr V√
2q
(
1 + r

) < z

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

6

3∑

i=1

P(|Zi| > B) +K3(r, q)
lnm√
m

· sup
x

f(x), (20)

где f(x) есть плотность с.в. (trU −√
r trV )/

√
2q (1 + r) и K3 (r, q) –

некоторая вычислимая функция от r и q.
Отметим, что, поскольку матрицы B и W независимы, матрицы U и

V также независимы между собой. Известно (см., напр., гл.2 в [1]), что
trB и trW имеют хи-квадрат распределения с pq и mq степенями сво-
боды соответственно. Известно также, что плотность распределения
хи-квадрат с k > 3 степенями свободы ограничена сверху величиной:
1/(2

√
π (k − 2)). Поэтому для плотности f(x) справедлива равномер-

ная оценка

f(x) 6 min

( √
p√

(pq − 2)
,

√
m√

r (qm− 2)

)
·
√
q(1 + r)√

2π
. (21)

Объединяя утверждения лемм 5 и 7 и соотношения (1), (6), (14), (18),
(20) и (21), получаем утверждение теоремы 1. �
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