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ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ПОНЯТИЯ ЛОКАЛЬНОГО

ВРЕМЕНИ

Пусть ξ(t), t > 0 – измеримый вещественнозначный случайный про-
цесс. Тогда для любой измеримой функции f по теореме о замене меры
справедливо тождество

t∫

0

f(ξ(s))ds =

∫

R

f(y)µ(t, dy), (1)

где для любого борелевского множества A величина µ(t, A) опреде-
ляется как время пребывания процесса ξ(s), s ∈ [0, t] в множестве A.
Другими словами, µ(t, · ) есть образ меры Лебега на [0, t] под действи-
ем функции ξ(s).

Если мера µ(t, · ) с вероятностью 1 абсолютно непрерывна относи-
тельно меры Лебега λ, то производную

l(t, y) =
dµ

dλ
(t, y)

называют локальным временем процесса ξ в точке y к моменту време-
ни t. В этом случае соотношение (1) может быть переписано как

t∫

0

f(ξ(s))ds =

∫

R

f(y)l(t, y)dy. (2)

Если у процесса ξ(t) существует локальное время, то оно может
быть вычислено с помощью формулы (см., например, [2])

l(t, y) =
1

2π

∫

R

eipy
( t∫

0

e−ipξ(s)ds
)
dp. (3)
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В случае, когда у процесса ξ(t) нет локального времени, то в каче-
стве его удобной замены можно рассмотреть сглаженную меру

m(t, y)dy = (h0 ∗ µ)(t, y) dy =
(∫

R

h0(y − z)µ(t, dz)
)
dy,

где сглаживающее ядро h0 может быть выбрано достаточно произ-
вольным образом.

Обозначим через Ah оператор свертки с функцией h(x) = h0(−x).
Нетрудно проверить справедливость следующего тождества

∫

R

(Ahf)(y)µ(t, dy) =

∫

R

f(y)m(t, y)dy.

Последнее тождество означает, что для сглаженной меры m(t, y)dy
вместо (2) справедливо соотношение

t∫

0

(Ahf)(ξ(s)) ds =

∫

R

f(y)m(t, y)dy.

В настоящей работе мы покажем, что для некоторого специально-
го класса процессов, именно, для центрированных процессов Леви с
конечным вторым моментом, есть достаточно удобный выбор функ-
ции h. Для разных процессов функция h будет разной (она будет опре-
деляться мерой Леви процесса), и всегда будет вероятностной плотно-
стью. Далее мы покажем, что именно такой выбор функции h является
вполне естественным, так как построенная таким образом случайная
функция m(t, y) ”наследует” одно важное свойство локального времени
винеровского процесса.

Известно, что для процессов Леви локальное время существует не
всегда. Например, у устойчивых процессов локальное время существу-
ет только если показатель устойчивости больше единицы. Необходимое
и достаточное условие существования локального времени у процесса
Леви можно найти в [3].

Итак, пусть ξ(t), t ∈ [0,∞), ξ(0) = 0 – однородный центрированный
процесс Леви с конечным вторым моментом. Предположим сначала
(далее мы откажемся от этого предположения), что процесс ξ(t) – чи-
сто скачкообразный (без гауссовской компоненты). В этом случае, так
как процесс ξ(t) центрирован, то распределение процесса однозначно
определяется его мерой Леви Π. Мера Леви является σ-конечной мерой
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на R \ {0}, удовлетворяющей условию
∫

R\{0}

min(y2, 1)Π(dy) < ∞.

Мера Π определяет интенсивность скачков процесса ξ(t), а сам про-
цесс ξ(t) может быть построен как стохастический интеграл по пуас-
соновской случайной мере соответствующей интенсивности (подробнее
см. [4, гл. 6, §4]).

Для любого t характеристическая функция ϕt(p) случайной вели-
чины ξ(t) имеет вид

ϕt(p) = Eeipξ(t) = e−tL(p), (4)

где

−L(p) =

∫

R

(
eipy − 1− ipy

)
Π(dy).

Условие конечности у процесса ξ(t) второго момента означает, что
выполнено более сильное условие∫

R\{0}

y2 Π(dy) < ∞. (5)

Дополнительно мы предположим, что процесс ξ(t) удовлетворяет
условию нормировки

Eξ2(1) =

∫

R

y2 Π(dy) = 1. (6)

Из условий (5) и (6) вытекает, что для всех p ∈ R справедливо
неравенство

|L(p)| 6
p2

2
. (7)

Кроме того, из (6) следует, что справедливо соотношение

L(p) ∼
p2

2
, p → 0. (8)

Для процесса Леви, определенного (4), рассмотрим специального
вида функцию h(x)

h(x) =

∫

R

(|x+ y| − |x| − y · sgn(x))Π(dy)
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= 2
(

∞∫

−x

(x+ y)Π(dy) · 1(−∞,0)(x) −

−x∫

−∞

(x+ y)Π(dy) · 1(0,∞)(x)
)
. (9)

Нетрудно показать (см. [1, стр. 208]) что преобразование Фурье ĥ(p)
функции h(x) задается формулой

ĥ(p) =
2L(−p)

p2
. (10)

Из (9) следует, что функция h неотрицательна, а с учетом (8) это
означает, что она является плотностью вероятностного распределения.

Определим теперь оператор Ah : L2(R) → L2(R), полагая

Ahf = f ∗ h.

Из (7) следует, что Ah является ограниченным оператором в L2(R).
Важно отметить, что функция h, и, соответственно, оператор Ah, за-
висят от процесса ξ(t). Более того, если мы рассмотрим последователь-
ность процессов ξn, слабо сходящуюся к стандартному винеровскому
процессу, то соответствующая последовательность операторов Ahn

бу-
дет сходиться к тождественному оператору.

Посмотрим теперь, что изменится в случае, если процесс ξ(t) не
является чисто скачкообразным, то есть у процесса ξ(t) имеется нену-
левая гауссовская компонента. В этом случае в формуле (4) мы имеем

−L(p) =
σ2p2

2
+

∫

R

(
eipy − 1− ipy

)
Π(dy),

а условие (6) заменится на условие

Eξ2(1) = σ2 +

∫

R

y2 Π(dy) = 1.

Функция ĥ(p) также задается формулой (10), но в этом случае у ме-
ры h(x)dx появится масса σ2 в точке ноль. Для винеровского процесса

мы имеем σ2 = 1 и ĥ(p) = 1 для всех p. В этом случае мера h(x)dx
превращается в дельта-функцию.

Всюду далее мы рассматриваем общий случай, то есть предполага-
ем, что у процесса ξ(t) может быть ненулевая гауссовская компонента.

Сформулируем основной результат.
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Теорема 1. Для любого f ∈ L2(R) справедливо соотношение

t∫

0

Ahf(ξ(s))ds =

∫

R

f(y)m(t, y)dy, (11)

где

m(t, y) =
1

2π

∫

R

eipy ĥ(p)
( t∫

0

e−ipξ(s)ds
)
dp, (12)

причем m(t, · ) ∈ L2(R) с вероятностью 1.

Доказательство. Докажем сначала, что m(t, ·) ∈ L2(R) с вероятно-
стью 1. Для этого достаточно показать что

E

∫

R

|m(t, y)|2 dy < ∞. (13)

Чтобы доказать (13) в свою очередь достаточно показать конеч-
ность величины

I = E

∫

|p|>1

|ĥ(p)|2
∣∣∣

t∫

0

e−ipξ(s)ds
∣∣∣
2

dp.

Нам понадобится легко проверяемая формула. Для каждой функ-
ции ϕ ∈ L1[0, t] справедливо соотношение

∣∣∣
t∫

0

ϕ(s) ds
∣∣∣
2

= 2

∫

0<s1<s2<t

Re[ϕ(s2)ϕ(s1)] ds1ds2. (14)

Используя (14), получим

I = 2Re

[ ∫

|p|>1

dp |ĥ(p)|2E

∫

0<s1<s2<t

e−ipξ(s1)eipξ(s2)ds1ds2

]

= 2Re

[ ∫

|p|>1

dp |ĥ(p)|2
∫

0<s1<s2<t

e−(s2−s1)L(p)ds1ds2

]

= 2Re

[ ∫

|p|>1

dp |ĥ(p)|2
1

L(p)

t∫

0

(1 − e−s2L(p))ds2

]
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= 2Re

[ ∫

|p|>1

dp |ĥ(p)|2
1

L(p)

(
t−

1

L(p)
(1− e−tL(p))

)]

6 2

∫

|p|>1

dp
|L(p)|

p4

(
t+

1

|L(p)|

)
< ∞

Сходимость последнего интеграла следует из (7).
Докажем теперь формулу (11). Введем еще одно обозначение. Для

каждых g ∈ L2(R) и M > 0 через gM будем обозначать функцию

gM (x) =
1

2π

M∫

−M

e−ipxĝ(p)dp.

Далее, пусть f ∈ L2(R). Имеем

t∫

0

Ahf(ξ(s))ds = lim
M→∞

t∫

0

AhfM (ξ(s))ds

= lim
M→∞

1

2π

M∫

−M

f̂(p)ĥ(p)
( t∫

0

e−ipξ(s)ds
)
dp

=
1

2π

∞∫

−∞

f̂(p)ĥ(p)
( t∫

0

e−ipξ(s)ds
)
dp (15)

С другой стороны

∫

R

f(y)m(t, y)dy =

∫

R

f(y)

[
1

2π

∫

R

eipyĥ(p)
( t∫

0

e−ipξ(s)ds
)
dp

]
dy

=
1

2π

∫

R

f̂(p)ĥ(p)
( t∫

0

e−ipξ(s)ds
)
dp. (16)

Из (15) и (16) немедленно следует утверждение теоремы. �
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Формула (11) может быть переписана следующим образом. Для
каждого g ∈ Ah(L2(R)) справедливо соотношение

t∫

0

g(ξ(s))ds =

∫

R

A−1
h g(y)m(t, y)dy.

В последнем соотношении A−1
h – это псевдодифференциальный опе-

ратор с символом p2

2L(−p) .

Если ξ(t) – это стандартный винеровский процесс, то оператор Ah

является тождественным оператором, а в (11) функция m(t, y) сов-
падает с локальным временем. В случае, когда у процесса ξ(t) есть
ненулевая гауссовская компонента, то оператор A−1

h является ограни-
ченным оператором в L2(R) и справедливо соотношение

l(t, ·) = (A∗
h)

−1m(t, ·).

Покажем теперь, что именно такой выбор функции h является впол-
не естественным, так как построенная таким образом случайная функ-
ция m(t, y) ”наследует” одно важное свойство локального времени ви-
неровского процесса.

Пусть функция f ∈ L2(R) удовлетворяет условиям:
1)

∫
R

(1 + x2)|f(x)|dx < ∞,

2)
∫
R

f(x) dx = 0,

3)
∫
R

xf(x) dx = 0.

Далее через l(t, x) мы будем обозначать локальное время винеров-
ского процесса, а через f ∗ l будем обозначать свертку функции f с
функцией l(t, ·).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть функция f удовлетворяет условиям 1, 2, 3. Тогда

функция u, определяемая формулой

u(x) = −
1

2
lim
t→∞

Ef ∗ l(t, x), (17)

является единственным решением уравнения u′′(x) = f(x), x ∈ R,

удовлетворяющим условию u ∈ L2(R) ∩ L∞(R).
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Доказательство. В силу (2) имеем

f ∗ l(t, x) =

∫

R

f(x− y)l(t, y)dy =

t∫

0

f(x− w(τ))dτ. (18)

Далее, пусть функция u ∈ L2(R) ∩ L∞(R) есть решение уравнения
u′′ = f . Используя формулу Ито, получаем

Eu(x− w(t)) − u(x) =
1

2
E

t∫

0

f(x− w(τ))dτ.

Для завершения доказательства остается заметить, что величина
Eu(x− w(t)) стремится к нулю при t → ∞.

�

Покажем теперь, что аналогичное свойство справедливо и для про-
извольного процесса Леви ξ(t). Через m(t, y) будем обозначать случай-
ную функцию, определяемую по процессу ξ(t) формулой (12).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть функция f удовлетворяет условиям 1, 2, 3. Тогда

функция u, определяемая формулой

u(x) = −
1

2
lim
t→∞

Ef ∗m(t, x) (19)

является единственным решением уравнения u′′(x) = f(x), x ∈ R,

удовлетворяющим условию u ∈ L2(R) ∩ L∞(R).

Доказательство. В силу (11) имеем

f ∗m(t, x) =

∫

R

f(x− y)m(t, y)dy =

t∫

0

(Ahgx)(ξ(τ))dτ, (20)

где функция gx(y) определяется по функции f как

gx(y) = f(x− y).

Далее, имеем

ĝx(p) = eipxf̂(−p),

и, значит,

Ahgx(y) =
1

2π

∫

R

e−ipyeipxf̂(−p)
2L(−p)

p2
dp
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=
1

2π

∫

R

eipye−ipxf̂(p)
2L(p)

p2
dp.

Подставляя последнее выражение в правую часть (20), получаем

f ∗m(t, x) =
1

2π

∫

R

t∫

0

eipξ(τ)dτ e−ipxf̂(p)
2L(p)

p2
dp.

Из условий 1, 2, 3 на функцию f вытекают соотношения

f̂(0) = f̂ ′(0) = 0

и
f̂(p) = O(p2) при p → 0. (21)

Таким образом,

u(x) = −
1

2
lim
t→∞

Ef ∗m(t, x)

= −
1

2
lim
t→∞

1

2π

∫

R

t∫

0

Eeipξ(τ)dτ e−ipxf̂(p)
2L(p)

p2
dp

= − lim
t→∞

1

2π

∫

R

t∫

0

e−τL(p)dτ e−ipxf̂(p)
L(p)

p2
dp

= − lim
t→∞

1

2π

∫

R

(1 − e−tL(p)) e−ipxf̂(p)
dp

p2

= −
1

2π

∫

R

e−ipxf̂(p)
dp

p2
.

Заметим, что конечность последнего интеграла следует из (21).
Справедливость соотношения u′′ = f проверяется непосредственным
дифференцированием. �
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