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1. Броуновский процесс с нестандартным переключением.

Стандартные переключения с одного набора диффузионных коэффи-
циентов на другой наступают в случайные моменты времени, соот-
ветствующие моментам скачков процесса Пуассона, независящего от
исходных диффузий. Распределения функционалов от диффузий с та-
кими переключениями изучались, например, в работе [1]. Можно рас-
смотреть другие переключения, осуществляемые в моменты останов-
ки зависящие от траекторий переключающегося диффузионного про-
цесса. Рассматривается процесс броуновского движения с дисперсией
принимающей одно из двух состояний и переключение, зависящее от
траектории процесса. Наиболее привлекательным с вычислительной
точки зрения является момент, обратный к локальному времени.

Пусть W (s), s > 0, стандартный процесс броуновского движения.
Рассмотрим два набора броуновских движений с различными диф-
фузионными коэффициентами, Wj(s) := σjW (s), s > 0, где σj > 0,
j = −1, 1. Полагаем Wj(0) = x.

Если для процесса X с вероятностью единица для всех (t, r) ∈
[0, T ]×R существует предел

ℓX(t, r) = lim
δ↓0

lim
ε↓0

1

δ + ε

t∫

0

1(r−δ,r+ε)(X(s)) ds,

то он называется локальным временем процесса X .
В дальнейшем, в качестве процесса X будут выступать процессы

Wj(s), s > 0, определенные на различных случайных интервалах вре-
мени. Локальное время у этих процессов существует. Для них является
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конечным и момент, обратный к локальному времени

̺X(q, r) = min{s : ℓX(s, r) = q}.
Важно, что в момент ̺X(q, r) процесс X принимает значение r, по-
скольку, в силу определения, значение локального времени меняется
только в те моменты времени, в которые сам процесс пересекает уро-
вень r.

Броуновское движение с переключающейся дисперсией имеет сле-
дующий вид:

Bj(t) := x+

t∫

0

σj(−1)S(s) dW (s), j = −1, 1, (1.1)

где

S(t) := max{k : κk 6 t}1[0,t](κ1).

Здесь индекс j характеризует начальный выбор коэффициента диф-
фузии, а моменты κk, k = 1, 2, . . . , определяются рекуррентно следу-
ющим образом. Пусть





κ1 := min{s > 0 : ℓWj
(s, r) = q} = ̺Wj

(q, r),

κ2 := min{s > κ1 : ℓBj
(s, r)− ℓBj

(κ1, r) = q},
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

κk+1 := min{s > κk : ℓBj
(s, r) − ℓBj

(κk, r) = q}.
Нас интересуют результаты, позволяющие вычислять распределения
различных функционалов от броуновского процесса с переключения-
ми в моменты обратные к локальному времени на заданном уровне.
Для броуновского движения, основополагающее значение для разви-
тия теории распределений интегральных функционалов имеет работа
М. Каца [2].

2. Распределение интегральных функционалов. Рассмотрим
метод вычисления распределения интегрального функционала

Ij(t) :=

t∫

0

f
(
j(−1)S(s), Bj(s)

)
ds, f > 0, j = 1,−1.

Общий подход к вычислению распределений интегральных функ-
ционалов от броуновского движения был описан в [3 §1, гл. III]. Этот
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подход применим к широкому классу процессов, в частности к диф-
фузиям с переключениями. Поэтому мы будем рассматривать лишь
основные результаты, которые позволяют вычислять искомые совмест-
ные распределения в рамках этого общего подхода.

Пусть τ – не зависящий от броуновского движения {W (s), s>0} экс-
поненциально распределенный с параметром λ > 0 случайный момент
времени.

Этот момент соответствует преобразованию Лапласа по времени t
от распределения функционала. Для того чтобы получить распределе-
ние функционала в момент t, следует обратить преобразование Лапла-
са по λ в распределении соответствующего функционала в момент τ .

Обозначим Px и Ex вероятность и математическое ожидание по
процессам Bj, j = 1,−1, при условии Bj(0) = x. Для краткости будем
использовать обозначение E{ξ; A} := E{ξ1A}.

Теорема 2.1. Пусть Φ(j, x) и f(j, x), x ∈ R, j = 1,−1, – кусочно

непрерывные функции. Предположим, что f > 0 и Φ ограничена. То-

гда

Qj(x) := Ex

{
Φ
(
j(−1)S(τ), Bj(τ)

)
exp

(
−

τ∫

0

f
(
j(−1)S(s), Bj(s)

)
ds

)}

= Uj(x)− e−qσ2
jωj/2

(
ψj(x)1(−∞,r)(x) + ϕj(x)1[r,∞)(x)

)

× 1− e
−qσ2

−jω−j/2

1− e
−q(σ2

j
ωj+σ2

−j
ω
−j)/2

(Uj(r) − U−j(r)), (2.1)

где при каждом j = −1, 1 функция Uj(x), x ∈ R, является единствен-

ным ограниченным решением уравнения

1

2
σ2
jU

′′(x)− (λ+ f(j, x))U(x) = −λΦ(j, x), (2.2)

а ψj(x), x ∈ R, – неотрицательное возрастающее, ϕj(x), x ∈ R, –

неотрицательное убывающее решения уравнения

1

2
σ2
jY

′′(x) − (λ+ f(j, x))Y (x) = 0, x ∈ R, (2.3)

удовлетворяющие условию ψj(r) = ϕj(r) = 1, и

ωj = ψ′
j(x)ϕj(x) − ψj(x)ϕ

′
j(x)

их вронскиан, который постоянен.
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Замечание 2.1 Для кусочно непрерывных функций f и Φ уравнение
(2.2), а также (2.3), при каждом j надо понимать следующим обра-
зом: оно имеет место во всех точках непрерывности функций f и Φ,
а в точках разрыва f и Φ его решение непрерывно вместе с первой
производной.

Доказательство теоремы 2.1. Функция Uj(x), x ∈ R, имеет (см. [3],
гл. IV, теорема 4.2, a = −∞, b = ∞) следующую вероятностную ин-
терпретацию:

Uj(x) := Ex

{
Φ(j,Wj(τ)) exp

(
−

τ∫

0

f(j,Wj(s)) ds

)}
. (2.4)

Воспользуемся тем, что {τ < κ1} = {ℓWj
(τ, r) < q} и что τ не

зависит от процесса Bj . Имеем

Qj(x) = Ex

{
Φ(j,Wj(τ)) exp

(
−

τ∫

0

f(j,Wj(s)) ds

)
; τ < κ1

}

+Ex

{
Φ
(
j(−1)S(τ), Bj(τ)

)
exp

(
−

κ1∫

0

f(j,Wj(s)) ds

)

× exp

(
−

τ∫

κ1

f
(
j(−1)S(s), Bj(s)

)
ds

)
; τ > κ1

}

= Ex

{
Φ(j,Wj(τ)) exp

(
−

τ∫

0

f(j,Wj(s)) ds

)
; ℓWj

(τ, r) < q

}

+ λEx

∞∫

κ1

e−λt exp

(
−

κ1∫

0

f(j,Wj(s)) ds

)

× Φ
(
j(−1)S(t), Bj(t)

)
exp

(
−

t∫

κ1

f
(
j(−1)S(s), Bj(s)

)
ds

)
dt

=: Vj(x) + Lj(x) (2.5)

где Vj(x) и Lj(x) – соответственно первое и второе слагаемые.
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Используя свойства обратного преобразования Лапласа, имеем

Vj(x) = L−1
γ

(
γ−1Mγ(x)

)
, где

Mγ(x) := Ex

{
Φ(j,Wj(τ)) exp

(
−

τ∫

0

f(j,Wj(s)) ds− γℓWj
(τ, r)

)
,

L−1
γ – оператор обратного преобразования Лапласа по γ. Согласно тео-

реме 3.1 и замечанию 3.1 из [3 гл. III] функция Mγ(x), x ∈ R, является
единственным непрерывным ограниченным решением задачи

1

2
σ2
jM

′′(x) − (λ+ f(j, x))M(x) = −λΦ(j, x), x 6= r, (2.6)

M ′(r + 0)−M ′(r − 0) =
2γ

σ2
j

M(r). (2.7)

Пусть функции ϕj , ψj и Uj определены как в формулировке теоремы.
Тогда решение Mγ(x), x ∈ R, задачи (2.6), (2.7) можно представить в
следующем виде:

Mγ(x)=Uj(x)−Uj(r)
2γ

2γ + σ2
jωj

(
ψj(x)1(−∞,r)(x)+ϕj(x)1[r,∞)(x)

)
. (2.8)

Действительно, функция Mγ(x) такого вида является при x 6= r непре-
рывным ограниченным решением уравнения (2.6) и выполняется усло-
вие

M ′
γ(r + 0)−M ′

γ(r − 0) = −Uj(r)
2γ

2γ + σ2
jωj

(ϕ′
j(r) − ψ′

j(r))

= Uj(r)
2γωj

2γ + σ2
jωj

=
2γ

σ2
j

Mγ(r).

Обращая в (2.8), деленном на γ, преобразование Лапласа по γ, имеем

Vj(x) = Uj(x)−Uj(r)e
−qσ2

jωj/2
(
ψj(x)1(−∞,r)(x)+ϕj(x)1[r,∞)(x)

)
. (2.9)

Рассмотрим слагаемое Lj(x), x ∈ R. В выражении для Lj(x) сделаем

замену переменной t = u + κ1. Положим S̃(u) := S(u + κ1) − S(κ1),

W̃ (u) :=W (u + κ1)−W (κ1),

B̃−j(u) := Bj(u+κ1) = Bj(u+κ1)−Bj(κ1)+r = r+

u∫

0

σ−j(−1)S̃(s) dW̃ (s).
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Мы пользуемся тем, что (−1)S(κ1) = −1, и что W̃ (s), s > 0, – снова
броуновское движение. Тогда

Lj(x)=Ex

{
exp

(
−

κ1∫

0

(λ+f(j,Wj(s))) ds

)
λ

∞∫

0

e−λu

×Φ
(
−j(−1)S̃(u), B̃−j(u)

)
exp

(
−

u∫

0

f
(
− j(−1)S̃(v), B̃−j(v)

)
dv

)
du

}
.

По теореме Фубини интеграл по параметру u с весом λ e−λu можно
заменить на подынтегральное выражение с τ̃ вместо u, где τ̃ – экспо-
ненциально распределенная с параметром λ случайная величина, не
зависящая от других процессов и величин. Тем самым, для Lj(x) по-
лучим следующее выражение:

Lj(x)=Ex

{
exp

(
−

κ1∫

0

(λ+f(j, Bj(s))) ds

)}
Er

{
Φ
(
− j(−1)S̃(τ̃), B̃−j(τ̃ )

)

× exp

(
−

τ̃∫

0

f
(
− j(−1)S̃(s), B̃−j(s)

)
ds

)}
= Dj(x)Q−j(r),

где

Dj(x) := Ex

{
exp

(
−

κ1∫

0

(λ+ f(j, Bj(s))) ds

)}
. (2.10)

Здесь мы воспользовались тем, что процессы S̃(s) и B̃−j(s), s > 0, не
зависят от σ-алгебры событий, порожденных исходным броуновским
движением Wj до момента κ1.

В силу (2.5) имеем

Qj(x) = Vj(x) +Dj(x)Q−j(r).

Применяя это соотношение с заменой j на −j получаем

Qj(r) = Vj(r) + V−j(r)Dj(r) +Dj(r)D−j(r)Qj(r)

или

Qj(r) =
Vj(r) + V−j(r)Dj(r)

1−Dj(r)D−j(r)
.
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В результате имеем

Qj(x) = Vj(x) +Dj(x)
V−j(r) + Vj(r)D−j(r)

1−Dj(r)D−j(r)
. (2.11)

Согласно теореме 7.3 из [3, гл. III] при a = −∞, b = ∞

Dj(x) = e−qσ2
jωj/2

(
ψj(x)1(−∞,r)(x) + ϕj(x)1[r,∞)(x)

)
.

Отсюда следует, что Dj(r) = e−qσ2
jωj/2. Подставив эти соотношения и

выражение (2.9) в (2.11) получим

Qj(x) = Uj(x)− e−qσ2
jωj/2

(
ψj(x)1(−∞,r)(x) + ϕj(x)1[r,∞)(x)

)

×
(
Uj(r)−

1− e
−qσ2

−jω−j/2

1− e
−q(σ2

j
ωj+σ2

−j
ω
−j)/2

U−j(r)− e−qσ2
−jω−j/2

× 1− e
−qσ2

jωj/2

1− e
−q(σ2

j
ωj+σ2

−j
ω
−j)/2

Uj(r)

)
.

Отсюда очевидно следует (2.1). Теорема доказана. �

Пример 2.1. Вычислим совместную характеристическую функцию
процесса (−1)S(t) и броуновского движения с переключающейся дис-
персией.

Вычислим

Q1(x) = Ex exp
(
iα(−1)S(τ) + iβB1(τ)

)
.

Здесь α ∈ R, β ∈ R и x ∈ R обозначает начальное состояние процесса
B1.

Для вычисления Q1(x) применим теорему 2.1 при Φ(j, x) = eiαj+iβx,
f(x) ≡ 0. В данном случае ограниченное решение уравнения

1

2
σ2
jU

′′
j (x)− λUj(x) = −λeiαjeiβx

имеет вид

Uj(x) =
2λeiαjeiβx

2λ+ σ2
jβ

2
.

В этом случае

ψj(x) = e(x−r)
√
2λ/σj , ϕj(x) = e(r−x)

√
2λ/σj , ωj = 2

√
2λ/σj .
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Согласно (2.1) имеем

Q1(x) =
2λeiα+iβx

2λ+ σ2
1β

2
− e−qσ1

√
2λe−|x−r|

√
2λ/σ1

× 1− e−qσ
−1

√

2λ

1− e−q
√

2λ(σ1+σ
−1)

(
2λeiα+iβr

2λ+ σ2
1β

2
− 2λe−iα+iβr

2λ+ σ2
−1β

2

)
, (2.12)

Обращая при α = 0 преобразование Фурье по параметру β, получаем

d

dz
Px(B1(τ) < z) =

√

λ
√

2σ1
e−|z−x|

√
2λ/σ1 − e−qσ1

√
2λe−|x−r|

√
2λ/σ1

× 1− e−qσ
−1

√

2λ

1− e−q
√

2λ(σ1+σ
−1)

( √

λ
√

2σ1
e−|z−r|

√
2λ/σ1 −

√

λ
√

2σ−1
e−|z−r|

√
2λ/σ

−1

)
.

(2.13)

Так как обратное преобразование Лапласа по λ от
1

√

2λ
e−v

√
2λ, v > 0,

имеет вид
1

√

2πt
e−v2/2t, то поделив соотношение (2.13) на λ и разложив

знаменатель в ряд по e−q
√
2λ(σ1+σ

−1) несложно получить выражение

для
d

dz
Px(B1(t) < z) в виде ряда.
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Borodin A. N. Distributions of functionals of Brownian motion with
non-standard switching.

The standard switching from one set of diffusion coefficients to another
occurs at random times corresponding to the moments of jumps of Poisson
process independent of the initial diffusion. The paper deals with the
process of Brownian motion with variances taking one of two values by the
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switching, depending on a trajectories of the process. The most attractive
from a computational point of view is the moment inverse to local time.
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