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§1. Введение

Работа посвящена исследованию решений нестационарного уравне-
ния

−iΦt = H(εt)Φ, ε≪ 1 (1.1)

с оператором H медленно зависящим от времени. Хорошо известны
асимптотические формулы описывающие поведение решений уравне-
ния (1.1) в случае, когда спектр оператора в каждый момент времени
является дискретным. Построение асимптотических формул для ре-
шения уравнения (1.1) в случае если оператор H имеет непрерывный
спектр традиционно основано на адиабатической теореме теории рас-
сеяния (см. [1]). Соответствующая техника, например, хорошо развита
в случае, когда оператор H представим в виде суммы

H(εt) = H0 +V(εt), (1.2)

где оператор H0 от t не зависит. В случае быстро убывающего по-
тенциала, в старшем порядке асимптотические формулы для решений
уравнения (1.1) строятся так, как если бы оператор от времени не
зависел и определяются только значением оператора в начальный
момент времени, см. [3] и [2]. В настоящей работе используется другой
подход не зависящий от адиабатической теоремы теории рассеяния. В
качестве модели выбран одномерный оператор Дирака (в самосопря-
женном случае) на всей оси с быстро убывающим потенциалом

H(t) = iσ3
d

dx
+

(
0 p
p 0

)
.
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В этом случае оператор имеет двукратный непрерывный спектр на
оси и не имеет дискретного спектра. В качестве основного асимптоти-
ческого анзатца для решения уравнения (1.1) выбрано разложение по
собственным функциям непрерывного спектра оператора H(t) в дан-
ный момент времени.

Во втором параграфе мы приведем основные сведения из спектраль-
ной теории оператора Дирака. Третий параграф посвящен построению
формального решения нестационарного уравнения Дирака. В четвер-
том параграфе мы докажем, что построенные формальные решения
являются асимптотическими разложениями точных решений задачи
Коши для нестационарного уравнения Дирака. Наконец, в пятом па-
раграфе, мы сравним полученные результаты с результатами, возни-
кающими в рамках подхода, связанного с адиабатической теоремой
теории рассеяния.

§2. Необходимые сведения из спектральной теории

для оператора Дирака

Для анализа решений уравнения (1.1) нам потребуются некоторые
сведения из спектральной теории для оператора Дирака (см. [4]). Рас-
смотрим оператор Дирака на всей оси с быстро убывающим потенци-
алом

H = iσ3
d

dx
+

(
0 p(x)

p(x) 0

)
, p(x) ∈ S(−∞,+∞).

Здесь S(−∞,+∞) - класс Шварца. Фиксируем решения Ψ(x) и Ψ̃(x)
спектрального уравнения

HΦ = λΦ, Φ ∈ Mat(2× 2), (2.1)

удовлетворяющие граничным условиям

Ψ(x, λ) = exp(−iσ3λx) + o(1), x→ +∞,

Ψ̃(x, λ) = exp(−iσ3λx) + o(1), x→ −∞.

Из анализа подходящих интегральных уравнений Вольтерра для ре-

шений Ψ(x, λ) и Ψ̃(x, λ) легко получить следующую лемму (см. [4]).

Lemma 2.1. Решения Ψ(x) и Ψ̃(x) существуют и единственны. Они

являются бесконечно дифференцируемыми функциями от x и λ и
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имеют следующие пределы

Ψ(x, λ) = exp(−iσ3λx)

(
a(λ) b(λ)

b(λ) a(λ)

)
+ o(1), x→ −∞,

Ψ̃(x, λ) = exp(−iσ3λx)

(
a(λ) −b(λ)
−b(λ) a(λ)

)
+ o(1), x→ +∞.

Коэффициенты a и b удовлетворяют следующим условиям:

a(λ) = 1 + ã(λ); ã, b ∈ S(−∞,+∞),

|a|2 = |b|2 + 1.

Обозначим через Ψ1,Ψ2 и Ψ̃1, Ψ̃2 вектор-функции, которые явля-

ются столбцами матриц Ψ и Ψ̃

Ψ = (Ψ1,Ψ2), Ψ̃ = (Ψ̃1, Ψ̃2).

Оператор H обладает двукратным непрерывным спектром на всей оси.
Вектор-функции f и g, определенные равенствами

f =
Ψ̃1

a
, g =

Ψ2

a

можно рассматривать как собственные функции непрерывного спек-
тра оператора H , в частности

∞∫

−∞

dλ(f(x, λ)f⊤(y, λ) + g(x, λ)g⊤(y, λ)) = 2Iπδ(x− y),

I =

(
1 0
0 1

)
.

Функции f и g обладают следующими асимптотическими свойствами:

f(x, λ, τ) = exp(−iσ3λx)

(
1/a
0

)
+ o(1), x→ −∞, (2.2)

f(x, λ, τ) = exp(−iσ3λx)

(
1
−b/a

)
+ o(1), x→ +∞, (2.3)

g(x, λ, τ) = exp(−iσ3λx)

(
b/a
1

)
+ o(1), x→ −∞, (2.4)

g(x, λ, τ) = exp(−iσ3λx)

(
0

1/a

)
+ o(1), x→ +∞, (2.5)
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Введем в рассмотрение пространство вектор-функций S0

c ∈ S0 ←→ c =

(
c1
c2

)
; c1, c2 ∈ S(−∞,+∞).

Преобразование задаваемое F0 функциями f и g на пространстве S0

(
d1(λ)
d2(λ)

)
= F0

(
c1(x)
c2(x)

)
=

∞∫

−∞

dx

(
f⊤(x, λ)

g⊤(x, λ)

)(
c1(x)
c2(x)

)

обладает свойствами, аналогичными преобразованию Фурье. В част-
ности, оно сохраняет пространство S0, а формула для обратного пре-
образования имеет вид

(
c1(x)
c2(x)

)
=F−1

0

(
d1(λ)
d2(λ)

)
=

1

2π

∞∫

−∞

dλ(f(x, λ),g(x, λ))

(
d1(λ)
d2(λ)

)
. (2.6)

Общее решение неоднородного уравнения

Hv − λv = h(x)

можно найти в терминах функций f и g

v(x) =

x∫

0

dyKλ(x, y)h(y) + d1f + d2g.

Здесь d1 и d2-произвольные коэффициенты, а Kλ(x, y)-матрица 2× 2

Kλ(x, y) =

{
g(x)(ψ̃21(y), ψ̃11(y)), x > 0
f(x)(ψ22(y), ψ12(y)), x < 0

§3. Формальное решение нестационарного уравнения

Дирака

Рассмотрим решение задачи Коши для нестационарного уравнения
Дирака

−iΦt = H(τ)Φ, τ = εt, ε≪ 1 (3.1)

Φ|t=o = Φ0(x).

Здесь Φ(x, t) – вектор-функция с двумя компонентами, H(τ)-оператор
Дирака

H(τ) = iσ3
d

dx
+

(
0 p(x, τ)

p(x, τ) 0

)
, τ = εt,
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p(x, τ) ∈ C∞((−∞,+∞)× [0, τ0]),

Φ0(x) ∈ S0, ∂jτp(•, τ) ∈ S(−∞,+∞), j = 0, 1, 2, ...

σ3 -матрица Паули.
Будем строить формальное решение задачи Коши (3.1) на проме-

жутке τ ∈ [0, τ0] в виде разложения

Φ̂(x, t) =

∞∫

−∞

dλ exp(iλt)

∞∑

l=0

εlFl(x, λ, τ). (3.2)

Теорема 3.1. Задача Коши (3.1) имеет единственное формальное

решение вида (3.2), обладающее следующими свойствами:

Fl(x, λ, τ) ∈ C
∞((−∞,+∞)× (−∞,+∞)× [0, τ0]), ∂jτFl(x, •, τ) ∈ S0

Fl = exp(−iσ3λx)

(
Pl(x, λ, τ)
p0l (λ)

)
+ o(1), x→ −∞, (3.3)

Fl = exp(−iσ3λx)

(
q0l (λ)

Ql(x, λ, τ)

)
+ o(1), x→ +∞. (3.4)

Здесь Pl и Ql -полиномы по x

Pl =

l∑

m=0

plm(τ, λ)xm, Ql =

l∑

m=0

qlm(τ, λ)xm,

с гладкими коэффициентами

∂jτplm(τ, •) ∈ S(−∞,+∞), ∂jτqlm(τ, •) ∈ S(−∞,+∞), j = 0, 1, 2, . . . ,

а p0l (λ) и q0l (λ) - гладкие функции из класса Шварца не зависящие от

τ и x.

Для доказательства теоремы подставим ряд (3.2) в уравнение (3.1).
Приравняем члены при одинаковых степенях ε. Легко видеть, что ко-
эффициенты ряда (3.2) удовлетворяют рекуррентной системе соотно-
шений

−i(Fl)τ = (H(τ) − λ)Fl+1.

В старшем порядке получим

(H(τ) − λ)F0(x, λ, τ) = 0.

Таким образом, функция F0(x, λ, τ) является решением спектрально-
го уравнения (2.1). Произвольное решение спектрального уравнения
может быть представлено в виде

F0(x, λ, τ) = d01(λ, τ)f(x, λ, τ) + d02(λ, τ)g(x, λ, τ).



194 В. В. СУХАНОВ

Для того чтобы определить функции d01(λ, τ) и d02(λ, τ), используем
условия (3.3) и (3.4). С учетом асимптотических свойств (2.2)–(2.5)
решений f(x, λ, τ) и g(x, λ, τ) получим

(d01)τ = 0, (d02)τ = 0.

Наконец, из начального условия задачи Коши (3.1) окончательно име-
ем

(
d01
d02

)
=

1

2π

+∞∫

−∞

dx

(
f⊤(x, λ, 0)

g⊤(x, λ, 0)

)
Φ0(x).

Далее выполнение теоремы можно увидеть с помощью метода матема-
тической индукции. Пусть утверждение теоремы выполнено для всех
l 6 N . В частности, отсюда следует, что

∂FN(y, λ, τ)

∂τ
= exp(−iσ3λx)

(
P̃N (x, λ, τ)

0

)
+ o(1), x→ −∞, (3.5)

∂FN (y, λ, τ)

∂τ
= exp(−iσ3λx)

(
0

Q̃N (x, λ, τ)

)
+ o(1), x→ +∞. (3.6)

Здесь

P̃l(x, λ, τ) =
∂Pl

∂τ
, Q̃l(x, λ, τ) =

∂Ql

∂τ
.

При l = N + 1 получим

FN+1(x, λ, τ) = −i

x∫

0

dyKλ(x, y, τ)
∂FN (y, λ, τ)

∂τ
+ (3.7)

+dN+1
1 (λ, τ)f(x, λ, τ) + dN+1

2 (λ, τ)g(x, λ, τ).

Здесь Kλ(x, y, τ) -матричная функция, построенная по функциям f и
g в момент времени τ

Kλ(x, y, τ) =

{
g(x, λ, τ)(ψ̃21(y, λ, τ), ψ̃11(y, λ, τ)), x > 0
f(x, λ, τ)(ψ22(y, λ, τ), ψ12(y, λ, τ)), x < 0

Рассмотрим асимптотическое поведение функции FN+1(x, λ, τ) при
x→ −∞. Подставим формулы (2.2) и (2.4), описывающие асимптоти-
ческое поведение функций f(x, λ, τ) и g(x, λ, τ) , а также асимптотику
(3.5) производной функции FN в соотношение (3.7). Нетрудно видеть,
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что интеграл, стоящий в правой части равенства обладает асимптоти-
ческим поведением следующего вида

−i

x∫

0

dyKλ(x, y, τ)
∂FN (y, λ, τ)

∂τ
=exp(−iσ3λx)

(
P̂N+1(x, λ, τ)
p̂N+1(λ, τ)

)
+o(1),

при x → −∞, где P̂N+1(x, λ, τ) - подходящий полином по x степени
N + 1, а p̂N+1(λ, τ) - коэффициент не зависящий от x. Тогда

FN+1(x, λ, τ) = exp(−iσ3λx)

[(
P̂N+1(x, λ, τ)
p̂N+1(λ, τ)

)

+ dN+1
1

(
1/a
0

)
+ dN+1

2

(
b/a
1

)]
+ o(1), x→ −∞.

Отсюда используя соотношение (3.3) можно найти коэффициент dN+1
2

с точностью до одной неизвестной постоянной (по τ ) величины

dN+1
2 (λ, τ) = −p̂N+1(λ, τ) + p0N+1(λ).

Совершенно аналогично, рассматривая асимптотическое поведение
функции FN+1(x, λ, τ) при x → +∞, находится коэффициент dN+1

1 .
Для отыскания недостающих констант можно использовать началь-
ное условие задачи Коши

∞∫

−∞

dλFN+1(x, λ, 0) = 0.

В итоге, получим

(
q0N+1(λ)
p0N+1(λ)

)
= F−1

0 (0)
[
i

x∫

0

dyKλ(x, y, 0)
∂FN(y, λ, τ)

∂τ
|τ=0

+ p̂N+1(λ, 0)f(x, λ, 0) + q̂N+1(λ, 0)g(x, λ, 0)].

Здесь F−1
0 (0) - преобразование построенное по формуле (2.6) с функ-

циями f(x, λ, τ) и g(x, λ, τ) в момент времени τ = 0. Таким образом,
мы видим, что существует единственная функция FN+1(x, λ, τ) об-
ладающая нужными свойствами. На этом будем считать теорему до-
казанной.
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§4. Оценки формального решения

Введем в рассмотрение отрезок ряда (3.2)

ΦN (x, t) =

+∞∫

−∞

dλ exp(iλt)

N∑

l=0

εlFl(x, λ, τ)

и соответствующую ему невязку в уравнении (3.1)

∆ΦN (x, t)=−i
∂ΦN

∂t
−H(τ)ΦN =−iεN+1

∞∫

−∞

dλ exp(iλt)
∂FN (y, λ, τ)

∂τ

Теорема 4.1. Невязка ∆ΦN (x, t) удовлетворяет следующим оценкам

∆ΦN (x, t) ∈ C∞((−∞,+∞), [0, τ0]),

‖∆ΦN (x, t)‖klm = O(εN+1).

Здесь

‖F(x, t)‖lkm =
∑

i=1,2

l∑

l′=0

k∑

k′=0

m∑

m′=0

max
x,τ

∣∣∣∣∣
∂l

′+k′

Fi

∂l′x∂k′t
(|x|m + 1)

∣∣∣∣∣

Доказательство этой теоремы является прямым следствием кон-
струкции формального решения ΦN (x, t).

Теорема 4.2. Формальный ряд Φ̂ является асимптотическим раз-

ложением точного решения Φ задачи Коши (1.2) для τ ∈ [0, τ0]. Вы-

полнены следующие оценки

∀k, l,m ‖Φ−ΦN‖lkm = O(εN+1)

Введем в рассмотрение точное решение Φ задачи Коши (3.1)

−iΦt = H(τ)Φ, τ = εt,

Φ|t=o = Φ0(x).

Это решение мы можем рассматривать как результат действия дей-
ствия оператора M(t) на начальные данные задачи Коши

Φ(t) =M(t)Φ0.

Оператор H(τ) формально самосопряженный в L2(−∞,+∞). Таким
образом операторM(t) можно считать изометрическим в L2(−∞,+∞).
Рассмотрим функцию

XN = Φ−ΦN .
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Она удовлетворяет неоднородному уравнению

−i
∂XN

∂t
−H(τ)XN = ∆ΦN (4.1)

Мы можем вычислить решение этого уравнения с помощью операто-
ра M(t)

XN (λ, t) = iM(t)

t∫

0

dt′M−1(t′)∆ΦN (t′)

Из этого соотношения мы можем получить оценку для нормы функ-
ции XN

‖XN‖L2(−∞,+∞) 6 t max
t′∈[0,t]

‖∆ΦN (t′)‖L2(−∞,+∞).

Для того, чтобы получить оценки для производной ∂XN

∂x
продиффе-

ренцируем уравнение (4.1)

−i
∂2XN

∂t∂x
−H(τ)

∂XN

∂x
=
∂(∆ΦN )

∂x
+

(
0 px(x, τ)

px(x, τ) 0

)
.

Теперь мы имеем неоднородное уравнение для ∂XN

∂x
. Оценки для него

можно получить аналогично, как для уравнения (4.1). Похожим обра-
зом возникают оценки для производных ∂XN

∂t
, а также для произведе-

ний XNx
l. На этом будем считать теорему доказанной.

§5. Асимптотическое поведение решения при больших

временах

В старшем порядке построенное нами решение при ε→ 0 имеет вид

Φ(x, t) ∼=
1

2π

∞∫

−∞

dλ exp(iλt)(f(x, λ, τ),g(x, λ, τ))

×

+∞∫

−∞

dy

(
f⊤(y, λ, 0)

g⊤(y, λ, 0)

)
Φ0(y).

Легко видеть, что при t≫ 1 внешний интеграл, стоящий в правой ча-
сти содержит большой параметр и, следовательно, может быть вычис-
лен с помощью подходящих асимптотических методов. При t≫ 1 инте-
грал становится асимптотически малым, если x ограничено. При x→
±∞ можно использовать асимптотики (2.2)–(2.5) решений f(x, λ, τ) и
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g(x, λ, τ). Вклад в асимптотику решения дадут только члены реше-
ния, которые содержат экспоненту exp(iλt) exp(−iλx) при x→∞ или
экспоненту exp(iλt) exp(iλx) при x→ −∞. В итоге, получим

Φ(x, t) ∼=
1

2π

∞∫

−∞

dλ

(
eiλt−iλx 0

0 eiλt+iλx

)

×

+∞∫

−∞

dy

(
f⊤(y, λ, 0)

g⊤(y, λ, 0)

)
Φ0(y) + o(1).

В частности, легко видеть что решение полностью определяется зна-
чением оператора H(τ) в начальный момент времени. Этот результат
естественно согласован с результатами, полученными из адиабатиче-
ской теоремы теории рассеяния.
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Sukhanov V. V. Asymptotic behavior of the solutions of nonstationary
Dirac equation with the potential slowly depending on time.

The asymptotic behavior of the solutions of the Cauchy problem for the
non-stationary Dirac equation with a time-dependent potential is studied.
The construction of asymptotic solutions is based on the spectral decompo-
sition of the solution at a given time. The adiabatic theorem of scattering
theory is not used.
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