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§1. Введение

Пусть на отрезке (0, l) задана неубывающая ограниченная функция
M(x): 0 6 M(0) < M(x) < M(l). Под значением функции M в точке
x мы понимаем массу отрезка струны (0, x). Если M – дифференци-
руемая функция, то ρ(x) = M ′(x) – плотность струны. Следуя [10,11],
мы вводим область, состоящую из продолженных функций

DM :=
{[

u(x), u′
−(0), u

′
+(l)

] ∣∣ u(x) = a+ bx−
x∫

0

(x − s)g(s) dM(s);

u′
−(0) = b; u′

+(l) = b−
l∫

0

g(s) dM(s)
}
,

где u′
−(0), u

′
+(l) – производные слева и справа, g – M -суммируемая

функция. Определим обобщенную дифференциальную операцию Крей-
на lM [u] на DM по правилу

lM [u] = g(x), M−почти везде.

Обратим внимание, что если функция M является дифференцируемой

и M ′(x) > 0, то lm[y] = − 1
M ′()

d2y()
dx2 .
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Зафиксируем T > 0 и рассмотрим следующую начально-краевую
задачу:





utt(x, t) + lM [u] = 0, 0 < x < l, 0 < t < T,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 6 x 6 l,

u(0, t) = f(t), u(x, l) = 0 0 6 t 6 T,

(1)

где f ∈ L2(0, T ) – это граничное управление.
Заметим что авторы не нашли упоминаний в литературе динами-

ческих обратных задач для динамических систем (1), кроме случая,
когда M ′(x) = ρ(x) > δ > 0, 0 6 x 6 l, тогда при ρ ∈ C1, (1) соответ-
ствует начально-краевой задаче для волнового уравнения [8,9]. По мне-
нию авторов, причиной того что подобного рода задачи ещё не были
исследованы является факт, что скорость распространения волны в си-
стемах с ”плохой” плотностью равна бесконечности и обычные методы,
такие как метод граничного управления (Boundary Control) [4, 5, 7, 8],
не применимы непосредственно, и должны быть изменены.

В настоящей статье мы хотим изложить общую стратегию изучения
динамической обратной задачи для системы (1) средствами метода
Граничного управления [5–7] на основе частного случая – конечной
струны Крейна-Стилтьеса.

Во втором параграфе для произвольного распределения массы мы
выводим интегральное уравнение, эквивалентное (1). В третьем пара-
графе, следуя [15], мы рассмотрим прямые и обратные задачи в важ-
ном частном случае: конечная струна Крейна–Стилтьеса. В послед-
нем параграфе мы рассмотрим пример, когда единичная плотность
аппроксимируется точечными массами, равномерно распределенными
на интервале.

§2. Прямая задача для струны Крейна

Полезно переписать (1) в интегральной форме. Два раза проинте-
грировав уравнение в (1), мы получим, что

u(x, t) = −
t∫

0

(t− s)lM [u(·, s)] ds.
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Умножение на x и интегрирование дает

y∫

0

u(x, t)x dM(x) = −
y∫

0

t∫

0

(t− s)xlM [u(x, s)] ds dM(x). (2)

Используя тождества Лагранжа [10]

l∫

0

(l[u](x)v(x) − u(x)l[v](x)) dM(x) = u(x)v′(x) − u′(x)v(x)
∣∣∣
x=l+

x=0−

с функцией v(x) = x мы придем к

l∫

0

xlM [u(x, s)] dM(x) = u(x, t)− u′(x, t)
∣∣∣
x=l+

x=0−
,

и таким образом (2) сводится к

y∫

0

u(x, t)x dM(x) = −
t∫

0

(t− s)(u(x, s)− u′(x, s)x)
∣∣∣
x=y+

x=0
ds

= −
t∫

0

(t− s) (u(y, s)− u(0, s)− yu′(y+, s)) ds.

Проинтегрировав последнее тождество по переменной y от 0 до z по-
лучим

z∫

0

y∫

0

u(x, t)x dM(x) dy = −
t∫

0

(t− s)

z∫

0

(u(y, s)− u(0, s)) dy ds

+

t∫

0

(t− s)

z∫

0

(yu′(y+, s)) ds = −2

t∫

0

(t− s)

z∫

0

u(y, s) dy ds

+ z

t∫

0

(t− s) [u(0, s) + u(s, z)] ds

Все выкладки приводят к утверждению:
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Лемма 1. Начальная краевая задача (1) эквивалентна следующему
интегральному уравнению:

x∫

0

z(x− z)u(z, t) dM(z) = x

t∫

0

(t− s) [f(s) + u(x, s)] ds

− 2

t∫

0

(t− s)

x∫

0

u(y, s) dy ds, u(x, l) = 0. (3)

Разрешимость (3) для произвольного распределения масс M и ана-
лиз оператора управления, определенного правилом

WT : f(t) = u(0, t) 7→ uf (·, T ),
являются важным шагом в процедуре решения динамических обрат-
ных задач, см. [5–8,12,14]. Теперь мы рассмотрим специальный случай
распределения массы, а именно струну Крейна-Стилтьеса.

§3. Специальный случай: конечная струна

Крейна–Стилтьеса. Прямая и обратная задачи.

При исследовании спектральных задач [2,10,11] “плохая” масса ап-
проксимируется массами, которые имеют форму ступенек, что означа-
ет что соответствующие плотности имеют простую структуру точеч-
ных масс, распределенных на интервале. Именно поэтому результаты
этого раздела, более полно изложенные в [15], могут быть использова-
ны в качестве первого шага к решению динамической обратной задачи
для струны общего вида.

Мы предполагаем, что струна является струной Крейна-Стилтьеса,
т.е. масса M является кусочно-постоянной функцией. Пусть 0 = x0 <
x1 < x2 < . . . < xN−1 < xN = l, mi > 0, i = 1, . . . , N − 1, li = xi − xi−1,

i = 1, . . .N, и плотность dM имеет форму dM(x) =
N−1∑
i=1

miδ(x− xi). В

этом случае мы получим, что

lM [u](x) =
u′(x + 0)− u′(x− 0)

mx

,

mx :=





M(+0)−M(0), x = 0,

M(x+ 0)−M(x− 0), 0 < x < l,

M(l)−M(l − 0), x = l,
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и, таким образом, u′(x) = 0, x ∈ (xi−1, xi) и вводя обозначения ui(t) =
u(xi, t), видим, что начально-краевая задача (1) эквивалентна началь-
но-краевой задаче для вектор-функции (мы сохраним те же обозначе-
ния) u(t) = (u1(t), . . . , uN−1(t)):

{
Mutt = −Au+ f̃ , t > 0,

u(0) = 0, ut(0) = 0,
(4)

где

A =




b1 a1 0 . . . 0
a1 b2 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . bN−2 aN−2

0 0 . . . aN−2 bN−1




,

M =




m1 0 . . . 0
0 m2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 mN−1


 , f̃ =




f
l1

0
. . .
0


 ,

и элементы матрицы A задаются как

ai =
1

li+1
, bi = − li + li+1

lili+1
. (5)

Заметим что в этом случае A < 0.
Решение начально-краевой задачи (1) определяется как непрерыв-

ная функция по следующему правилу:

uf (x, t) =






f(t), x = 0,

ui(t), x = xi, i = 1, . . . , N − 1,

0, x = l,

аффинная функция, x ∈ (xi−1, xi).

(6)

Решение (4) обозначим как uf (t). В дальнейшем фиксировано T > 0.
Динамическая обратная задача состоит в восстановлении струны,

то есть коэффициентов lN , mi, li, i = 1, . . . , N−1 или, что эквивалент-
но, элементам матрицы A и M , из оператора отклика RT , определен-
ного правилом

(
RT f

)
(t) := uf

1 (t), 0 < t < T. (7)
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Рассмотрим следующую задачу Коши для разностного уравнения
со спектральным параметром λ:

{
anφn+1 + an−1φn−1 + bnφn = λmnφn,

φ0 = 0, φ1 = 1,

n = 1, . . . , N − 1. Последовательно меняя значения индекса n от 1 до
N−1 мы, в качестве решений, получим множество полиномов (от пара-
метра λ) {0, 1, φ2(λ), . . . , φN (λ)}. Обозначим через λ1, . . . , λN−1 корни
уравнения φN (λ) = 0. После введения векторов и коэффициентов

ϕ(λ) =




φ1(λ)
·
·

φN−1(λ)


 , ϕk =




φ1(λk)
·
·

φN−1(λk)


 , ωk =

(
Mϕk, ϕk

)
,

мы обозначим через спектральные данные и спектральную функция
следующие объекты:

{λi, ωi}N−1
i=1 , µ(λ) =

∑

{k:λk<λ}

1

ωk

. (8)

Внешним пространством системы (1), (4), или пространством эле-
ментов управления, обозначим FT := L2(0, T ).

Лемма 2. Решение системы (4) допускает спектральное представ-
ление

uf(t) =
1

l1

∞∫

−∞

t∫

0

sin
√
|λk|(t− τ)√
|λk|

f(τ) dτϕ(λ) dµ(λ).

Оператор отклика RT : FT 7→ FT имеет вид

(
RT f

)
(t) =

t∫

0

r(t− s)f(s) ds,

где

r(t) =
1

l1

N−1∑

k=1

sin
√
|λk|t√

|λk|ωk

(9)

называется функцией отклика.
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Внутреннее пространство, то есть пространство состояний систе-
мы (4) есть HN := R

N−1. Для T > 0, uf(T ) ∈ HN . Метрика в HN

определяется по формуле

(a, b)HT = (Ma, b)
RN−1 , a, b ∈ HN .

Задачи граничного управления для некоторых волновых уравнений с
негладкими плотностями были изучены в [3]. Оператор управления
WT : FT 7→ HN определяется правилом:

WT f = uf (T ). (10)

Мы введем пространство

FT
1 = span

{
sin

√
|λk|(T − t)√
|λk|

}
.

Следующая лемма отвечает на вопрос о граничной управляемости (4):

Лемма 3. Оператор WT является изоморфизмом между FT
1 и HN .

Связывающий оператор CT : FT 7→ FT определяется как CT :=(
WT

)∗
WT , поэтому, по определению, для f, g ∈ FT

(
CT f, g

)
FT

=
(
uf (T ), ug(T )

)
HN

=
(
WT f,WT g

)
HN

.

В методе граничного управления важно, что оператор CT можно вы-
разить в терминах обратных данных:

Теорема 1. Связывающий оператор допускает представление в тер-
минах динамических обратных данных:

(
CT f

)
(t) =

1

l1

T∫

0

2T−s−t∫

|t−s|

r(τ) dτf(s) ds.

Замечание 1. Имеет место соотношение FT
1 = CTFT . Это означает

что FT
1 определяется обратными данными.

В работе [15] авторы предложили три метода восстановления стру-
ны из знания оператора отклика RT для произвольного T > 0. Было
показано, что достаточно знать функцию r и ее производные только в
нуле. Здесь мы приведем только один метод реконструкции, основан-
ный на уравнении Крейна.
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Через fT
k ∈ FT

1 мы обозначим элементы управления, приводящие
систему (4) в предписанные специальные состояния:

dk ∈ HN , dk =

(
0, .,

1

mk

, . . . , 0

)
, k = 1, . . . , N − 1.

Другими словами, fT
k ∈ FT

1 являются решениями уравнений WT fT
k =

dk, k = 1 . . . , N−1. Согласно лемме 3 мы знаем, что такие управления
существуют и единственны в FT

1 . Для нас важно, что их можно найти
как решения уравнения Крейна.

Теорема 2. Управление fT
1 может быть найдено как решение сле-

дующего уравнения:
(
CT fT

1

)
(t) = r(T − t), 0 < t < T.

Управления fT
k , k = 1, . . . , N − 1 удовлетворяют системе:

mk

(
fT
k

)′′
= ak−1f

T
k−1 + bkf

T
k + akf

T
k+1,

где a0 = aN = 0. Параметры струны могут быть восстановлены как

l1 = −
‖fT

1 ‖2
L2(0,T )(

fT
1

)′
(T )

, mk =
1(

CT fT
k , fT

k

)
FT

,

bk = m2
k

(
CT

(
fT
k

)′′
, fT

k

)

FT

, ak = −bk − ak−1,

где k = 1, . . . , N − 1.

Замечание 2. В одномерных дискретных и непрерывных динамиче-
ских системах [5,6,8,13–15] (аналог) оператора управления WT (10) яв-
ляется изоморфизмом между пространством управлений и простран-
ством состояний, что соответствует точной граничной управляемости
соответствующей системы. Однако при выводе Теоремы 2 нами был
использован более слабый тип управляемости, а именно спектральная
управляемость.

На наш взгляд, случай струны Крейна-Стилтьеса с бесконечным
числом точечных масс следует рассматривать в рамках подхода, из-
ложенного выше, а не в рамках общего подхода, когда плотность ап-
проксимируется конечным числом точечных масс, распределенных на
интервале.
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§4. Конечная и бесконечная скорость

распространения волн. Постоянная плотность.

В этом параграфе мы рассмотрим случай, когда струна на интерва-
ле (0, 1) с плотностью ρ(x) = M ′(x) = 1 аппроксимируется равномер-
но распределенными точечными массами. Для этого случая начально-
краевая задача (1) имеет вид:






vtt(x, t) − vxx = 0, 0 < x < l, 0 < t < T,

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0, 0 6 x 6 l,

v(0, t) = f(t), u(x, l) = 0 0 6 t 6 T,

(11)

Подчеркнем, что в этой исходной системе скорость распростране-
ния волн конечна и равна единице. В качестве приближения мы ис-
пользуем одинаковые точечные массы и длины: li = 1/N , mi = 1/N ,
i = 1, . . . , N − 1 и, как следует из леммы 2, скорость распространения
волны в приближенной системе бесконечна. Нашей целью является по-
лучение эффекта появления конечной скорости распространения волн
при N → ∞.

Матрицы A, M в (4) имеют вид:

A = N




−2 1 . . . 0
1 −2 . . . 0
. . . . . . . . . 1
0 . . . 1 −2


 , M =

1

N




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 1


 . (12)

Характеристическая функция для матрицы AM вычисляется по
формуле χN−1(x) = det(AM − λI), где λ и x связаны равенством λ =
−2N2(1+x) и индекс N соответствует размеру матрицы AM ∈ M

N−1.
Из рекуррентного соотношения χm(x) = 2xχm−1(x)−χm−2(x) для m =
N−1, N−2, . . . и того что χ1 = 2x, χ2 = 4x2−1 получаем, что χm(x) =
Um(x) где Um – многочлен Чебышева второго рода. Следовательно,
собственные значения AM равны λk = −2N2(1+xk), где xk = cos

(
kπ
N

)
,

k = 1, . . . , N − 1. Положив первую компоненту собственного вектора
равной единице, получим что

λk = −4N2 cos2
(
kπ

2N

)
, bk = (1, U1(−xk), . . . , UN−2(−xk)) ,

для k = 1, . . . , N − 1 являются собственными значениями и (ненор-
мированными) собственными векторами AM . Вычислим норму этих
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собственных векторов, используя свойство ортогональности

N−1∑

k=1

Ui(xk)Uj(xk)(1 − x2
k) =

{
0, i 6= j,
N
2 , i = j

(13)

из которого мы выводим, что |bk|2 = N

2 sin2(kπ

N
)
.

Тогда из Леммы 2 для f(t) = δ(t) мы получим спектральное пред-
ставление для j = 1, . . . , N − 1:

uδ
j(t) = (−1)j−1

2N−1∑

k=1

sin(2Nxkt)(1 − x2
k)U2j−1(xk),

где xk = cos
(
kπ
2N

)
. Последнее выражение может быть преобразовано к

интегральной форме. Чтобы сделать это нужно разложить sin(2Nxt)
в ряд по Uj(x) на отрезке [−1, 1], а затем с помощью (13) можно полу-
чить следующее выражение для uδ:

uδ
j(t) = (−1)j−1N

2

π

1∫

−1

sin(2Nxt)U2j−1(x)
√

1− x2dx, j = 1, . . . , N − 1.

Последний интеграл может быть вычислен с использованием функции
Бесселя: подынтегральное выражение записывается в виде

1

2

sin(2Nxt)√
1− x2

(T2j−1(x)− T2j+1(x)),

и используя формулу

1∫

0

T2n+1(x) sin(ax)
dx√
1− x2

= (−1)n
π

2
J2n+1(a)

из [16] (формула (7.355) на стр. 850) мы приходим к

Утверждение 1. Решение начально-краевой задачи (1) для струны
Крейна–Стилтьеса с равномерно распределенными одинаковыми то-
чечными массами имеет вид (6), где компоненты вектора uδ(t) опре-
деляются как

uδ
j(t) =

2j

t
J2j(2Nt) = N(J2j−1(2Nt) + J2j+1(2Nt)) (14)

для j = 1, . . . , N − 1, где Jn – функции Бесселя.
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Нам интересно посмотреть, что будет при предельном переходе при
N → ∞:

Утверждение 2. Функция отклика rN (t) для динамической систе-
мы (4) с матрицами, определенными как (12) (для струны Крейна–
Стилтьеса с равномерно распределенными одинаковыми точечными
массами) сходится в смысле распределений к

rN (t) → δ(t) при N → ∞.

Доказательство. Доказательство основано на том факте, что для
произвольного a > 0

∞∫

0

t−1J2(at) dt =
1

2
.

Действительно, согласно (7) и (14), мы имеем что

rN (t) =
2

t
J2(2Nt),

и согласно предыдущему тождеству

+∞∫

0

rN (t) dt = 1, N = 1, 2, . . . .

Подставляя пробную функцию ξ ∈ C∞(0,+∞) в интеграл и делая
замену 2Nt = s, получим

+∞∫

0

rN (t)ξ(t) dt =

+∞∫

0

2

t
J2(2Nt)ξ(t) dt =

+∞∫

0

2 · 2N
s

J2(s)ξ
( s

2N

) ds

2N

=

+∞∫

0

2

s
J2(s)ξ

( s

2N

)
ds −→

N→∞

+∞∫

0

2

s
J2(s)ξ(0) ds = (δ(t), ξ(t)),

что завершает доказательство утверждения. �

Струна Крейна-Стилтьеса с равномерно распределенными одинако-
выми точечными массами является дискретным приближением стру-
ны с единичной плотностью. Для начально-краевой задачи для стру-
ны с единичной плотностью (11) известно, что функция отклика име-
ет вид r(t) = −δ′(t). Из Утверждения 2 видно, что функция отклика
приближенной системы не сходится к функции отклика исходной. Это
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связано с определением функции отклика (оператора реакции) в при-
ближенной (дискретной) системе. Действительно, за оператор реакции

мы обозначали выражение вида RT f(t) = uf
1 (t) – значение решение в

первом канале (в точке x1 = 1/N). В исходной же системе (11) за
оператор реакции обозначено выражение RT f(t) = vfx(0, t) – значение
первой производной решения в точке x = 0. Если бы мы следили за
”правильной” реакцией в дискретной системе, а именно за выражением
вида

r̃N =
uf
1 (t)− uf

0 (t)

1/N
, (15)

то мы бы доказали следующее

Утверждение 3. Подправленная функция отклика r̃N (t) 15 для ди-
намической системы (4) с матрицами, определенными как (12) (для
струны Крейна–Стилтьеса с равномерно распределенными одинако-
выми точечными массами) сходится в смысле распределений к функ-
ции отклика для системы (11)

r̃N (t) → r(t) = −δ′(t), при N → ∞.

Используя (6) мы построили решение для (1). Теперь мы покажем,
что это решение сходится в смысле распределений к vδ(x, t) – решению
(11).

Утверждение 4. Решение (6) начально-краевой задачи (1) сходится
в смысле распределений

uδ(x, t) → vδ(x, t) = δ(x− t) при N → ∞,

где vδ(x, t) – решение задачи (11).

Доказательство. Проинтегрируем произведение функции, опреде-
ленной в (6) с произвольной пробной функцией ξ ∈ C∞(0, 1):

(uδ(·, t), ξ(·)) =
N∑

j=1

(J2j−1(2Nt) + J2j+1(2Nt))ξ

(
j

N

)
+ o(1)

N→∞

.

Взяв в качестве пробной функции ξ(x) = sin(kx), мы видим, что пра-
вая часть последнего выражения имеет вид

2
N∑

j=1

J2j+1(2Nt) sin

(
(2j + 1)k

2N

)
+ o(1)

N→∞

.
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Используя формулу связи производящей функции и ряда [17] (форму-
ла (9.1.43) на стр. 183):

sin(z sin θ) = 2

∞∑

k=0

J2k+1(z) sin(2k + 1)θ,

мы приходим к следующему выражению

(
uδ(·, t), sin(k·)

)
= sin

(
2Nt sin

k

2N

)
+ o(1)

N→∞

= sin(kt) + o(1)
N→∞

.

Следовательно,
(
uδ(·, t), sin(k·)

)
−→
N→∞

(
vδ(·, t), sin(k·)

)
для всех k ∈ N,

а значит сходимость есть и для произвольной пробной функции, что
завершает доказательство. �

Утверждения 2–4 гласят, что решение прямой задачи для струны
Крейна-Стилтьеса с равномерно распределенными одинаковыми то-
чечными массами, которая является дискретным приближением стру-
ны с единичной плотностью, сходится к решению исходной задачи.
Аналогичная ситуация происходит и в обратной задаче – подправлен-
ные функции отклика для дискретной задачи сходятся в функции от-
клика в исходной. И в случае прямой и в случае обратной задач схо-
димость происходит в пространстве распределений.
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Mikhaylov A. S., Mikhaylov V. S. Forward and inverse dynamic prob-
lems for finite Krein-Stieltjes string. Approximation of constant density by
point masses.

Inverse dynamic problem for dynamical system describing propagation
of waves in a Krein string is considered. The forward initial-boundary
value problem for this system is reduced to the integral equation. Then
the important special case when the density of a string is defined by point
masses distributed on a finite interval is studied. Krein type equations are
derived, which can be used for recovering of unknown density. The problem
of the approximation of constant density by point masses uniformly distri-
buted on the interval and the effect of appearing of a finite speed of wave
propagation in the dynamical system is discussed.
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