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§1. Введение

Пусть функция upx, y, tq удовлетворяет гиперболическому уравне-
нию

B2

t u´ ∆u` qu “ 0 (1)

при px, yq P R ˆ r0,8q (полуплоскость), t P R, и условиям

u|y“0 “ f, Byu|y“0 “ g. (2)

В работе изучается задача определения решения u по данным Коши
f , g. Рассматривается частный случай, когда коэффициент q в уравне-
нии (1) является функцией переменной x. В этом случае уравнение (1)
моделирует нестационарный волновой процесс в горизонтально неод-
нородной среде. Мы получим соотношение, позволяющее определить
решение u в любой точке px0, y0, t0q по значениям функций f , g на неко-
тором ограниченном множестве точек px, tq, зависящем от px0, y0, t0q.
Будет показано, что это соотношение применимо также в случае, когда
уравнение (1) выполняется в цилиндре Ω ˆ R, где Ω – подмножество
полуплоскости. Предполагается, что пересечение границы BΩ с грани-
цей полуплоскости непусто, а данные Коши f, g известны в точках,
пространственные проекции которых лежат в этом пересечении.

Задача Коши (1), (2) не является корректной по Адамару [1]. Одна-
ко, решение u однозначно определяется в некоторой части простран-
ственно-временного цилиндра, зависящей от множества, на котором
известны f , g. Это следует из единственности продолжения решения
уравнения (1) через нехарактеристическую поверхность. Свойство
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единственности продолжения доказано для широкого класса линей-
ных уравнений в частных производных [1, 2]. Для гиперболических
уравнений наиболее полные результаты получены в работе [3]. В част-
ности, эти результаты гарантируют единственность продолжения ре-
шения уравнения вида (1), если q – достаточно гладкая функция, за-
висящая от x, y.

В случае q ” 0 в ряде работ предложены алгоритмы решения изу-
чаемой здесь задачи Коши. Одним из первых является классический
результат Р. Куранта для ультрагиперболических уравнений в полу-
пространстве (см. [4]). В работах [5, 6] рассмотрена задача Коши для
волнового уравнения в области. В работе [7] для задачи в трехмер-
ном полупространстве получена формула, позволяющая определить
решение волнового уравнения по данным Коши, известным на неогра-
ниченном подмножестве пространственно-временной границы.

Задачи определения решения гиперболических уравнений по гра-
ничным данным возникают в таких приложениях как геофизика [8],
фотоакустическая томография [9], определение источников волн цу-
нами [10], а также в коэффициентных обратных задачах [11].

§2. Сведения об операторе Шредингера на оси

Для решения задачи Коши (1), (2) мы воспользуемся разложением
решения u по собственным функциям оператора Шредингера
L “ ´B2

x ` qpxq на оси. В случае q ” 0 это разложение сводится к
преобразованию Фурье по переменной x

pupk, y, tq “ 1?
2π

ż

R

e´ikxupx, y, tq dx,

которое удовлетворяет равенствам

B2

t pu´ B2

ypu` k2pu “ 0, pu|y“0 “ pf, Bypu|y“0 “ pg.
В случае произвольного q мы получим такую же задачу Коши со спек-
тральным параметром. Решив эту задачу и сделав обратное преобра-
зование по k, мы получим соотношение, связывающее u с данными f ,
g. После этого мы покажем, что для применения полученного соотно-
шения достаточно данных Коши на ограниченном множестве.

Нам понадобятся некоторые факты об операторе Шредингера [12].
Для того, чтобы этот оператор был корректно определен, нужны неко-
торые ограничения на потенциал q. Мы будем рассматривать оператор
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Шредингера только с C8-гладким финитным вещественнозначным
потенциалом q. В этом случае оператор L, определенный на функциях
из L2pRq, имеющих вторую производную из L2pRq (пространство Собо-
лева W 2

2
pRq), является самосопряженным оператором в L2pRq. Опера-

тор L имеет абсолютно непрерывный спектр кратности два, заполняю-
щий полуось tλ ě 0u. Кроме того, L может иметь дискретный спектр,
состоящий из конечного числа отрицательных простых собственных
чисел, которые нам удобно обозначить t´κ2

l uMl“1
, κl ą 0.

Пусть A – достаточно большое число, такое что supp q Ă r´A,As.
Любое решение уравнения Шредингера

´B2

xϕ` qϕ “ k2ϕ (3)

при |x| ą A равно линейной комбинации экспонент e˘ikx:

ϕpxq “ α`e
ikx ` α´e

´ikx, x ą A, (4)

ϕpxq “ β`e
ikx ` β´e

´ikx, x ă ´A. (5)

Для вещественных k, отличных от нуля, определим функцию ϕ1px, kq
как решение уравнения (3) на всей оси, для которого коэффициен-
ты в представлениях (4),(5) удовлетворяют равенствам α´ “ 1{

?
2π,

β` “ 0. Далее определим функцию ϕ2px, kq как решение уравнения (3),
для которого выполнено α´ “ 0, β` “ 1{

?
2π. При k P Rzt0u пара

функций ϕ1,2px, kq (так же, как и пара функций ϕ1,2px,´kq) образует
базис обобщенных собственных функций, отвечающих точке непре-
рывного спектра k2. В дальнейшем мы будем рассматривать ϕ1,2px, kq
только при k ą 0.

Наряду с функциями ϕ1,2px, kq мы введем функцию ϕ0px, kq, опре-
деленную при x P R и k из конечного набора мнимых чисел tiκluMl“1

,
связанных с дискретным спектром. Для k “ iκl положим функцию
ϕ0p¨, iκlq равной нормированной собственной функции оператора L,
отвечающей собственному значению ´κ2

l . Нормированная собствен-
ная функция определена однозначно с точностью до множителя вида
eiα, который мы выбираем произвольным образом.

Произвольная функция ψ P L2pRq допускает разложение
pψ “ p pψ0, pψ1, pψ2q по собственным функциям оператора L,

pψjpkq “
ż

R

ψpxqϕjpx, kq˚ dx, j “ 0, 1, 2 (6)
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(здесь и далее ˚ означает комплексное сопряжение), где функции
pψ1,2pkq определены при k ą 0, а функция pψ0pkq – при k P tiκluMl“1

.
Указанное преобразование является унитарным отображением в сле-
дующих пространствах

L2pRq Ñ H “ H0 ‘ H1 ‘ H2, H0 “ C
M , H1 “ H2 “ L2pR`q. (7)

Обратное преобразование записывается в виде

ψpxq “
ÿ

j“1,2

ż

R`

pψjpkqϕjpx, kq dk `
Mÿ

l“1

pψ0piκlqϕ0px, iκlq. (8)

Диагональное представление оператора L реализуется с помощью раз-
ложения по собственным функциям. А именно, если ψ принадлежит
области определения оператора L и τ “ Lψ, то

pτjpkq “ k2 pψjpkq, j “ 0, 1, 2. (9)

Как видно из данных выше определений, в равенствах, подобных (9),
переменная k может быть любым положительным числом при j “ 1, 2
и k P tiκluMl“1

при j “ 0.
Для функции вещественной переменной Φpλq действие функции от

оператора ΦpLq может быть описано равенством

pτjpkq “ Φpk2q pψjpkq, j “ 0, 1, 2, (10)

где τ “ ΦpLqψ. Нам также понадобится следующее представление для
ΦpLq в случае, когда Φpλq – аналитическая функция комплексной пе-
ременной,

ΦpLq “ 1

2πi

ż

Γ

ΦpλqpL ´ λIq´1 dλ, (11)

где интеграл берется по подходящему контуру Γ, который охватывает
спектр оператора L и ориентирован по часовой стрелке. Резольвента
pL ´ λIq´1 в этом представлении является интегральным оператором
с непрерывным ядром, равным функции Грина Gλpx0, xq для уравне-
ния (3) при λ “ k2. В дальнейшем нам понадобится следующая оценка
(см., например, [12])

|Gk2 px0, xq| ď Cpqq e´Im k |x´x0|{|k| (12)

для любого k P C, такого что Im k ě 1 ` maxtκluMl“1
.
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§3. Определение решения u

В этом параграфе мы опишем схему решения рассматриваемой за-
дачи Коши в предположении, что q имеет компактный носитель. Мы
также будем предполагать, что решение upx, y, tq уравнения (1) (а зна-
чит, и данные Коши f , g) финитны по x: для любого T ą 0 сужение u
на множество t0 ď y ď T, |t| ď T u финитно. Заметим, что такие реше-
ния существуют – достаточно взять решение начально-краевой задачи
для уравнения (1) с финитными начальными данными (это следует
из конечности скорости распространения волн, описываемых данным
уравнением). В п. 5 требования финитности потенциала q и решения
u будут сняты.

Применив к уравнению (1) преобразование (6), мы получим (j “
0, 1, 2)

0 “
ż

R

ϕjpx, kq˚ pB2

t ´ B2

y ` Lqupx, y, tq dx “ pB2

t ´ B2

y ` k2qpujpk, y, tq.

Здесь мы воспользовались перестановочностью производных по y, t и
знака интеграла, которая следует из гладкости u и финитности функ-
ции up¨, y, tq, а также из ограниченности ϕj по x при фиксированном
k. Мы также применили соотношение (9). Поступая аналогичным об-
разом с соотношениями (2), мы приходим к следующей задаче Коши
для pujpk, y, tq, j “ 0, 1, 2:

B2

t puj ´ B2

ypuj ` k2puj “ 0, puj|y“0 “ pfj , Bypuj |y“0 “ pgj . (13)

Фундаментальное решение этой задачи имеет вид

θpy ´ |t|q rpk, y, tq, rpk, y, tq “ 1

2
J0

´
ik

a
y2 ´ t2

¯

(θ – функция Хевисайда, J0 – функция Бесселя). Это можно прове-
рить непосредственно или вывести из результатов [4, гл. 5]. В даль-
нейшем нам понадобятся оценки роста функций rpk, y, tq и Byrpk, y, tq
при больших (в том числе, комплексных) k. Эти оценки мы получим
из следующего представления для функции Бесселя [4]

J0pζq “ 1

π

π{2ż

´π{2

eiζ sins ds,
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которое означает, что

rpk, y, tq “ 1

2π

π{2ż

´π{2

ek
?

y2´t2¨sins ds “ 1

2π

π{2ż

´π{2

ch
´
k

a
y2 ´ t2 ¨ sins

¯
ds,

Byrpk, y, tq “ ky

2π

π{2ż

´π{2

sh
´
k

a
y2 ´ t2 ¨ sins

¯

a
y2 ´ t2

sin s ds

(заметим, что Byrpk, y, tq не имеет сингулярности при |t| “ y). Отсюда
следуют нужные нам неравенства для произвольного k P C:

|rpk, y, tq| ď 1

2
e|k1|

?
y2´t2 , |Byrpk, y, tq| ď Ck2y e|k1|

?
y2´t2 , (14)

где k1 “ Re k. Во второй оценке мы воспользовались неравенством
|ζ´1 sh ζ| ď Ce|Re ζ|. Отметим, что полученные оценки не оптимальны.
Однако, их будет достаточно для наших целей.

Запишем решение задачи (13) с помощью фундаментального реше-
ния

pujpk, y0, t0q “ 1

2

´
pfjpk, t0 ` y0q ` pfjpk, t0 ´ y0q

¯

`
ż

|t´t0|ďy0

”
By0

rpk, y0, t ´ t0q pfjpk, tq ` rpk, y0, t ´ t0qpgjpk, tq
ı
dt.

Умножив обе части равенства на e´hk2

, h ą 0, мы получим

e´hk2 pujpk, y0, t0q “ 1

2
e´hk2

´
pfjpk, t0 ` y0q ` pfjpk, t0 ´ y0q

¯

`
ż

|t´t0|ďy0

e´hk2
”
By0

rpk, y0, t ´ t0q pfjpk, tq ` rpk, y0, t´ t0qpgjpk, tq
ı
dt.

При фиксированных y0, t0 функция pujpk, y0, t0q переменной k принад-
лежит Hj (см. (7)), поэтому обе части полученного равенства также
принадлежат Hj . Поскольку индекс j может принимать все возмож-
ные значения 0, 1, 2, мы можем рассматривать обе части равенства
как элементы H. В силу оценок (14) подинтегральное выражение в
правой части быстро убывает при больших k благодаря регуляризую-

щему множителю e´hk2

. Поэтому подинтегральное выражение можно
рассматривать как элемент пространства H, непрерывно зависящий
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от t, а интеграл по t – как интеграл от непрерывной функции пере-
менной t со значениями в H. Применим теперь обратное преобразова-
ние (8) к обеим частям равенства. Это преобразование, примененное к
последнему слагаемому в правой части, может быть внесено под знак
интеграла. С учетом (10) мы получим следующее равенство в L2pRq

e´hLup¨, y0, t0q “ 1

2
e´hL pfp¨, t0 ` y0q ` fp¨, t0 ´ y0qq

`
ż

|t´t0|ďy0

“
ΦD

h pL; y0, t´ t0q fp¨, tq ` ΦN
h pL; y0, t ´ t0q gp¨, tq

‰
dt. (15)

Здесь

ΦD
h pλ; y, tq “ e´hλByr

´?
λ, y, t

¯
, ΦN

h pλ; y, tq “ e´hλr
´?

λ, y, t
¯
. (16)

В обеих частях равенства (15) функции от оператора L применяются
к элементам L2pRq. Отметим, что соответствующие операторы огра-
ничены в L2pRq, поскольку функции e´hλ, ΦD

h pλ; y, tq, ΦN
h pλ; y, tq пере-

менной λ ограничены на спектре оператора L.
Перейдем к пределу h Ñ 0 в равенстве (15). Для ψ P L2pRq функция

e´hLψ при h Ñ 0 сходится в L2pRq к ψ. Применив это правило к ψ “
up¨, y0, t0q и ψ “ fp¨, t0 ˘ y0q, мы получим

up¨, y0, t0q “ 1

2
pfp¨, t0 ` y0q ` fp¨, t0 ´ y0qq

` lim
hÑ0

ż

|t́ t0|ďy0

“
ΦD

h pL; y0, t´t0q fp¨, tq ` ΦN
h pL; y0, t´t0q gp¨, tq

‰
dt (17)

(предел понимается в смысле L2pRq).
Соотношение (17) позволяет найти решение u по данным Коши f , g.

Это соотношение локально по t – при фиксированных y0, t0 решение
up¨, y0, t0q определяется данными Коши на конечном временнóм интер-
вале |t´t0| ď y0. В п. 4 мы покажем, что соотношение (17) может быть
локализовано по обеим переменным x, t в том смысле, что можно най-
ти u в фиксированной точке px0, y0, t0q по значениям функций f , g
на ограниченном множестве, зависящем от px0, y0, t0q. Однако, снача-
ла нужно убедиться, что равенство (17) выполняется поточечно. Для
этого мы вновь обратимся к слагаемым вида e´hLψ в равенстве (15).
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Заметим, что e´hLψ “ Ψp¨, hq, где Ψ является решением параболиче-
ского уравнения

BhΨ “ ∆Ψ ´ qΨ,

в котором h играет роль времени, с начальными данными Ψ|h“0 “ ψ.
Поэтому при любом h ą 0 функция e´hLψ непрерывна на R. Кроме
того, в нашем случае в качестве начальных данных ψ берутся гладкие
финитные функции, поэтому

pe´hLψqpx0q “ Ψpx0, hq Ñ ψpx0q, h Ñ 0

при всех x0 P R (см., например, [13, гл. IV]). Из этих наблюдений сле-
дует, что левая часть и первое слагаемое в правой части (15) являются
непрерывными функциями на R, которые имеют поточечные пределы
при h Ñ 0. Следовательно, это же верно для интеграла в правой ча-
сти (15). Таким образом, равенство (17) выполнено поточечно:

upx0, y0, t0q “ 1

2
pfpx0, t0 ` y0q ` fpx0, t0 ´ y0qq

` lim
hÑ0

$
’&
’%

ż

|t́ t0|ďy0

“
ΦD

h pL; y0, t´t0q fp¨, tq`ΦN
h pL; y0, t´t0q gp¨, tq

‰
dt

ˇ̌
ˇ̌
x0

,
/.
/-

(171)

для любых x0, t0 P R, y0 ą 0. В фигурных скобках стоит значение
интеграла, понимаемого как функция на R, в точке x0.

§4. Локализация соотношения (171)

Обратимся к функциям от оператора L, входящим в правую часть
соотношения (171). Согласно (11) имеем (|t| ď y0)

ΦN
h pL; y0, tq “ 1

2πi

ż

Γ

ΦN
h pλ; y0, tqpL ´ λIq´1 dλ.

Сделаем замену переменной k “
?
λ. Можно выбрать ветвь корня, так

чтобы на контуре интегрирования выполнялось Im k ą 0. Продефор-
мировав контур интегрирования, получаем

ΦN
h pL; y0, tq “ 1

πi

`8`ic{hż

´8`ic{h

ΦN
h pk2; y0, tq pL ´ k2Iq´1k dk.
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Здесь c, h – любые положительные числа, такие что c{h ą κl, l “
1, . . . ,M . Для ядраKN

h px0, x; y0, tq оператора ΦN
h pL; y0, tq это равенство

означает, что

KN
h px0, x; y0, tq “ 1

πi

`8`ic{hż

´8`ic{h

ΦN
h pk2; y0, tqGk2px0, xqk dk

(напомним, что Gk2px0, xq – функция Грина для уравнения (3) при
λ“ k2). Функция ΦN

h быстро убывает при больших k. Учитывая также,
что ядро Gk2px0, xq ограничено на контуре интегрирования в силу (12)
и непрерывно по x0, x, ядро KN

h также непрерывно по x0, x.
Сделав замену переменной интегрирования в полученной формуле

для KN
h , с учетом определения (16) для |t| ď y0 мы получим

KN
h px0, x; y0, tq “ 1

πi

`8`icż

´8`ic

e´k2{h r pk{h, y0, tq Gpk{hq2 px0, xqh´2k dk.

(18)

При фиксированном c и достаточно малых h модуль подинтегрального
выражения оценивается с помощью (12) и (14) величиной (с точностью
до множителя Cpqq)

h´1e´c |x´x0|{hep|k1| z´Re k2q{h “ h´1e´c |x´x0|{hep|k1| z´k12`c2q{h,

где z “
a
y2
0

´ t2. В силу оценки e|k1| z{h ă ek
1z{h ` e´k1z{h полученное

выражение не превосходит

h´1ep´c |x´x0|`z2{4`c2q{h
ÿ

˘

e´pk1˘z{2q2{h.

Взяв c “ |x ´ x0|{2 и проинтегрировав по k1, мы получим, что инте-
грал (18) по абсолютной величине не превосходит

Ch´1{2epy2

0
´t2´px´x0q2q{p4hq.

Отсюда видно, что если px´x0q2 ` t2 ą y2
0
, то интеграл (18) стремится

к нулю при h Ñ 0. Таким образом,

lim
hÑ0

KN
h px0, x; y0, tq “ 0, px´ x0q2 ` t2 ą y2

0
, (19)

причем предел достигается равномерно по x, y0, t на компактах, ле-
жащих в

tpx, y0, tq | px´ x0q2 ` t2 ą y20 , |t| ď y0u.
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Для ядра KD
h px0, x; y0, tq оператора ΦD

h pL; y0, tq верно утверждение,
аналогичное (19).

Нам удобно ввести обозначения

Kh “
`
KD

h ,K
N
h

˘
, F “

ˆ
f

g

˙
.

Соотношение (19) и его аналог для KD
h в этих обозначениях принима-

ют вид

lim
hÑ0

Khpx0, x; y0, tq “ 0, px´ x0q2 ` t2 ą y20 , (191)

причем предел достигается равномерно в смысле, указанном в (19).
Запишем соотношение (171) в терминах Kh

upx0, y0, t0q “ 1

2
pfpx0, t0 ` y0q ` fpx0, t0 ´ y0qq

` lim
hÑ0

ż

|t´t0|ďy0

dt

ż

R

Khpx0, x; y0, t ´ t0qF px, tq dx.

Воспользовавшись соотношением (191), в котором предел достигается
равномерно на компактах, а также нашим предположением финитно-
сти функций u, f , g по x, мы можем сузить множество интегрирования
в интеграле по x до интервала |x´ x0| ď y0 ` ε, ε ą 0. Таким образом,
мы приходим к соотношению

upx0, y0, t0q “ 1

2
pfpx0, t0 ` y0q ` fpx0, t0 ´ y0qq

` lim
hÑ0

ż

|t´t0|ďy0

dt

ż

|x´x0|ďy0`ε

Khpx0, x; y0, t ´ t0qF px, tq dx, (20)

которое является локальной версией соотношения (171) – для опреде-
ления u требуются данные Коши на ограниченном множестве.

Вывод формулы (20) из соотношения (171) основан на том, что яд-
ро Kh стремится к нулю при h Ñ 0, если px, tq лежит вне некоторо-
го ограниченного множества. Однако, необходимо отметить, что если
px, tq принадлежит этому множеству, ядро Kh, вообще говоря, экспо-
ненциально быстро растет при h Ñ 0. В случае q ” 0 это следует из
достаточно явной формулы для ядра, полученной в [5]. Таким обра-
зом, подинтегральное выражение в правой части (20) быстро растет,
и предел интеграла, вообще говоря, не существует, если f , g – произ-
вольные гладкие функции, не являющиеся данными Коши. Поэтому
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если данные известны с погрешностью, этот предел следует аппрокси-
мировать значением интеграла при некотором положительном h.

§5. Обобщение соотношения (20)

В этом параграфе мы покажем, что для применимости формулы (20)
не обязательно, чтобы уравнение (1) было выполнено на всей полу-
плоскости. Мы рассмотрим случай, когда решение upx, y, tq определено
при px, yq P Ω, t P R, где Ω – ограниченное открытое (в относительной
топологии) подмножество полуплоскости ty ě 0u. Мы будем считать,
что граница BΩ пересекается с прямой ty “ 0u. Данные Коши будут
считаться известными на множестве, пространственная проекция ко-
торого лежит в этом пересечении.

Уравнение (1) имеет смысл, когда коэффициент qpxq определен на
достаточно большом интервале, зависящем от Ω. Мы будем считать,
что qpxq допускает гладкое продолжение на всю ось. Ясно, что это про-
должение можно выбрать финитным. В этом случае оператор Шре-
дингера L, а вместе с ним и ядро Kh в правой части (20), корректно
определены. Из следующей теоремы вытекает, в частности, что выбор
продолжения потенциала q не влияет на значение правой части в (20).

Теорема 1. Предположим, что C8-гладкая функция upx, y, tq удовле-

творяет уравнению p1q в цилиндре ΩˆR. Коэффициент q в уравнении

предполагается C8-гладкой финитной вещественнозначной функци-

ей переменной x P R. Пусть для точки px0, y0q P Ω замкнутое мно-

жество

tpx, yq | |x´ x0| ď y0 ´ y, y ě 0u (21)

содержится в Ω pсм. рис. 1q. Тогда для любого достаточно малого

положительного ε имеет место соотношение p20q, в котором f , g –

данные Коши, определяемые равенствами p2q.
Для доказательства теоремы выберем гладкую функцию χpx, yq на

полуплоскости ty ě 0u с носителем в Ω, равную единице в окрестности
множества (21). Положим rupx, y, tq “ χpx, yqupx, y, tq, если px, yq P Ω,
и rupx, y, tq “ 0 в противном случае. Тем самым мы получим гладкую
функцию, определенную при px, yq из полуплоскости и t P R. Имеем

B2

t ru´ ∆ru ` qru “ ρ, ru|y“0 “ rf, Byru|y“0 “ rg, (22)

где

ρ “ ´2Bxχ Bxu´ u∆χ, rf “ χf, rg “ χg ` fByχ
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(во втором и третьем равенствах подразумеваются сужения χ и Byχ
на ty “ 0u).

К задаче Коши (22) применимо рассуждение, приведенное в пп. 3,
4. Единственная модификация связана с наличием функции ρ в пра-
вой части волнового уравнения. В результате мы получаем следующий
аналог равенства (20)

rupx0, y0, t0q “ 1

2

´
rfpx0, t0 ` y0q ` rfpx0, t0 ´ y0q

¯

` lim
hÑ0

$
’&
’%

ż

|t´t0|ďy0

dt

ż

|x´x0|ďy0`ε

Khpx0, x; y0, t´ t0q rF px, tq dx

`
y0ż

0

dy

ż

|t´t0|ďy0´y

dt

ż

R

KN
h px0, x; y0 ´ y, t´ t0q ρpx, y, tq dx

,
/.
/-
. (23)

Здесь rF “ p rf, rgqT , ε – любое положительное число. Соотношение (19)
показывает, что в последнем слагаемом в фигурных скобках внутрен-
ний интеграл по R можно заменить на интеграл по любой окрестности
интервала |x ´ x0| ď y0 ´ y. После этого кратный интеграл по x, y, t
будет зависеть только от значений функции ρ в точках px, y, tq, таких
что px, yq принадлежит соответствующей окрестности множества (21).
Однако, если эта окрестность выбрана достаточно малой, выполнено
χ “ 1, а значит, ρ “ 0. Таким образом, слагаемое в (23), содержащее ρ,
можно отбросить. Аналогичным образом в первом слагаемом в фигур-

ных скобках можно заменить rF на F , если ε выбрано таким малым,
что граница BΩ содержит интервал rx0 ´ y0 ´ ε, x0 ` y0 ` εs.

Ω

y

xx0x0 − y0 x0 + y0

(x0, y0)

Рис. 1. Область Ω и множество (21) (заштрихованная часть).
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Остается заметить, что rfpx0, t0 ˘ y0q “ fpx0, t0 ˘ y0q и rupx0, y0, t0q “
upx0, y0, t0q, так как в соответствующих точках выполнено χ “ 1. Та-
ким образом, мы приходим к соотношению (20).

Доказанная теорема, в частности, позволяет избавиться от требова-
ния финитности решения u и потенциала q по координате x, которое
накладывалось в задаче на полуплоскости в пп. 3, 4. В самом деле,
для данных x0, y0 мы можем выбрать ограниченную область Ω, содер-
жащую множество (21), а также любой гладкий финитный потенциал
rq, такой что rqpxq “ qpxq, как только px, yq P Ω. Тогда согласно теоре-
ме 1 значение upx0, y0, t0q может быть найдено с помощью соотноше-
ния (20), в котором потенциал q следует заменить на rq.
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