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§1. Постановка задачи

Теплицевой называется комплексная n×n-матрица T , имеющая вид

T =




t0 t1 t2 . . . tn−1

t−1 t0 t1 . . . tn−2

t−2 t−1 t0 . . . tn−3

. . . . . . . . . . . . . . .

t−n+1 t−n+2 t−n+3 . . . t0



, (1)

а ганкелевой называется комплексная n× n-матрица H вида

H =




hn−1 hn−2 hn−3 . . . h0
hn−2 hn−3 hn−4 . . . h−1

hn−3 hn−4 hn−5 . . . h−2

. . . . . . . . . . . . . . .

h0 h−1 h−2 . . . h−n+1



. (2)

Переставив столбцы теплицевой матрицы в обратном порядке, по-
лучим ганкелеву матрицу. Напротив, всякая ганкелева матрица H мо-
жет быть получена указанным способом из соответствующей теплице-
вой матрицы T . Эту связь между H и T можно описать матричным
соотношением

H = TPn,

где Pn есть так называемая перъединичная матрица:

Pn =




1
1

. . .

1
1



.
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Теплицева матрица (1) называется циркулянтом, если

t−j = tn−j , j = 1, 2, . . . , n− 1,

и косым циркулянтом при

t−j = −tn−j , j = 1, 2, . . . , n− 1.

Задача о σ-коммутировании теплицевой и ганкелевой матриц за-
ключается в описании пар матриц (T,H) таких, что T теплицева, H
ганкелева и выполняется соотношение

TH = σHT. (3)

В предлагаемой работе на параметр σ накладываются ограничения
σ 6= 0,±1; указываются некоторые множества требуемых пар матриц.
В §2 формулируется теорема, являющаяся главным результатом ста-
тьи; в ней перечисляются частные классы пар (T,H). Доказательство
теоремы проводится в §3 путем нахождения решений в некоторых из-
вестных множествах.

Сначала напомним некоторые определения и факты.
Согласно [1], eсли C – циркулянт, то для него справедливо cпек-

тральное разложение

C = F ∗

nDFn, (4)

где D = diag(d1, d2, . . . , dn) – диагональная матрица, Fn – (нормиро-
ванная) матрица дискретного преобразования Фурье

Fn =
1√
n




1 1 1 . . . 1
1 ǫ ǫ2 . . . ǫn−1

1 ǫ2 ǫ4 . . . ǫ2(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . .

1 ǫn−1 ǫ2(n−1) . . . ǫ(n−1)2




и ǫ = exp(2πi
n
) – первообразный корень n-ой степени из единицы.

Еcли S – косой циркулянт, то вместо (4) имеем

S = G−1F
∗

nDFnG
∗

−1,

где

G−1 = diag(1, ψ, ψ2, . . . , ψn−1),

ψ = e
iπ

n есть корень n-ой степени из (−1).
Через 0k,m обозначается нулевая (k ×m)-матрица.
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§2. Главный результат

Теорема. Ненулевые теплицева матрица T и ганкелева матрица H
σ-коммутируют (σ 6= 0,±1), если T и H входят хотя бы в один из
описываемых ниже классов:

Класс 1. Матрица T является циркулянтом

T = Fn
∗D1Fn,

а H – ганкелевым циркулянтом

H = Fn
∗D2FnPn.

Здесь D1 = diag
(
d
(1)
1 , d

(1)
2 , . . . , d

(1)
n

)
и D2 = diag

(
d
(2)
1 , d

(2)
2 , . . . , d

(2)
n

)
–

диагональные матрицы; при этом

d
(2)
1 d

(1)
1 = 0,

d
(2)
j

(
d
(1)
j − σd

(1)
n+2−j

)
= 0, j = 2, 3, . . . , n.

Класс 2. Матрица T является косым циркулянтом

T = G−1Fn
∗D1FnG

∗

−1,

а H – ганкелевым косым циркулянтом

H = G−1Fn
∗D2FnG

∗

−1Pn.

Диагональные матрицы D1 = diag
(
d
(1)
1 , d

(1)
2 , . . . , d

(1)
n

)
и

D2 = diag
(
d
(2)
1 , d

(2)
2 , . . . , d

(2)
n

)
должны удовлетворять соотношениям

d
(2)
1

(
d
(1)
1 − σd

(1)
2

)
= 0, d

(2)
2

(
d
(1)
2 − σd

(1)
1

)
= 0,

d
(2)
j

(
d
(1)
j − σd

(1)
n+3−j

)
= 0, j = 3, 4, . . . , n.

Класс 3. Пусть n = 2r, матрицы T и H имеют вид

T = α

(
0r,r Ir
0r,r 0r,r

)
, H = β

(
Pr 0r,r
0r,r σPr

)
.

Класс 4. Пусть n = 2r, матрицы T и H имеют вид

T = α

(
0r,r 0r,r
Ir 0r,r

)
, H = β

(
σPr 0r,r
0r,r Pr

)
.
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§3. Обоснование главного результата

От пары (T,H) перейдем к паре (T1, T2), где T1 = T , а T2 – теплице-
ва матрица, соответствующая ганкелевой матрице H , т.е. H = T2Pn.
Нижний индекс этих теплицевых матриц показывает, какой из матриц
исходной пары они соответствуют.

Основное соотношение σ-коммутирования приобретает вид

T1T2Pn − σT2PnT1 = 0.

После умножения справа на Pn получаем

T1T2 − σT2PnT1Pn = 0.

Матрица T1, будучи персимметричной, удовлетворяет соотношению

PnT1Pn = T⊤

1 .

Используя его, находим

T1T2 − σT2T
⊤

1 = 0. (5)

Полное описание решений уравнения (5) даст нам все требуемые пары
σ-коммутирующих теплицевой и ганкелевой матриц.

В качестве доказательста данной теоремы найдем решение рассмат-
риваемой задачи в трех специальных случаях.

3.1. T1 и T2 – циркулянты. Пусть сначала матрицы T1 и T2 явля-
ются циркулянтами

T1 = F ∗

nD1Fn, (6)

T2 = F ∗

nD2Fn, (7)

гдеD1 = diag
(
d
(1)
1 , d

(1)
2 , . . . , d

(1)
n

)
иD2 = diag

(
d
(2)
1 , d

(2)
2 , . . . , d

(2)
n

)
– диа-

гональные матрицы.
Согласно [2],

T⊤

1 = F ∗

nD̂1Fn, (8)

где D̂1 = diag
(
d
(1)
1 , d

(1)
n , d

(1)
n−1, . . . , d

(1)
2

)
. Подстановка выражений (6),

(7) и (8) для матриц T1, T2 и T⊤

1 в уравнение (5) приводит к соотно-
шению

F ∗

nD1FnF
∗

nD2Fn − σF ∗

nD2FnF
∗

nD̂1Fn = 0,

которое эквивалентно равенству

D2

(
D1 − σD̂1

)
= 0.
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Заметим, что для первой компоненты имеем условие

d
(2)
1

(
d
(1)
1 − σd

(1)
1

)
= 0, которое эквивалентно соотношению

d
(2)
1 d

(1)
1 = 0, так как σ 6= 1.

Мы получили условие на спектры циркулянтов, один из которых
является теплицевой компонентой решения, а другой соответствует
ганкелевой компоненте. Всякая пара циркулянтов, удовлетворяющая
этому условию, порождает пару (T,H) из класса 1.

3.2. T1 и T2 – косые циркулянты. Предположим теперь, что T1 и
T2 – косые циркулянты

T1 = G−1F
∗

nD1FnG
∗

−1, (9)

T2 = G−1F
∗

nD2FnG
∗

−1, (10)

гдеD1 = diag
(
d
(1)
1 , d

(1)
2 , . . . , d

(1)
n

)
иD2 = diag

(
d
(2)
1 , d

(2)
2 , . . . , d

(2)
n

)
– диа-

гональные матрицы.
Известно, что

T⊤

1 = G−1F
∗

nD̃1FnG
∗

−1, (11)

где D̃1 = diag
(
d
(1)
2 , d

(1)
1 , d

(1)
n , d

(1)
n−1, . . . , d

(1)
3

)
(см. [2]).

Подстановка выражений (9), (10) и (11) для матриц T1, T2 и T⊤

1 в
уравнение (5) приводит к соотношению

G−1F
∗

nD1FnG
∗

−1G−1F
∗

nD2FnG
∗

−1

− σG−1F
∗

nD2FnG
∗

−1G−1F
∗

nD̃1FnG
∗

−1 = 0,

или, после упрощения,

D2

(
D1 − σD̃1

)
= 0.

Это равенство есть условие на спектры косых циркулянтов, один из
которых является теплицевой компонентой решения, а другой соответ-
ствует ганкелевой компоненте. Всякая пара косых циркулянтов, удо-
влетворяющая этому условию, порождает пару (T,H) из класса 2.

3.3. n – четное число, T1 и T2 – 2×2-блочно-антидиагональные
матрицы со скалярными внедиагональными блоками. Пусть
n = 2r и матрицы T1 и T2 имеют вид

T1 =

(
0r,r t

(1)
r Ir

t
(1)
−rIr 0r,r

)
, (12)
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T2 =

(
0r,r t

(2)
r Ir

t
(2)
−rIr 0r,r

)
. (13)

Условия, что матрицы T1 и T2 ненулевые, приводят к соотношениям

|t(1)r |+ |t(1)
−r | 6= 0, (14)

|t(2)r |+ |t(2)
−r | 6= 0. (15)

Подставляя выражения (12) и (13) для матриц T1, T2 и T⊤

1 в уравнение
(5), приходим к матричному соотношению

(
t
(1)
r t

(2)
−rIr 0r,r

0r,r t
(1)
−rt

(2)
r Ir

)
− σ

(
t
(2)
r t

(1)
r Ir 0r,r

0r,r t
(2)
−rt

(1)
−rIr

)
= 0,

из которого получаем условия




t
(1)
r

(
t
(2)
−r − σt

(2)
r

)
= 0,

t
(1)
−r

(
t
(2)
r − σt

(2)
−r

)
= 0.

(16)

В силу условия (14), числа t
(1)
r и t

(1)
−r не могут одновременно обра-

щаться в нуль. Поэтому возможны три случая: а) t
(1)
r 6= 0, t

(1)
−r 6= 0; б)

t
(1)
r 6= 0, t

(1)
−r = 0; в) t

(1)
r = 0, t

(1)
−r 6= 0.

а) Если t
(1)
r 6= 0 и t

(1)
−r 6= 0, то (16) преобразуется к виду

t
(2)
−r = σt(2)r , t(2)r = σt

(2)
−r , (17)

из которого получаем

t
(2)
−r = σt(2)r = σ2t

(2)
−r,

или (
1− σ2

)
t
(2)
−r = 0.

Так как σ 6= ±1, то t
(2)
−r = 0 и, в силу (17), t

(2)
r = 0, что противоречит

условию (15). Данный случай не дает решения.

б) Условия t
(1)
r 6= 0, t

(1)
−r = 0 приводят к соотношению

t
(2)
−r − σt(2)r = 0.

Подходящие матрицы T и H можно записать в виде

T =

(
0r,r t

(1)
r Ir

0r,r 0r,r

)
= α

(
0r,r Ir
0r,r 0r,r

)
,
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H =

(
0r,r t

(2)
r Ir

σt
(2)
r Ir 0r,r

)
Pn = β

(
Pr 0r,r
0r,r σPr

)

с α = t
(1)
r и β = t

(2)
r . Получаем класс 3.

в) Из ограничений t
(1)
r = 0, t

(1)
−r 6= 0 выводим

t(2)r − σt
(2)
−r = 0,

что позволяет искать подходящие матрицы T и H в виде

T =

(
0r,r 0r,r

t
(1)
−rIr 0r,r

)
= α

(
0r,r 0r,r
Ir 0r,r

)
,

H =

(
0r,r σt

(2)
−rIr

t
(2)
−r 0r,r

)
Pn = β

(
σPr 0r,r
0r,r Pr

)

с α = t
(1)
−r и β = t

(2)
−r. Получаем класс 4. Теорема доказана.
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