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§1. Вычисление характеристического многочлена
матрицы

Конечный спектр q-параметрической полиномиальной m×n матри-
цы F (λ) ≡ F (λ1, λ2, . . . , λq) ранга ρ определяется как множество то-
чек λ∗ = (λ∗1, λ

∗

2, . . . , λ
∗

q), координаты которых удовлетворяют системе
нелинейных алгебраических уравнений

F

(
i1, i2, . . . , iρ
j1, j2, . . . , jρ

)
≡ ε

(ρ)
ij (λ) = 0,

1 6 i1, < i2 < · · · < iρ 6 m,

1 6 j1, < j2 < · · · < jρ 6 n.
(1)

Левые части уравнений системы (1) представляют собой всевозмож-
ные миноры порядка ρ матрицы F (λ), так что эта система состоит

из K =

(
m

ρ

)(
n

ρ

)
уравнений (через i и j обозначены мультииндек-

сы i = (i1, i2, . . . , iρ), j = (j1, j2, . . . , jρ), которые определяют номера
строк и столбцов соответствующего минора). Таким образом, конеч-
ный спектр q-параметрической полиномиальной матрицы представля-
ет собой совокупность (q − k)-мерных решений, 1 6 k 6 min{K, q},
q-мерного аффинного пространства. При k = 1 (q−1)-мерное решение
будем называть собственным полиномом матрицы F (λ). Следователь-
но, любой отличный от константы общий делитель миноров (1) явля-
ется собственным полиномом матрицы. Регулярный конечный спектр
матрицы F (λ) полностью представляется характеристическим поли-
номом ϕ(λ), который является наибольшим общим делителем (НОД)
этих миноров.

Ключевые слова: сингулярная многопараметрическая полиномиальная матри-
ца, конечный регулярный спектр, собственный полином, порождающий собствен-
ный вектор, наибольший общий делитель, результантный подход.
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Свободный1 полиномиальный вектор x(λ) будем называть порож-
дающим собственным вектором матрицы F (λ), отвечающим ее соб-
ственному полиному χ(λ), если имеет место соотношение

F (λ)x(λ) = χ(λ)z(λ), (2)

где z(λ) – свободный полиномиальный вектор2. Поскольку соотноше-
ние (2) может быть записано в виде

[F χIm]

[
x

−z

]
= 0m, (3)

то нахождение искомых характеристик x и z, отвечающих χ, можно
свести к задаче вычисления принадлежащего правому нуль-простран-
ству матрицы M = [F χIm] вектора, блочные компоненты которого
являются свободными, причем вторая компонета не является нулевой3.

В работе [4] описан алгоритм построения порождающего собствен-
ного вектора, отвечающего известному неприводимому собственному
полиному матрицы. Обобщение этого алгоритма предназначено для
случая, когда известный собственный полином (в частности, харак-
теристический полином ϕ) матрицы является приводимым. Еще одно
обобщение алгоритма предложено для случая регулярной матрицы,
характеристический полином которой вычисляется применением мо-
дификации метода следов Леверье–Фаддеева (см., например, [1] или
[4]). В последних двух случаях соотношение (3) принимает вид

[F ϕIm]

[
x

−z

]
= 0m. (4)

Все указанные алгоритмы основаны на построении минимального
базиса правого нуль-пространства блочных матриц M = [F χIm] или
M = [F ϕIm]. Базисные (n +m) × n матрицы N правого нуль-про-
странства таких матриц, представленные в блочном виде, удовлетво-
ряют соотношениям

[F χIm]

[
T

−S

]
= O, [F ϕIm]

[
T

−S

]
= O. (5)

1Свободной называется полиномиальная матрица полного столбцового ранга,
не имеющая конечного регулярного спектра.

2Далее мультипараметр у матриц, векторов и полиномов будет опущен.
3Предположение о полноте столбцового ранга матрицы F гарантирует выпол-

нение этого условия.
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Последующий анализ блочных столбцов матрицы N выполняется с
целью получения характеристик x и z (в последних двух случаях и χ),
удовлетворяющих соотношению (2).

В том случае, когда матрица F является сингулярной, ее характе-
ристический полином может быть найден последовательным вычисле-
нием НОД скалярных многопараметрических полиномов (1). Каждый
из этих миноров может быть вычислен применением указанной вы-
ше модификации метода следов Леверье–Фаддеева. Однако этот под-
ход является неэффективным из-за больших вычислительных затрат.
Рассмотрим алгоритм вычисления характеристического полинома или
его делителей, основанный на том, что характеристический полином
ϕ матрицы F является делителем каждого из ее миноров (1).

Применим модификацию метода следов Леверье–Фаддеева к одно-
му из отличных от нуля миноров (1) и получим многочлен ψ крат-
ный ϕ. Рассмотрим обобщение соотношения (4):

[F ψIm]

[
x

−z

]
= 0m. (6)

Будем искать базисную (n+m)×n матрицу N = [T − S]
B

правого
нуль-пространства матрицы M = [F ψIm], которая удовлетворяет
следующим соотношениям вида (5):

[F ψIm]

[
T

−S

]
= O. (7)

Очевидно, для блочных столбцов матрицы N = row

{[
tj
−sj

]}n

j=1

вы-

полняются соотношения

F tj = ψ sj , j = 1, . . . , n.

Вычислим НОД γj и δj компонент векторов tj и sj соответственно и

запишем tj = γjxj , sj = δjzj . Вычислим полином χj =
ψδj
γj

. Хотя бы

для одного j этот полином будет отличным от константы делителем
характеристического полинома ϕ или совпадать с ним.

Замечания. 1. Алгоритмы построения минимального базиса правого
нуль-пространства многопараметрической полиномиальной матрицы
и выполнения операций со скалярными многопараметрическими поли-
номами представлены в работах [4, 5] и в работе [6] из этого сборника.



262 В. Б. ХАЗАНОВ

2. Все обсуждаемые алгоритмы применимы и к однопараметриче-
ской матрице.

3. Если рассмотренные алгоритмы применить к матрице, имеющей
правые полиномиальные решения, они могут либо оказаться среди
столбцов матрицы S, отвечающих нулевым столбцам матрицы T , либо
входить в линейные комбинации с порождающими собственными век-
торами. Поэтому в случае сингулярной полиномиальной матрицы об-
щего вида следует вначале найти базисную матрицу ее образа (исполь-
зуя, например, метод из работы [6]), а уже к ней применять описанные
выше алгоритмы. Альтернативный подход состоит в вычислении ба-
зисной матрицы образа матрицы S и выполнении соответствующих
преобразований столбцов матрицы T с последующим исключением у
нее столбцов, являющихся полиномиальными решениями.

§2. Вычисление минимальной базисной матрицы
образа полиномиальной матрицы

Рассмотренные выше алгоритмы могут быть использованы для вы-
числения факторизации

F = F̂ ·H, (8)

где detH = δ – отличный от константы делитель характеристического
полинома ϕ матрицы F . Если это возможно при δ = ϕ, то столбцы

матрицы F̂ образуют свободный базис образа матрицы F . При макси-
мально возможной степени полинома δ будет получен минимальный
базис образа матрицы F .

Умножая обе части соотношения (8) справа на присоединенную к

H матрицу Ha, получаем соотношение F ·Ha = (δI)F̂ , которое может
быть записано в виде

[F δIm]

[
Ha

−F̂

]
= O.

Если δ равно χ, ϕ или ψ, приходим к соотношениям (5) и (7), приводя-

щим к задаче вычисления матрицы N = [T − S]
B

, столбцы которой
образуют минимальный базис правого нуль-пространства соответству-
ющей матрицы. Блоки S и T дают искомые матрицы с точностью до
умножения их справа на некоторую регулярную матрицу. Минималь-
ность получаемого базиса гарантирует, что матрица N не может иметь

очевидное представление вида [δIn − F ]
B

, возможное, только если δ

будет взаимно простым с ϕ. Если δ = χ 6= ϕ, то матрица S не будет
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свободной: ее характеристический полином равен ϕ
χ
. Если δ = ϕ, то

detT = detHa = ϕn−1, тогда как миноры вида (1) матрицы S = F̂ бу-
дут взаимно простыми. Если δ = ψ 6= ϕ, то матрица T будет иметь до-
полнительный собственный полином ε = ψ

ϕ
. В этом случае множитель

H может быть вычислен алгоритмом “деления” (см. [4]) матрицы F на
матрицу S. Минимальность суммы степеней столбцов матрицы N не
гарантирует, вообще говоря, минимальность суммы степеней столбцов
матрицы S, претендующей на роль минимальной базисной матрицы

F̂ образа F . Однако по сравнению с предыдущим случаем базисная

матрица нуль-пространства могла бы иметь вид [εT − S]B , из чего
следует невозрастание суммы степеней столбцов матрицы S.

§3. Вычисление наибольшего общего делителя
скалярных и матричных многочленов

Покажем как предложенный алгоритм может быть использован для
вычисления НОД нескольких4 скалярных многочленов, что необходи-
мо, в частности, и для реализации алгоритма из первого парагра-
фа. Сформируем из многочленов fi, i = 1, . . . , k, матрицу-столбец

F = col {fi}
k
i=1 и k × (k + 1) матрицу M =

[
col {fi}

k
i=1 f1Ik

]
. Най-

дем минимальный базисный вектор

[
τ1

col {−τi}
k
i=1

]
ее правого нуль-

пространства (в предположении, что fi = ϕ τi, i = 1, . . . , k). Тогда

частное f1
τ1

, являющееся характеристическим полиномом матрицы F ,
будет искомым НОД.

Аналогичным образом можно искать правый НОД нескольких по-
линомиальныхmi×n матриц Fi, i = 1, . . . , k, полного столбцового ран-

га: Fi = F̂iH . Выбирая в качестве δ полином ψ, являющийся одним из

миноров (1) одной из этих матриц, формируем матрицу
[
col{Fi}

k
i=1 δI

]

и находим базисную матрицу

[
T

col {−Si}
k
i=1

]
ее правого нуль-простран-

ства. “Деление” любой матрицы Fi на соответствующую матрицу Si
дает искомый общий делитель. Рассуждения, приведенные в конце
предыдущего параграфа, позволяют предположить, что этот делитель
будет наибольшим.

4Алгоритм вычисления НОД двух многочленов описан в [4].



264 В. Б. ХАЗАНОВ

§4. Иллюстрация алгоритмов

Приведем иллюстрацию алгоритмов нахождения порождающих со-
бственных векторов (и собственных полиномов) для трех видов со-
отношений (3), (4), (6) и построения факторизаций (8) на примере
двухпараметрической матрицы

F (λ, µ) =



λ2 λµ

µ λ

λ µ


 .

Ее характеристический полином имеет вид ϕ(λ, µ) = λ2 − µ2, а
неприводимые собственные полиномы – это

χ1(λ, µ) = λ− µ и χ2(λ, µ) = λ+ µ.

А. Алгоритм для соотношения (3)

χ1(λ, µ) = λ− µ – неприводимый собственный полином,

M1 = [F χ1I3] =



λ2 λµ λ− µ 0 0
µ λ 0 λ− µ 0
λ µ 0 0 λ− µ


 ,

N1 =




1 −µ
−1 λ

−λ 0
1 −λ− µ

−1 0



, F̂ 1 =



λ 0
−1 λ+ µ

1 0


 ,

[
t1
−s1

]
=




1
−1
−λ
1
−1



, x1 =

[
1
−1

]
, z1 =



λ

−1
1


 ,

[
t2
−s2

]
=




−µ
λ

0
−λ− µ

0



, x2 =

[
−µ
λ

]
, z2 =




0
−1
0


 .

Тем самым найден порождающий собственный вектор, отвечающий
неприводимому собственному полиному.
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H1
a =

[
1 −µ
−1 λ

]
, H1 =

[
λ µ

1 1

]
,



λ2 λµ

µ λ

λ µ


 =



λ 0
−1 λ+ µ

1 0



[
λ µ

1 1

]
,

так что получены несвободный базис F̂ 1 образа матрицы F и
матрица, обратная к H1.

χ2(λ, µ) = λ+ µ – неприводимый собственный полином,

M2 = [F χ2I3] =



λ2 λµ λ+ µ 0 0
µ λ 0 λ+ µ 0
λ µ 0 0 λ+ µ


 ,

N2 =




1 −µ
1 λ

−λ 0
−1 −λ+ µ

−1 0



, F̂ 2 =



λ 0
1 λ− µ

1 0


 ,

[
t1
−s1

]
=




1
1
−λ
−1
−1



, x1 =

[
1
1

]
, z1 =



λ

1
1


 ,

[
t2
−s2

]
=




−µ
λ

0
−λ+ µ

0



, x2 =

[
−µ
λ

]
, z2 =



0
1
0


 .

Тем самым найден порождающий собственный вектор, отвечающий
неприводимому собственному полиному.

H2
a =

[
1 −µ
1 λ

]
, H2 =

[
λ µ

−1 1

]
,



λ2 λµ

µ λ

λ µ


 =



λ 0
1 λ− µ

1 0



[
λ µ

−1 1

]
,
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и нами получены несвободный базис F̂ 2 образа матрицы F

и матрица, обратная к H2.

Б. Алгоритм для соотношения (4)

ϕ(λ, µ) = λ2 − µ2 – приводимый характеристический полином;

M = [F ϕ1I3] =



λ2 λµ λ2 − µ2 0 0
µ λ 0 λ2 − µ2 0
λ µ 0 0 λ2 − µ2


 .

Два варианта базисной матрицы правого нуль-пространства
матрицы M :

N1 =




λ+ µ λ− µ

−λ− µ λ− µ

−λ −λ
1 −1
−1 −1



, F̂ 1 =



λ λ

−1 1
1 1


 ,

[
t1
−s1

]
=




λ+ µ

−λ− µ

−λ
1
−1



, x1 =

[
1
−1

]
, z1 =



λ

−1
1


 ,

χ1(λ, µ) =
λ2 − µ2

λ+ µ
= λ− µ;

[
t2
−s2

]
=




λ− µ

λ− µ

−λ
−1
−1



, x2 =

[
1
1

]
, z2 =



λ

1
1


 ,

χ2(λ, µ) =
λ2 − µ2

λ− µ
= λ+ µ.

Тем самым найдены порождающие собственные векторы, отвечающие
делителям известного характеристического полинома.

H1
a =

[
λ+ µ λ− µ

−λ− µ λ− µ

]
, H1 =

[
λ− µ −λ+ µ

λ+ µ λ+ µ

]
,
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2



λ2 λµ

µ λ

λ µ


 =



λ λ

−1 1
1 1



[
λ− µ −λ+ µ

λ+ µ λ+ µ

]
.

Получены свободный базис F̂ 1 образа матрицы F

и матрица, обратная к H1.

N2 =




µ λ

−λ −µ
0 −λ
1 0
0 −1



, F̂ 2 =




0 λ

−1 0
0 1


 ,

[
t1
−s1

]
=




µ

−λ
0
1
0



, x1 =

[
µ

−λ

]
, z1 =




0
−1
0


 ,

χ1(λ, µ) = ϕ(λ, µ) = λ2 − µ2;

[
t2
−s2

]
=




λ

−µ
−λ
0
−1



, x2 =

[
λ

−µ

]
, z2 =



λ

0
1


 ,

χ2(λ, µ) = ϕ(λ, µ) = λ2 − µ2.

Делители известного характеристического полинома не найдены.

H2
a =

[
µ λ

−λ −µ

]
, H2 =

[
−µ −λ
λ µ

]
,



λ2 λµ

µ λ

λ µ


 =




0 λ

−1 0
0 1



[
−µ −λ
λ µ

]
.

Получены свободный базис F̂ 2 образа матрицы F

и матрица, обратная к H2.
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В. Алгоритм для соотношения (7)

ψ = F

(
1, 2
1, 2

)
= (λ2 − µ2)λ – многочлен,

кратный характеристическому полиному;

M = [F ϕ1I3] =



λ2 λµ (λ2 − µ2)λ 0 0
µ λ 0 (λ2 − µ2)λ 0
λ µ 0 0 (λ2 − µ2)λ


 .

Два варианта базисной матрицы правого нуль-пространства
матрицы M :

N1 =




(λ+ µ)λ (λ− µ)λ
−(λ+ µ)λ (λ− µ)λ

−λ −λ
1 −1
−1 −1



, F̂ 1 =



λ λ

−1 1
1 1


 ,

[
t1
−s1

]
=




(λ+ µ)λ
−(λ+ µ)λ

−λ
1
−1



, x1 =

[
1
−1

]
, z1 =



λ

−1
1


 ,

χ1(λ, µ) =
(λ2 − µ2)λ

(λ+ µ)λ
= λ− µ;

[
t2
−s2

]
=




(λ− µ)λ
(λ− µ)λ

−λ
−1
−1



, x2 =

[
1
1

]
, z2 =



λ

1
1


 ,

χ2(λ, µ) =
(λ2 − µ2)λ

(λ− µ)λ
= λ+ µ.

Найдены собственные полиномы – делители характеристического
полинома и отвечающие им порождающие собственные векторы.
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H̃1
a =

[
(λ + µ)λ (λ− µ)λ
−(λ+ µ)λ (λ− µ)λ

]
, H̃1 =

[
(λ− µ)λ −(λ− µ)λ
(λ+ µ)λ (λ+ µ)λ

]
,

2λ



λ2 λµ

µ λ

λ µ


 =



λ λ

−1 1
1 1



[
(λ− µ)λ −(λ− µ)λ
(λ+ µ)λ (λ+ µ)λ

]
.

Получен свободный базис F̂ 1 образа матрицы F .

N2 =




λµ λ2

−λ2 −λµ
0 −λ
1 0
0 −1



, F̂ 2 =




0 λ

−1 0
0 1


 ,

[
t1
−s1

]
=




λµ

−λ2

0
1
0



, x1 =

[
µ

−λ

]
, z1 =




0
−1
0


 ,

χ1(λ, µ) =
(λ2 − µ2)λ

λ
= ϕ(λ, µ) = λ2 − µ2,

[
t2
−s2

]
=




λ2

−λµ
−λ
0
−1



, x2 =

[
λ

−µ

]
, z2 =



λ

0
1


 ,

χ2(λ, µ) =
(λ2 − µ2)λ

λ
= ϕ(λ, µ) = λ2 − µ2.

Найден характеристический полином (но не его делители)
и отвечающие ему порождающие собственные векторы.

H̃2
a =

[
λµ λ2

−λ2 −λµ

]
, H̃2 =

[
−λµ −λ2

λ2 λµ

]
,

2λ



λ2 λµ

µ λ

λ µ


 =




0 λ

−1 0
0 1



[
−λµ −λ2

λ2 λµ

]
.
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Получен свободный базис F̂ 2 образа матрицы F .

Замечание. Полагая µ отличной от нуля константой, получим иллю-
страцию алгоритмов для однопараметрической матрицы.

Проиллюстрируем применение основанного на использовании соот-
ношения (7) алгоритма нахождения НОД полиномов на примере вы-
числения НОД компонент вектора t1 из базисной матрицыN2 в преды-
дущем примере. Сформируем матрицу-столбец

F (λ, µ) =

[
λµ

−λ2

]
,

ψ = F

(
1
1

)
= λµ, M = [F ψI2] =

[
λµ λµ 0
λ2 0 λµ

]
,

[
t

−s

]
=



µ

−µ
λ


 , x = [1], z =

[
µ

−λ

]
, ϕ =

λµ

µ
= λ.

Найден наибольший общий делитель.
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Khazanov V. B. Computation of characteristics of the regular finite
spectrum of a singular multiparameter polynomial matrix.

A modification of a known algorithm for computing the generating
eigenvectors of a multiparameter polynomial matrix of full column rank
is presented. This modification permits one to compute the characteristic
polynomial (or its divisors) for a singular matrix. The algorithm proposed
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can be extended to the general case and used for computing a minimal
basis of the image of a polynomial matrix and also for computing the
greatest common divisor of scalar and matrix polynomials. An illustration
of implementation of the algorithm is given.
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