
Записки научных
семинаров ПОМИ

Том 482, 2019 г.

Е. К. Куликов, А. А. Макаров

О КВАДРАТИЧНЫХ МИНИМАЛЬНЫХ СПЛАЙНАХ
С КРАТНЫМИ УЗЛАМИ

§1. Введение

Геометрическое моделирование широко используется при разработ-
ке систем автоматизированного проектирования и связано с построе-
нием кривых и поверхностей по ограниченной информации. В таких
системах де-факто при построении кривых стандартом являются мето-
ды, основанные на использовании кривых Безье или NURBS-кривых.
Однако используемые базисы не могут точно представить, например,
трансцендентные кривые, часто используемые в прикладном проекти-
ровании. В связи с этим изучаются сплайн-функции, обладающие ос-
новными свойствами B-сплайнов, среди которых известны минималь-
ные сплайны, GB-сплайны и др. (подробнее см. [1, 2]).

Минимальные сплайны лагранжева типа, получаемые из тождеств,
называемых аппроксимационными соотношениями, как правило, рас-
сматриваются на сетках с простыми (различными) узлами [3], что не
всегда удобно в практических приложениях (см., например, [4, 5]).

Целью данной работы является построение квадратичных мини-
мальных сплайнов на неравномерных сетках с кратными узлами. В
работе получены асимптотические представления для нормализован-
ных сплайнов. В зависимости от кратности узлов сетки установлено, к
какому классу непрерывности относится изучаемая сплайн-функция.
Результаты проиллюстрированы на примере гиперболических и три-
гонометрических минимальных сплайнов.

Ключевые слова: минимальные сплайны, гиперболические сплайны, тригоно-
метрические сплайны, асимптотика сплайн-функций, сетки с кратными узлами.
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§2. Пространство квадратичных минимальных

сплайнов

Пусть Z – множество целых чисел, Z+ := {j | j > 0, j ∈ Z},
R

1 – множество вещественных чисел. Векторное (линейное) простран-
ство трехмерных вектор-столбцов обозначим через R

3, причем векто-
ры в нем будут отождествляться с одностолбцовыми матрицами и к
ним будут применяться обычные матричные операции; в частности,
для пары векторов a,b ∈ R

3 выражение aTb представляет собой ев-
клидово скалярное произведение этих векторов. Квадратная матрица,
столбцами которой являются векторы a0, a1, a2 ∈ R

3 (в указанном по-
рядке), обозначается символом (a0, a1, a2), а выражение det(a0, a1, a2)
обозначает ее определитель. Компоненты векторов обозначаются квад-
ратными скобками и нумеруются целыми числами; например, a =
([a]0, [a]1, [a]2)T . Для любого S ∈ Z+ введем обозначение CS [a, b] :=
{u | u(i) ∈ C[a, b], i = 0, 1, . . . , S}, полагая C0[a, b] := C[a, b]. Будем пи-

сать u ∈ CS [a, b], если компоненты вектор-функции u ∈ R
3 непрерыв-

но дифференцируемы S раз на отрезке [a, b]. Пространство кусочно-
непрерывных функций с конечным числом разрывов первого рода на
отрезке [a, b] обозначим через C −1[a, b]; при этом будем считать, что
каждая функция этого пространства непрерывна слева.

На отрезке [a, b] ⊂ R
1 рассмотрим сетку X :

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b. (1)

В случае необходимости будем считать, что рассматриваемая сетка
продолжена за отрезок [a, b] с некоторым фиксированным шагом. Обо-
значим характеристику мелкости сетки через hX := sup

j∈Z

(xj+1 − xj).

Введем обозначение Ji,k := {i, i + 1, . . . , k}, i, k ∈ Z, i < k. Упорядо-
ченное множество A := {aj}j∈J−2,n−1

векторов aj ∈ R
3 будем называть

цепочкой векторов. Цепочка A называется полной цепочкой векторов,
если det(aj−2, aj−1, aj) 6= 0 для всех j ∈ J0,n−1.

Введем обозначения для объединения элементарных сеточных ин-
тервалов M := ∪j∈J0,n−1

(xj , xj+1). Пусть X(M) – линейное простран-
ство вещественнозначных функций, заданных на множестве M. Пусть
Sj := [xj , xj+3], j ∈ J−2,n−1.

Рассмотрим вектор-функцию ϕ : [a, b] 7→ R
3 с элементами из про-

странства C 2[a, b] и ненулевым вронскианом W (t):

W (t) := det(ϕ(t),ϕ′(t),ϕ′′(t)) 6= 0 ∀ t ∈ [a, b]. (2)
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Пусть A – полная цепочка векторов. Предположим, что функции
ωj ∈ X(M), j ∈ J−2,n−1, удовлетворяют соотношениям

k
∑

j′=k−2

aj′ ωj′(t) ≡ ϕ(t) ∀ t ∈ (xk, xk+1), ∀ k ∈ J0,n−1,

ωj(t) ≡ 0 ∀ t ∈ M\Sj, ∀ j ∈ J−2,n−1.

(3)

Для всякого фиксированного t ∈ (xk, xk+1) и произвольного k ∈
J0,n−1 соотношения (3) можно рассматривать как систему линейных
алгебраических уравнений относительно неизвестных ωj(t). Ввиду пол-
ноты цепочки векторов A, система (3) имеет единственное решение. По
формулам Крамера находим

ωj(t) =
det

(

{aj′}j′∈Jk−2,k,j′ 6=j ‖ ′j
ϕ(t)

)

det
(

ak−2, ak−1, ak

)

∀ t ∈ (xk, xk+1), ∀ j ∈ Jk−2,k,

где символьная запись ‖ ′j означает, что определитель в числите-
ле получается из определителя в знаменателе заменой столбца aj на
столбец ϕ(t) (с сохранением прежнего порядка следования столбцов).
Отсюда также следует, что suppωj ⊂ Sj .

Линейная оболочка функций ωj(t) называется пространством квад-

ратичных минимальных координатных (A,ϕ)-сплайнов, которое мы
будем обозначать через S(X,A,ϕ). Тождества (3) называются аппрок-

симационными соотношениями. Вектор-функция ϕ называется по-

рождающей.

Для вектор-функции ϕ ∈ C1[a, b] положим

ϕj := ϕ(xj), ϕ
′
j := ϕ

′(xj), j ∈ J−2,n+2,

и рассмотрим векторы dj ∈ R
3, задаваемые тождеством

dT
j x ≡ det(ϕj ,ϕ

′
j ,ϕ

′′
j , x), x ∈ R

3.

Определим цепочку векторов A := {aN
j }j∈J−2,n−1

формулой

aN
j := ϕj+1 − αj+1ϕ

′
j+1, (4)

где αj+1 :=
dT
j+2 ϕj+1

dT
j+2 ϕ

′
j+1

.
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Известно [3], что если выполнено условие

|W (t)| > c = const > 0 ∀ t ∈ [a, b],

то при достаточно малом hX цепочка векторов {aN
j }, j ∈ J0,n−1, явля-

ется полной, и ωj ∈ C1[a, b] для каждого j ∈ J−2,n−1. Более того, если
[ϕ(t)]0 ≡ 1, то справедливо свойство разбиения единицы:

n−1
∑

j=−2

ωj(t) ≡ 1 ∀ t ∈ [a, b].

В этом случае функции ωj(t) называются нормализованными квадра-

тичными минимальными координатными Bϕ-сплайнами. При этом
справедлива следующая теорема [6].

Теорема 1. Функция ωj ∈ C1[a, b] и ее производная представимы

формулами (i = 0, 1):

ω
(i)
j (t) =

dT
j ϕ

(i)(t)

dT
j aN

j

, t ∈ [xj , xj+1), (5)

ω
(i)
j (t) =

dT
j ϕ

(i)(t)

dT
j aN

j

−
dT
j aN

j+1

dT
j aN

j

dT
j+1ϕ

(i)(t)

dT
j+1a

N
j+1

, t ∈ [xj+1, xj+2), (6)

ω
(i)
j (t) =

dT
j+3ϕ

(i)(t)

dT
j+3a

N
j

, t ∈ [xj+2, xj+3). (7)

Замечание 1. Для ϕ(t) := (1, t, t2)T функции ωj(t) совпадают с из-
вестными квадратичными полиномиальными B-сплайнами (третьего
порядка) ωB

j (t) (см. [7]):

ω
B
j (t) =































(t− xj)
2

(xj+1 − xj)(xj+2 − xj)
, t∈ [xj , xj+1),

1

xj+1−xj

[

(t−xj)
2

xj+2 −xj

−
(t−xj+1)

2(xj+3−xj)

(xj+2−xj+1)(xj+3−xj+1)

]

, t∈ [xj+1, xj+2),

(t− xj+3)
2

(xj+3 − xj+1) (xj+3 − xj+2)
, t∈ [xj+2, xj+3).

(8)
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§3. О некоторых асимптотических разложениях

Будем рассматривать класс сеток вида (1) со свойством локальной

квазиравномерности:

K−1
0 6

xj+1 − xj

xj − xj−1
6 K0, K0 > 1, K0 ∈ R

1, j ∈ J−2,n+2.

Пусть hj := xj+1 − xj и h := max
j

{hj}, j ∈ J−2,n+1. Предположим,

что h → +0. Будем использовать обозначения o(1) и o(1) для беско-
нечно малых при h → 0, т. е. o(1) −→

h→0
0 и o(1) −→

h→0
0, соответственно.

Далее потребуется разложение вектор-функций ϕ
(s)(t), s = 0, 1, по

формуле Тейлора:

ϕ
(s)(t) =

2
∑

i=s

(t− xj+k)
i−s

(i − s)!
ϕ

(i)
j+k + (t− xj+k)

2−s
o(1). (9)

Рассмотрим выражение dT
j+kϕ

(s)(t) = det(ϕj+k,ϕ
′
j+k,ϕ

(s)(t)), кото-

рое, с учетом формулы (9) и свойств аддитивности и линейности опре-
делителя относительно столбца, а также того факта, что определитель
с двумя одинаковыми столбцами равен нулю, принимает вид

dT
j+kϕ

(s)(t) =
(t− xj+k)

2−s

(2− s)!
(Wj+k + o(1)) , (10)

где через Wj+k обозначен вронскиан (2), вычисленный при t = xj+k.
Ясно, что для t = xj+p предыдущая формула принимает вид

dT
j+kϕ

(s)
j+p =

(xj+p − xj+k)
2−s

(2− s)!
(Wj+k + o(1)) . (11)

Теорема 2. Для вектора aN
j вида (4) справедливо асимптотическое

представление

aN
j = ϕj+1 +

hj+1

2
ϕ

′
j+1 + hj+1o(1). (12)

Доказательство. Используя в формуле (11) значения s = 0, k =
2, p = 1 и s = 1, k = 2, p = 1, получаем

dT
j+2 ϕj+1 =

(xj+1 − xj+2)
2

2
(Wj+2 + o(1)) ,

dT
j+2 ϕ

′
j+1 = (xj+1 − xj+2) (Wj+2 + o(1)) ,
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откуда находим

αj+1 = −
xj+2 − xj+1

2
(1 + o(1)). (13)

Подставляя полученное выражение в представление (4) и учитывая
равенство hj+1 = xj+2 − xj+1, приходим к искомому разложению (12).

�

В силу представления (4), выражение

dT
j+k aN

j+p−1 = det(ϕj+k,ϕ
′
j+k,ϕj+p − αj+p ϕ

′
j+p)

элементарными преобразованиями над столбцами приводится к виду

dT
j+k aN

j+p−1 = dT
j+kϕj+p − αj+p dT

j+kϕ
′
j+p.

Теперь, используя формулы (11) и (13), находим

dT
j+k aN

j+p−1 =
(xj+p+1 − xj+k)(xj+p − xj+k)

2
(Wj+k + o(1)) . (14)

Теорема 3. Для функции ωj(t) вида (5)–(7) справедливо асимптоти-

ческое представление

ωj(t) =
(t− xj)

2

hj(hj + hj+1)
(1 + o(1)) , t ∈ [xj , xj+1), (15)

ωj(t) =
1

hj

(

(t− xj)
2

hj + hj+1
−

(hj + hj+1 + hj+2)(t− xj+1)
2

hj+1(hj+1 + hj+2)

)

(1 + o(1)) ,

t ∈ [xj+1, xj+2),

(16)

ωj(t) =
(t− xj+3)

2

hj+2(hj+1 + hj+2)
(1 + o(1)) , t ∈ [xj+2, xj+3). (17)

Доказательство. Из (10) при k = 0, s = 0, находим

dT
j ϕ(t) =

(t− xj)
2

2
(Wj + o(1)).

Из (14) при k = 0, p = 1, получаем

dT
j aN

j =
(xj+2 − xj)(xj+1 − xj)

2
(Wj + o(1)) . (18)

Учитывая равенства hj = xj+1 − xj и xj+2 − xj = hj + hj+1, имеем

dT
j ϕ(t)

dT
j aN

j

=
(t− xj)

2

hj(hj + hj+1)
(1 + o(1)). (19)
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Теперь из представления (5) и (19) находим (15).
Из (19) ясно, что

dT
j+1ϕ(t)

dT
j+1a

N
j+1

=
(t− xj+1)

2

hj+1(hj+1 + hj+2)
(1 + o(1)). (20)

Из равенства (14) при k = 0, p = 2 и представления (18) имеем

dT
j aN

j+1

dT
j aN

j

=
hj + hj+1 + hj+2

hj

(1 + o(1)). (21)

Подставляя значения (19)–(21) в выражение (6), получаем представ-
ление (16).

Наконец, подставляя формулу (10) при k = 3, s = 0 и формулу (14)
при k = 3, p = 1 в выражение (7), находим представление (17). �

Замечание 2. Главная часть асимптотики в (15)–(17) совпадает с
представлением B-сплайна (8) (ср. [8]).

§4. О сплайнах с кратными узлами

На отрезке [a, b] ⊂ R
1 рассмотрим расширенную сетку Xn:

x−2 6 x−1 6 a = x0 6 x1 6 · · · 6 xn−1 6 xn = b 6 xn+1 6 xn+2. (22)

Узлы сетки (22), значения которых совпадают, называются крат-

ными. Если узел xj в сетке Xn встречается k раз, т.е. xj = xj+1 =
· · · = xj+k−1, то он имеет кратность k.

Теорема 4. В узлах кратности 2 функция ωj принадлежит про-

странству C[a, b]; при этом

(1) если xj = xj+1 < xj+2 < xj+3, то ωj(xj) = 0;
(2) если xj < xj+1 < xj+2 = xj+3, то ωj(xj+2) = 0;
(3) если xj = xj+1 < xj+2 = xj+3, то ωj(xj) = 0 и ωj(xj+2) = 0;
(4) если xj < xj+1 = xj+2 < xj+3, то ωj(xj+1) = 1.

Доказательство. Ясно, что ωj(xj − 0) = 0. Ввиду формулы (6) и
представления (16), справедлива цепочка равенств

ωj(xj + 0) = lim
t→xj+1+0

dT
j ϕ(t)

dT
j aN

j

−
dT
j aN

j+1

dT
j aN

j

dT
j+1ϕ(t)

dT
j+1a

N
j+1

= lim
hj→0

hj

hj + hj+1
(1 + o(1)) = 0,



О КВАДРАТИЧНЫХ МИНИМАЛЬНЫХ СПЛАЙНАХ 227

откуда следует, что в узле xj функция ωj непрерывно продолжима,
причем выполнено утверждение 1 теоремы.

Утверждение 2 теоремы доказывается аналогичным образом, а ут-
верждение 3 является следствием установленных выше утверждений
1 и 2.

Из соотношений (5) и (19) получаем

ωj(xj+1 − 0) = lim
t→xj+1−0

dT
j ϕ(t)

dT
j aN

j

= lim
hj+1→0

hj

hj + hj+1
(1 + o(1)) = 1. (23)

Из представления (7) и формулы (11) при s = 0, k = 3, p = 2, а также
формулы (14) при k = 3, p = 1 имеем

ωj(xj+1 + 0) = lim
t→xj+2+0

dT
j+3ϕ(t)

dT
j+3a

N
j

= lim
hj+1→0

hj+2

hj+1 + hj+2
(1 + o(1)) = 1.

(24)
Отсюда видно, что в узле xj+1 функция ωj непрерывно продолжима,
при этом выполнено утверждение 4 теоремы. �

Теорема 5. В узлах кратности 3 функция ωj принадлежит про-

странству C−1[a, b]; при этом

(1) если xj < xj+1 = xj+2 = xj+3, то ωj(xj+1 − 0) = 1;
(2) если xj = xj+1 = xj+2 < xj+3, то ωj(xj + 0) = 1.

Доказательство. Утверждения 1 и 2 теоремы непосредственно вы-
текают из представлений (23) и (24) соответственно. �

Пусть ϕ(t) := (1, sh t, ch t)T . Тогда формулы (5)–(7) для построения
гиперболического сплайна ωH

j (t) имеют вид:

ωH
j (t) =

ch
xj+2−xj+1

2 sh2
(

t−xj

2

)

sh
xj+1−xj

2 sh
xj+2−xj

2

, t ∈ [xj , xj+1),

ωH
j (t) =

ch
xj+2−xj+1

2

sh
xj+1−xj

2





sh2
(

t−xj

2

)

sh
xj+2−xj

2

−
sh

xj+3−xj

2 sh2
(

t−xj+1

2

)

sh
xj+3−xj+1

2 sh
xj+2−xj+1

2



 ,

t ∈ [xj+1, xj+2),

ωH
j (t) =

ch
xj+2−xj+1

2 sh2
(

xj+3−t

2

)

sh
xj+3−xj+1

2 sh
xj+3−xj+2

2

, t ∈ [xj+2, xj+3).
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Рис. 1. Графики гиперболических сплайнов с узлами
различной кратности.

Гиперболические сплайны неотрицательны вне зависимости от ша-
га сетки (см. [9]). На рис. 1 приведены их графики для узлов раз-
личной кратности. Сплайн с простыми узлами изображен точечной
линией, сплайн с крайним узлом двойной кратности – длинной пунк-
тирной линией, сплайн с обоими крайними узлами двойной кратности
– пунктирной линией, сплайн с центральным узлом двойной кратно-
сти – точечно-пунктирной линией, сплайн с узлом тройной кратности
– сплошной линией.

Пусть ϕ(t) := (1, sin t, cos t)T . Тогда формулы (5)–(7) для построе-
ния тригонометрического сплайна ωT

j (t) имеют вид:

ωT
j (t) =

cos
xj+2−xj+1

2 sin2
(

t−xj

2

)

sin
xj+1−xj

2 sin
xj+2−xj

2

, t ∈ [xj , xj+1),

ωT
j (t) =

cos
xj+1−xj+2

2

sin
xj+1−xj

2





sin2
(

t−xj

2

)

sin
xj+2−xj

2

−
sin

xj+3−xj

2 sin2
(

t−xj+1

2

)

sin
xj+3−xj+1

2 sin
xj+2−xj+1

2



 ,

t ∈ [xj+1, xj+2),

ωT
j (t) =

cos
xj+2−xj+1

2 sin2
(

t−xj+3

2

)

sin
xj+3−xj+1

2 sin
xj+3−xj+2

2

, t ∈ [xj+2, xj+3).



О КВАДРАТИЧНЫХ МИНИМАЛЬНЫХ СПЛАЙНАХ 229

Рис. 2. Графики тригонометрических сплайнов с уз-
лами различной кратности.

В отличие от функций ωH
j (t), тригонометрические сплайны неотри-

цательны при условии, что шаг сетки меньше π (см. [10]). Их графи-
ки на сетке с узлами {0, 0, 0, 3.5, 6.6, 9.7, 9.7, 9.7} приведены на рис. 2.
Сплайн с простыми узлами изображен точечной линией, сплайн с край-
ним узлом двойной кратности – длинной пунктирной линией, сплайн
с узлом тройной кратности – сплошной линией.
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