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§1. Введение

Бинарные отношения на ассоциативных кольцах и, в частности, на
матричной алгебре являются важным предметом исследований совре-
менной математики и активно используются в многочисленных при-
ложениях. В данной работе изучается одно из возможных обобщений
отношения коммутирования на матричной алгебре.

Пусть F – произвольное поле, через Mn(F) будем обозначать алгеб-
ру n×n матриц над полем F. Поскольку коммутативность для матриц
A,B ∈Mn(F) означает равенство между AB и BA, следующий шаг со-
стоит в том, чтобы рассматривать такие матрицы A и B, что AB и BA
линейно зависимы. Скажем, что матрицы A,B ∈ Mn(F) коммутиру-
ют с точностью до множителя ω ∈ F, если AB = ωBA. Говорят, что
A,B ∈ Mn(F) квази-коммутируют, если найдется некоторый нену-
левой скаляр, такой что A и B коммутируют с точностью до него.
Для данного ω ∈ F и матрицы A ∈ Mn(F) можно также определить
обобщённый централизатор Cω(A) = {B ∈Mn(F) : AB = ωBA}.

Квази-коммутативность в более широком смысле, не обязательно
матричная, является основополагающим элементом для построения
теории квантовых групп [12, 16], а также одним из фундаментальных
соотношений в квантовой механике [26, глава 4, §14–15] и [2].

Алгебраические свойства обобщенных централизаторов и, в частно-
сти, наличие аналога теоремы о двойном централизаторе исследованы
в [5,6]. Некоторые их численные характеристики и приложения в тео-
рии кодирования рассмотрены в [1]. Вычислению длин пар квази-ком-
мутирующих матриц посвящены работы [9–11]. Так, в работе [11] полу-
чено полное описание возможных значений длин таких пар. Заметим,
что длина является нетривиальной для вычисления характеристикой,
поскольку для полной матричной алгебры Mn(F) задача вычисления
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длины как функции порядка матриц n поставлена ещё в 1984 г. [20]
и до сих пор не решена. Тем не менее, для многих матричных мно-
жеств и собственных подалгебр часто удаётся явно вычислить длину
или получить хорошие оценки, см., например, работы [7, 13, 14] и биб-
лиографию в них.

Следующим уровнем обобщения для вышеозначенного отношения
квази-коммутативности является изучение матриц A,B, удовлетворя-
ющих соотношению AB = CBA для некоторой фиксированной матри-
цы C. Подобное отношение C-коммутативности естественным обра-
зом возникает в теории квантовых измерений в рамках гильбертовых
пространств. Так, в [2] исследован случай унитарной матрицы C. В
нашей работе для A,C ∈Mn(F) мы вводим C-централизатор

C(A,C) = {X ∈Mn(F) | AX = CXA},
исследуем его строение, числовые характеристики, кроме того, оцени-
ваем возможные длины пар C-коммутирующих матриц. В невырож-
денном случае изучение C-коммутативности можно свести к иссле-
дованию мультипликативного коммутатора. В работах [21] и [23–25]
подробно рассматриваются тройки невырожденных матриц A,B,C,
таких что C = ABA−1B−1, причем C коммутирует либо с одной из
матриц A,B, либо с обеими.

Наша работа построена следующим образом. В §2 вводится систе-
ма обозначений и основные определения. В §3 собраны необходимые
вспомогательные результаты. В §4 получен критерий того, что про-
странство C(A,C) = {X ∈ Mn(F) | AX = CXA} равно {0}, а также
полное его описание для диагонализуемой A, затем условие диагона-
лизуемости удается ослабить. Вычислена размерность C(A,C) и по-
лучена верхняя оценка на ранги матриц из C(A,C). Найден критерий
совпадения C(A,C) и

⋂
λ∈ΛAnnr(A−λC), где Λ – специальное подмно-

жество спектра матрицы A (см. обозначение 2.2 ниже). В последнем
случае для B ∈ C(A,C) получена верхняя оценка длины {A,B}. В §5
при AB=CBA, AC=CA, BC=CB выведена каноническая форма для
A,B,C, а также оценки на длину {A,B}. В §6 для диагонализуемой C
с двумя собственными значениями получены оценки на длину {A,B}.

§2. Используемая система обозначений

Пусть F – произвольное поле, F – его алгебраическое замыкание.
Пусть k ∈ N, k > 1. В дальнейшем под первообразным (или примитив-
ным) корнем из единицы γ ∈ F порядка k понимается такой корень из
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единицы степени k, что γm 6= 1 для всех 1 6 m < k. Множество всех
корней степени k из единицы стандартным образом обозначим k

√
1.

Обозначим через E, En единичную матрицу, через O, On – нулевую
матрицу в Mn(F).

Пусть A ∈ Mn(F). Её спектр обозначим через σ(A) ⊆ F. (A)ij или
aij обозначает элемент поля, стоящий на позиции (i, j) матрицы A.
Также vec(A) = (a11, . . . , an1, . . . , a1n, . . . , ann)

T – вектор-столбец, по-
лученный “вытягиванием” матрицы A по столбцам. При этом colj(A),
rowi(A) вектор-строка и вектор-столбец, равные j-му столбцу и i-й
строке матрицы A соответственно. Через deg(A) мы обозначаем сте-
пень минимального многочлена матрицы A.

В дальнейшем нам понадобится правый аннулятор матрицы A, а
именно Annr(A)={X∈Mn(F)|AX=O}. Ядро матрицы всегда предпо-
лагается правым Ker(A)= {v∈Fn|Av=0}. Определим также центра-
лизатор (коммутант) матрицы A как C(A)={X∈Mn(F)|AX=XA}.

Для матрицG, F размеров r×s и p×q соответственно их тензорным
(кронекеровским) произведениемG⊗F будем считать матрицу размера
rp× sq, которая в блочной записи имеет вид



g11F . . . g1nF

...
. . .

...
gn1F . . . gnnF


 .

Определение 2.1. Для A,C ∈Mn(F) введём C-централизатор

C(A,C) = {X ∈Mn(F) | AX = CXA}.

Обозначение 2.2. Пусть A,C ∈Mn(F), тогда

Λ(A,C) = {λ ∈ σ(A) | det(A− λC) = 0}.

Далее 〈U〉 обозначает линейную оболочку множества U в некотором
понятном из контекста линейном пространстве над полем F. Под тер-
мином алгебра подразумевается ассоциативная конечномерная алгебра
с единицей.

Для произвольного конечного подмножества S = {A1, . . . , Ah} ⊆
Mn(F) определим его длину. Длина слова Ai1 . . . Ait , где Aij ∈ S, рав-
на t. Договоримся считать единичную матрицу E (пустое слово) сло-
вом от элементов S длины 0.

Пусть St, t>0, обозначает множество всех слов в алфавите S дли-
ны не большей t. Положим Lt(S) = 〈St〉. Заметим, что L0(S)=〈E〉∼=F.
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Пусть также L(S) =
∞⋃
i=0

Li(S) обозначает линейную оболочку всех слов

в алфавите S. Отметим, что пространство L(S) есть алгебра, порож-
дённая множеством S.

Определение 2.3. Длиной множества S ⊆Mn(F) называется число
l(S) = min{k ∈ Z+ : Lk(S) = L(S)}.

Определение 2.4. Длиной алгебры A ⊆ Mn(F) называется число
l(A) = max{l(S) : L(S) = A}.

Слово v ∈ St называется сократимым над S, если существует номер
i < t такой, что v ∈ Li(S), т.е. v представляется в виде линейной
комбинации слов меньшей длины. В противном случае назовем его
несократимым над S.

§3. Вспомогательные результаты

Теорема 3.1 ( [19, стр. 954, формула (2.10)]). Пусть A,B,C – мат-
рицы над полем F размеров m×n, n× s, s× t соответственно. Тогда

vec(ABC) = (CT ⊗A)vec(B).

Теорема 3.2 ( [23, стр. 316, теорема 3]). Пусть F = F, матрицы
A,B,C ∈Mn(F) невырожденные, причём C = ABA−1B−1, AC = CA,
BC = CB.

1. Тогда существует такая невырожденная матрица S, что

S−1AS = diag(A1, . . . , As), S−1BS = diag(B1, . . . , Bs),

S−1CS = diag(C1, . . . , Cs).

При этом для всех i ∈ {1, . . . , s} имеем Ai, Bi, Ci ∈Mni
(F),

s∑
i=1

ni = n

и, кроме того, существуют числа ki|ni такие, что

(a) σ(Ci) = {γi}, γi ∈ ki
√
1 – примитивный;

(b) найдётся ai ∈ F такое, что σ(Ai) = ki
√
ai, все собственные

числа имеют одинаковую алгебраическую кратность;
(c) найдётся bi ∈ F такое, что σ(Bi) = ki

√
bi, все собственные

числа имеют одинаковую алгебраическую кратность;
(d) (γi, ai, bi) 6= (γj , aj , bj) при i 6= j.
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2. для всех i ∈ {1, . . . , s} и β ∈ σ(Bi) существует такая невырож-
денная матрица T ∈Mni

(F), что

T−1AiT =




O En/ki
. . . O O

...
...

. . .
...

...
O O . . . En/ki

O

Ãi O . . . O O


 ,

T−1BiT =




B̃i O . . . O

O C̃iB̃i O O
...

...
. . .

...

O . . . O C̃ki−1
i B̃i


 ,

T−1CiT = diag(C̃i, . . . , C̃i),

где Ãi, En/ki
, B̃i, C̃i ∈ Mni/ki

(F), причём выполнены следующие соот-
ношения:

(a) C̃ki

i = ÃiB̃iÃ
−1
i B̃−1

i , C̃iB̃i = B̃iC̃i, C̃iÃi = ÃiC̃i;

(b) σ(Ãi) = σ(Ai), σ(C̃i) = σ(Ci);

(c) σ(B̃i) = {β}.

Доказательство. Указанная форма матриц получается из доказа-
тельства [23, стр. 322–323 до 2 абзаца включительно] переобозначени-

ем A как Ã. �

§4. C-централизатор диагонализуемой матрицы A

Отметим, что соотношение AX = CXA есть частный случай обоб-
щённого матричного уравнения Сильвестра. В том случае, когда ос-
новное поле – это R или C, известны различные приближенные методы
его решения, см., например, работу [22] и ее библиографию. В чисто
алгебраическом контексте хотелось бы иметь точное решение. Следую-
щая теорема решает данную задачу для диагонализуемой матрицы A.

Теорема 4.1. Пусть F– поле, A,C ∈Mn(F), σ(A) ⊆ F. Тогда
1. C(A,C) = {O} тогда и только тогда, когда Λ(A,C) = ∅.
2. Пусть A = Q−1DQ с произвольной матрицей перехода Q для

D = diag(d1, . . . , dn). Тогда

C(A,C) = {Y Q | coli(Y ) ∈ Ker(A− diC), i = 1, . . . , n}.
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Множество, определяемое последним равенством, не зависит от вы-
бора матрицы перехода Q.

Доказательство. 1. Воспользуемся теоремой 3.1 для сведения мат-
ричного уравнения к линейной системе для n2 переменных. Тогда урав-
нение AX = CXA равносильно однородной линейной системе с мат-
рицей E ⊗ A − AT ⊗ C и вектором неизвестных vec(X). Пусть JA –
жорданова нормальная форма матрицы A, причем A = Q−1JAQ, где

Q ∈ Mn(F), X = Q−1ZQ, C = Q−1C̃Q. Тогда равенство AX = CXA

равносильно JAZ = C̃ZJA. В силу вышесказанного, матрица соот-

ветствующей линейной системы имеет вид E ⊗ JA − JT
A ⊗ C̃. Полагая,

что JA – нижнетреугольная матрица с диагональю (λ1, . . . , λn), можно
записать

E ⊗ JA − JT
A ⊗ C̃ =




JA O . . . O

O JA . . . O
...

...
. . .

...
O O . . . JA


−




λ1C̃ ∗ . . . ∗
O λ2C̃ ∗ ∗
...

...
. . .

...

O O . . . λnC̃




=




JA − λ1C̃ ∗ . . . ∗
O JA − λ2C̃ ∗ ∗
...

...
. . .

...

O O . . . JA − λnC̃


 . (4.1)

Наличие ненулевого решения у однородной линейной системы рав-

носильно условию det(E ⊗ JA − JT
A ⊗ C̃) = 0. Это, в силу приведенных

выше выкладок, эквивалентно тому, что ∃i ∈ {1, . . . , n} : det(JA −
λiC̃) = 0. Однако det(JA−λiC̃) = det(Q−1(JA−λiC̃)Q) = det(A−λiC),
что завершает доказательство пункта 1.

2. В обозначениях предыдущего пункта JA = D = diag(d1, . . . , dn).
Тогда из блочно-диагонального вида последней матрицы в равенстве
(4.1) следует, что X = Q−1ZQ, где i-й столбец матрицы Z есть произ-
вольный вектор из

Ker(JA−λiC̃)= Ker(D−diC̃)= QKer(Q−1(D−diC̃)Q)= QKer(A−diC).
Остаётся только обозначитьQ−1Z = Y . Поскольку в процессе решения
матричного уравнения все преобразования были равносильны, то ито-
говая формула для C-централизатора не зависит от выбора матрицы
перехода Q. �
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Условие диагонализуемости матрицы A можно немного ослабить.

Следствие 4.2. Пусть F – произвольное поле, A,C ∈Mn(F), σ(A) ⊆
F. Пусть жорданова нормальная форма JA матрицы A обладает сле-
дующим свойством: для каждого λ ∈ σ(A) такого, что найдётся
клетка размера не менее 2, выполнено условие det(A − λC) 6= 0. По-
ложим A = Q−1JAQ с произвольной матрицей перехода Q, где JA
имеет диагональ (λ1, . . . , λn). Тогда

C(A,C) = {Y Q | coli(Y ) ∈ Ker(A− λiC), i = 1, ..., n}. (4.2)

Множество, определяемое последним равенством, не зависит от вы-
бора матрицы перехода Q.

Доказательство. Рассмотрим последнюю матрицу в равенстве (4.1).
Для всех λ ∈ σ(A), таких что все их жордановы клетки имеют раз-
мер 1, соответствующие столбцы матрицы Z = QXQ−1 вычисляют-
ся, как в предыдущей теореме 4.1. Оставшиеся собственные числа A

удовлетворяют условию det(A− λC) 6= 0. Тогда, в силу блочно-диаго-
нального вида последней матрицы в равенстве (4.1), получим, что все
соответствующие столбцы матрицы Z обращаются в ноль. Остается
произвести преобразования из доказательства пункта 2 предыдущей
теоремы 4.1. �

Предложение 4.3. Пусть F – произвольное поле, A,C ∈ Mn(F),
σ(A) ⊆ F. Предположим, что матрица A диагонализуема или удовле-
творяет условиям следствия 4.2. Если κ(λ) – алгебраическая крат-
ность λ как собственного числа матрицы A, то

dim C(A,C) =
∑

λ∈σ(A)

κ(λ) · dimKer(A− λC).

Доказательство. ОбозначимΛ = Λ(A,C). Проведем доказательство,
построив базис заявленной мощности. Если Λ = ∅, то все очевид-
но. Пусть Λ 6= ∅. Обозначим mλ = dimKer(A − λC). Для каждого
λ ∈ Λ введем множество Υλ ⊆ {1, . . . , n} всех номеров столбцов матриц
из C(A,B), соответствующих собственному числу λ согласно форму-
ле (4.2) (соответствие задается индексом i). Ясно, что |Υλ| = κ(λ).
Введем отображение ψ : Fn × {1, . . . , n} → Mn(F) такое, что если
ψ(v, l) = H , то

∀i ∈ {1, . . . n} : coli(H) =

{
v, если i = l;
−→
0 , если i 6= l.
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Теперь для каждого λ ∈ Λ выберем базис {vλi }mλ

i=1 пространства
Ker(A− λC). Мы утверждаем, что базис C(A,C) образуют матрицы
из множества

∆ = {ψ(vλi , l)Q | λ ∈ Λ, i ∈ {1, . . . ,mλ}, l ∈ Υλ},
где Q – произвольная матрица перехода к жордановой нормальной
форме для матрицы A, т.е. A = Q−1JAQ. Действительно, в силу на-
шего построения, а также теоремы 4.1 и следствия 4.2, имеем 〈∆〉 =
C(A,C). Проверим теперь линейную независимость матриц из ∆. Пусть
для некоторых αλ

il ∈ F выполнено

∑

λ∈Λ

mλ∑

i=1

∑

l∈Υλ

αλ
il ψ(v

λ
i , l)Q = O.

Умножая справа на Q−1 и рассматривая это равенство для отдельных
столбцов, получаем

mλ∑

i=1

αλ
ilv

λ
i = 0, λ ∈ Λ, l ∈ Υλ.

Откуда, в силу линейной независимости vλi , получим, что все αλ
il = 0,

что и требовалось. Теперь заметим, что

dim C(A,C) = |∆| =
∑

λ∈Λ

|Υλ|mλ =
∑

λ∈Λ

κ(λ) dimKer(A− λC).

Поскольку для всех λ∈σ(A)\Λ выполнено Ker(A−λC)={0}, то сумми-
рование в последней сумме можно записать по всему множеству σ(A).

�

Предложение 4.4. Пусть F – произвольное поле, A,C ∈ Mn(F),
σ(A) ⊆ F и пусть A диагонализуема или удовлетворяет условиям
следствия 4.2. Если κ(λ) – алгебраическая кратность λ как собствен-
ного числа матрицы A, то для любой матрицы B ∈ C(A,C) имеет
место оценка

rk B 6
∑

λ∈Λ(A,C)

min{κ(λ), dimKer(A− λC)}.

В частности, если существует такое λ ∈ σ(A), что

κ(λ) > dimKer(A− λC),

то C(A,C) есть пространство вырожденных матриц.
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Доказательство. Положим Λ = Λ(A,C). Пусть матрица B ∈ C(A,C)
имеет вид, как в теореме 4.1 или следствии 4.2. Без ограничения общ-
ности можно считать, что Q = E, так как rk B = rk BQ−1. Восполь-
зуемся тем фактом, что ранг матрицы равен рангу системы векторов-
столбцов. Тогда

rk B =dim〈{coli(B) | i ∈ {1, . . . , n}}〉
=dim〈

⋃

λ∈σ(A)

{colλi (B) | i∈{1, . . . , κ(λ)}}〉,

где верхний индекс λ для colλi означает, что столбец соответствует λ ∈
σ(A) согласно формуле (4.2). Далее,

dim〈
⋃

λ∈σ(A)

{colλi (B) | i ∈ {1, . . . , κ(λ)}}〉

6
∑

λ∈σ(A)

dim〈{colλi (B) | i ∈ {1, . . . , κ(λ)}}〉

Поскольку colλi (B) ∈ Ker(A−λC), то dim{colλi (B) | i ∈ {1, . . . , κ(λ)}} 6

min{κ(λ), dimKer(A − λC)}. Теперь осталось заметить, что суммиро-
вание по λ ∈ σ(A) можно заменить на λ ∈ Λ(A,C) из определения
Λ(A,C). В том случае, когда ∃λ ∈ σ(A) : κ(λ) > dimKer(A − λC),
имеем

rk B6
∑

λ∈Λ(A,C)

min{κ(λ), dimKer(A− λC)}<
∑

λ∈Λ

κ(λ)6
∑

λ∈σ(A)

κ(λ)=n. �

Предложение 4.5. Пусть F– поле, A,C ∈ Mn(F), σ(A) ⊆ F. Пред-
положим, что A диагонализуема или удовлетворяет условиям след-
ствия 4.2. Обозначим Λ = Λ(A,C). Пусть Λ 6= ∅. Тогда

⋂

λ∈Λ

Annr(A− λC)⊆C(A,C)⊆〈
⋃

λ∈Λ

Annr(A− λC)〉.

При этом следующие условия эквивалентны:
1. C(A,C) =

⋂
λ∈Λ

Annr(A− λC);

2. для любых λ, µ ∈ Λ : Annr(A−λC) = Annr(A−µC); 3. выполнено
хоть одно из двух условий:

(a) |Λ| = 1;
(b) выполнено одно из следующих эквивалентных соотношений:

(i) C(A,C) = Annr(A) ∩ Annr(C);
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(ii) ∀λ ∈ Λ Annr(A) ∩Annr(C) = Annr(A− λC).

Доказательство. Сами включения сразу следуют из теоремы 4.1 и
следствия 4.2. Докажем вторую часть предложения.

(1 ⇔ 2) Достаточность сразу получается из упомянутого двойного
включения. Докажем необходимость. В этом случае из условия

Y ∈
⋂

λ∈Λ

Annr(A− λC),

откуда, очевидно, следует

coli(Y ) ∈
⋂

λ∈Λ

Ker(A− λC), i = 1, . . . , n,

затем, по формуле (4.2), для всех µ ∈ Λ имеем

Ker(A− µC) ⊆
⋂

λ∈Λ

Ker(A− λC).

Значит, все Ker(A−λC), λ ∈ Λ, совпадают. Поэтому все Annr(A−λC),
λ ∈ Λ, совпадают.

(1 ⇒ (3.a или 3.b.i)) Предположим, что пункт 3.a не выполнен. То-
гда ∃λ, µ ∈ Λ : µ 6= λ. Берём произвольную матрицу X ∈ C(A,C).
По условию, (A − µC)X = O и (A − λC)X = O. Вычитая из одного
равенства другое, получим (λ − µ)CX = O, т.е. CX = O, но тогда
AX = CXA = O и поэтому C(A,C) ⊆ Annr(A) ∩ Annr(C). Обратное
включение очевидно.

(3.b.ii ⇒ 3.b.i) Двойное включение из первой части теоремы превра-
щается в требуемое равенство.

(3.b.i ⇒ 1, (3.b.i&1) ⇒ 3.b.ii) Из следующей цепочки включений по-
лучаем 1:

C(A,C) = Annr(A) ∩ Annr(C) ⊆
⋂

λ∈Λ

Annr(A− λC) ⊆ C(A,C).

Далее, пользуясь эквивалентностью условий 1 и 2, получаем

C(A,C) =
⋂

λ∈Λ

Annr(A− λC) = Annr(A− λC).

Следовательно, выполнено условие 3.b.ii.
(3.a ⇒ 2) Очевидно. �
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Замечание 4.6. Обратим внимание на тот факт, что если выполнены
условия предложения 4.5, то C(A,C) является алгеброй. Однако при-
мер C = E, C(A,C) = C(A) показывает, что предыдущее предложение
не даёт необходимого условия замкнутости C(A,C) относительно мат-
ричного произведения.

Следствие 4.7. Пусть F– произвольное поле, A,C ∈ Mn(F), A 6=
O, Λ(A,C) 6= ∅, A диагонализуема над F или удовлетворяет след-
ствию 4.2 над F. Пусть также выполнено хоть одно из эквивалент-
ных условий 1–3 предложения 4.5 над F. Возьмём произвольную B ∈
C(A,C) \ {O}. Тогда

l({A,B}) 6 deg(A) + deg(B) − 2 6 n.

Доказательство. Поскольку линейная зависимость над полем рав-
носильна линейной зависимости над любым расширением этого поля,
то можно считать, что σ(A) ⊆ F. Обозначим m = deg(A) + deg(B)− 1.
В силу предложения 4.5, имеются две возможности.

Случай 1. Пусть Λ(A,C) = {λ}. В силу теоремы 4.1 и следствия 4.2,
можно считать, что

A =

(
λEk O

O G

)
, B =

(
H O

F O

)
,

где k – алгебраическая кратность λ как собственного значения A,
Ek, H ∈ Mk(F). Следовательно, BA = λB. Теперь рассмотрим произ-
вольное слово над {A,B} длины m. Если оно содержит BA в качестве
подслова, то оно сократимо ввиду предыдущего. В противном случае,
имеем слово одного из следующих видов: Am, Bm, AjBi, i + j = m.
Каждое из них сократимо ввиду теоремы Гамильтона–Кэли. Для за-
вершения доказательства остаётся заметить, что deg(A) 6 n − k + 1,
deg(B) 6 k + 1.

Случай 2. Имеем B ∈ Annr(A) ∩ Annr(C). Поскольку AB = O, то,
рассуждая в точности, как в предыдущем пункте (поменяв A и B ме-
стами), получим l({A,B}) 6 m−1. Оставшееся неравенство получается
следующим образом:

dimKer(A) > rk B ⇒ rk A+ dimKer(A) > rk A+ rk B

⇒ n > rk A+ rk B ⇒ n > deg(A) − 1 + deg(B)− 1.�



162 Н. А. КОЛЕГОВ, О. В. МАРКОВА

§5. Изучение C-коммутативности в случае, когда

матрица C коммутирует с A и B

Изучим соотношение AB = CBA в том случае, когда выполнено
естественное условие из случая C = αE, т.е. будем предполагать, что
A,B ∈ C(C), или AC = CA, BC = CB. В этом и следующем пара-
графах приводятся несколько обобщений результатов из работы [10].
Поэтому в дальнейшем мы неоднократно будем ссылаться на утвер-
ждения, а также части доказательств из [10].

Теорема 5.1. Пусть F = F, A,C,B ∈Mn(F), AB = CBA, AC = CA,
BC = CB. Тогда найдётся невырожденная матрица U такая, что

U−1CU =



Or1 ∗ ∗
O R ∗
O O C′


 , U−1AU =



X ∗ ∗
O P ∗
O O A′


 ,

U−1BU =



Y ∗ ∗
O Q ∗
O O B′


 .

(1) Or, X, Y ∈ Mr1(F), 0 6 r1 6 n, Or1 – нулевая матрица, X,Y
верхнетреугольные, XY = O, (Y X)n = O.

(2) P,Q,R∈Mr2(F), 06r26n, P,Q,R верхнетреугольные, (PQ)n=
(QP )n = O, R невырожденная.

(3) A′, B′, C′ ∈ Mm(F), 0 6 m 6 n, r1 + r2 + m = n, A′, B′, C′

невырожденные, а значит, удовлетворяют условиям теоремы 3.2.

Доказательство. Если C невырожденная, то r1= 0. Предположим,
что Ker(C)6={0}. Если C = O, то r2 = m = 0, и все следует из [10,
стр. 7, лемма 2.3 доказательство, пункт 2]. Иначе Ker(C) ≇ Fn, но оно
является инвариантным подпространством для матриц A, B, так как
AC = CA, BC = CB. Поэтому найдётся невырожденная матрица U1

такая, что

U−1
1 CU1=

(
Or1 ∗
O C′′

)
, U−1

1 AU1=

(
X ∗
O A′′

)
, U−1

1 BU1=

(
Y ∗
O B′′

)
.

ПосколькуXY = O, то, в силу [10, стр. 7, лемма 2.3 доказательство,
пункт 2], можно считать, что X,Y верхнетреугольные. По построению
C′′ невырожденная и A′′B′′ = C′′B′′A′′, C′′A′′ = A′′C′′, C′′B′′ = B′′C′′.
Если A′′ и B′′ обе невырожденные, то r2 = 0. Пусть хотя бы одна из
матриц вырожденная. Без ограничения общности полагаем det(B′′) =
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0 (случай det(A′′) = 0 разбирается аналогично). Тогда ∃v ∈ Ker(B′′):
v 6= 0. В силу того, что B′′(A′′v) = C′′−1A′′B′′v = 0, получим, что
V = 〈{v,A′′v,A′′2v, . . .}〉 есть инвариантное подпространство для A′′

и B′′. Следовательно ∃w ∈ V , ∃λ ∈ F: A′′w = λw, B′′w = 0. Далее,
ввиду B′′C′′w = C′′B′′w = 0 и A′′C′′w = C′′A′′w = λC′′w, получим
аналогично, что пространство W = 〈{w,C′′w,C′′2w, . . .}〉 инвариантно
относительно A′′, B′′, C′′. Значит, ∃u ∈W , ∃µ ∈ F: B′′u = 0, A′′u = λu,
C′′u = µu. Тогда найдётся невырожденная U2 такая, что

U−1
2 C′′U2=

(
µ ∗
0 C′′

1

)
, U−1

2 A′′U2=

(
λ ∗
0 A′′

1

)
, U−1

2 B′′U2=

(
0 ∗
0 B′′

1

)
.

Далее, рассуждая по индукции, приходим к форме описанной выше.
�

Следствие 5.2. Пусть A,C,B ∈ Mn(F), AB = CBA, AC = CA,
BC = CB, (AB)n = (BA)n = O. Тогда l({A,B}) 6 n−1, l({A,B,C}) 6
n− 1 и, более того, l(L({A,B})) 6 n− 1 и l(L({A,B,C})) 6 n− 1.

Доказательство. Пусть сначала F = F. Воспользуемся теоремой 5.1.
Очевидно, m = 0. Тогда алгебры L({A,B}) ⊆ L({A,B,C}) изоморф-
ны некоторым подалгебрам Tn(F). Значит, согласно [8, следствие 4.3],
l(L({A,B,C})) 6 n− 1 и l(L({A,B})) 6 n− 1. В случае произвольного
поля воспользуемся тем фактом, что длина алгебры не убывает при
переходе к алгебраическому замыканию поля [8, предложение 5.1]. В
итоге,

l({A,B}) 6 lF(L({A,B})) 6 l
F̄
(L({A,B})) 6 n− 1,

l({A,B,C}) 6 lF(L({A,B,C})) 6 lF̄(L({A,B,C})) 6 n− 1. �

Обозначение 5.3.

K(C)={k ∈ N | ∃γ∈σ(C) : γ∈ k
√
1 – примитивный}.

Теорема 5.4. Пусть F – произвольное поле, A,B,C ∈ Mn(F) невы-
рожденные, AB = CBA, AC = CA, AB = BA. Тогда

l({A,B}) > max{2k − 2 | k ∈ K(C)}.
Доказательство. Поскольку длина семейства матриц не меняется
при переходе к расширению поля, то можно считать, что матрицы
A,B,C имеют тот же вид, что и в теореме 3.2.

Случай s = 1. Достаточно показать, что слово Bk−1Ak−1 несократи-
мо. Пусть верно обратное, т.е. Bk−1Ak−1 ∈ L2k−3({A,B}). Рассуждая
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как в [10, доказательство леммы 3.4, пункт I], с учетом расположения
нулей в матрице A нетрудно показать, что Bk−1Ak−1 есть линейная
комбинация слов, в которых A встречается ровно k − 1 раз. Отсюда,
учитывая, что AB = CBA и C ∈ C(A) ∩ C(B), получим

Bk−1Ak−1 =
k−2∑

t=0

t(k−1)∑

m=0

αm,tC
mBtAk−1

для некоторых αm,t ∈ F. Разделим обе части равенства на Ak−1 справа
и сгруппируем слагаемые по степеням B:

Bk−1 =
k−2∑

t=0

( t(k−1)∑

m=0

αm,tC
m
)
Bt

Теперь воспользуемся блочным видом матриц B,C (пункт 2 теоре-
мы 3.2)

(B̃C̃h)k−1 =

k−2∑

t=0

( t(k−1)∑

m=0

αm,tC̃
m
)
(B̃C̃h)t, h = 0, 1, . . . , k − 1.

Далее учтём, что B̃C̃ = C̃B̃, σ(B̃) = {β}, σ(C̃) = {γ}:

(βγh)k−1 =

k−2∑

t=0

( t(k−1)∑

m=0

αm,tγ
m
)
(βγh)t, h = 0, 1, . . . , k − 1,

γh(k−1) =
k−2∑

t=0

( t(k−1)∑

m=0

αm,tγ
m
)
βt−k+1γht, h = 0, 1, . . . , k − 1,

γh(k−1) =

k−2∑

t=0

νtγ
ht, h = 0, 1, . . . , k − 1,

где νt =
t(k−1)∑
m=0

αm,tγ
mβt−k+1. Мы получили линейную систему относи-

тельно νt. Заметим, что расширенная матрица такой системы равна
(H)ht = γht для h, t = 0, . . . , k − 1. В силу того, что H является мат-
рицей Вандермонда и γ есть примитивный корень из 1 степени k, по-
лучим det(H) 6= 0. Поэтому, по теореме Кронекера–Капелли, система
относительно νt неразрешима. Это противоречие завершает доказа-
тельство первого случая.



КОММУТАТИВНОСТЬ МАТРИЦ 165

Случай s > 2. Поскольку матрицы A,B,C имеют блочно-диаго-
нальный вид, то все следует из свойств длины прямой суммы матриц
(см. [8, теорема 4.1]). �

§6. Оценки длины в случае диагонализуемой C

Рассмотрим пару {A,B}, такую что AB = CBA, AC = CA, BC =
CB, C диагонализуема, |σ(C)| = 2. С точностью до подобия полагаем
C = D = d1En1

⊕ d2En2
. По теореме об общем виде матрицы, ком-

мутирующей с данной [15, § 16.6], имеем A = A1 ⊕ A2, B = B1 ⊕ B2,
AiBi = diBiAi, i = 1, 2. Следовательно, используя теорему о длине
прямой суммы [8, теорема 4.1], получим

max
i=1,2

{l({Ai, Bi})} 6 l({A,B}) 6 l({A1, B1}) + l({A2, B2}) + 1. (6.1)

Теорема 6.1. Пусть A,B,D ∈Mn(F), n > 3, D диагональная, AB =
DBA, AD = DA, BD = DB, |σ(D)| = 2, матрица AB нильпотентна.
Тогда l({A,B}) 6 n − 1; более того, l(L({A,B})) 6 n − 1. При этом
для любого k ∈ {1, . . . , n − 1} существуют A(k), B(k) ∈ Mn(F) такие,
что

(1) хоть одна из матриц A(k)B(k) или B(k)A(k) отлична от нуля;
(2) A(k)B(k) = DB(k)A(k);
(3) l({A(k), B(k)}) = k.

Доказательство. Оценка l({A,B}) 6 n−1 следует из неравенств (6.1)
и l({Ai, Bi}) 6 ni−1, i = 1, 2 [10, лемма 2.3]. Не ограничивая общности,
полагаем n1 > n2. Так как n > 3, то n1 > 2. Обозначим

D̃k = diag(1, d1, . . . , d
k−1
1 ).

1. Для k ∈ {1, . . . , n1 − 1} можно взять A(k) = Jk+1(0) ⊕ On−k−1,

B(k) = D̃k+1 ⊕On−k−1. Тогда l({A(k), B(k)}) = k по [10, теорема 2.4].
2. Пусть k ∈ {n1, . . . , n−1}. В этом случае, положим A(k) = Jn1

(0)⊕
Jk−n1+1(1)⊕On2+n1−k−1, B

(k) = D̃n1
⊕On2

. Поскольку второй диаго-
нальный блок в матрице B(k) нулевой, то l({A(k), B(k)}) > deg(A(k))−
1 = k. Неравенство в обратную сторону следует из 6.1. Действительно,

l({A(k), B(k)}) 6 l({Jn1
(0), D̃n1

}) + l({Jk−n1+1(1)}) + 1.

При этом l({Jn1
(0), D̃n1

}) = n1 − 1 [10, теорема 2.4] и

l({Jk−n1+1(1)}) = deg(Jk−n1+1(1))− 1 = k − n1,

откуда l({A(k), B(k)}) 6 k. �
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Теорема 6.2. Пусть A,B,D ∈Mn(F), n > 3, D диагональная,

AB = DBA, AD = DA, BD = DB, |σ(D)| = 2,

M = max{l({A1, B1}), l({A2, B2})}.

Тогда

M6 l({A,B})6max{M+2, deg(A)−1, deg(B)−1}6max{M+2, n−1}.

Доказательство. Нижняя оценка l({A,B}) > M выполнена соглас-
но (6.1).

Заметим, что AB − d2BA = (d1 − d2)B1A1 ⊕ O, AB − d1BA = O ⊕
(d2−d1)B2A2. Поскольку d1 6= d2, то B1A1⊕O, O⊕B2A2 ∈ L2({A,B}).
Отсюда следует, что для любого одночлена v(x, y) ∈ F〈x, y〉 степени
не выше M , содержащего обе переменные, элементы v(A1, B1) ⊕ O и
O ⊕ v(A2, B2) содержатся в LM ({A,B}).

Для краткости обозначим K = max{M +2, deg(A)− 1, deg(B)− 1}.
Рассмотрим произвольное слово W над {A,B} длины K + 1.

Случай 1. Пусть слово W содержит каждую из букв A и B. Тогда,

используя AB = DBA, можно показать, что W = DpW̃AB, где слово

W̃ имеет длину не меньшую M +1 и p ∈ N∪{0}. В проекциях на каж-

дый из двух диагональных блоков получим Wi = d
p
i W̃iAiBi, i = 1, 2. В

силу M = max{l({A1, B1}), l({A2, B2})}, получим W̃i ∈ LM ({Ai, Bi}),
i = 1, 2. Далее,

W = DpW̃AB = d
p
1W̃1A1B1 ⊕O +O ⊕ d

p
2W̃2A2B2

= d
p
1

( ∑

06i+j6M

α1(i, j)A
i
1B

j
1

)
A1B1 ⊕O

+O ⊕ d
p
2

( ∑

06i+j6M

α2(i, j)A
i
2B

j
2

)
A2B2

= v1(A1, B1)⊕O +O ⊕ v2(A2, B2),

где v1, v2 ∈ F〈x, y〉 – многочлены степени не выше M с нулевыми сво-
бодными членами, каждый моном которых содержит обе переменные
x, y. Поэтому, в силу сказанного выше,W ∈ LM ({A,B}) ⊆ LK({A,B}),
что и требовалось.

Случай 2. ПустьW – слово над {A} (случай {B} разбирается анало-
гично). Тогда, в силу условия K > deg(A)−1, слово W сократимо. �
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1988.
17. О. В. Маркова, Характеризация коммутативных матричных подалгебр мак-

симальной длины над произвольным полем. — Вестн. Моск. унив. Сер.1. Ма-
тематика. Механика 5 (2009), 53–55.

18. H. Neudecker, A note on Kronecker matrix products and matrix equation systems.
— SIAM J. Appl. Math. 18, No. 3 (1969), 603-606.



168 Н. А. КОЛЕГОВ, О. В. МАРКОВА

19. H. Neudecker, Some theorems on matrix differentiation with special reference to

kronecker matrix products. — J. Amer. Statist. Assoc. 64, No. 327 (1969), 953–963.
20. A. Paz, An application of the Cayley–Hamilton theorem to matrix polynomials in

several variables. — Linear Multilinear Algebra 15 (1984), 161–170.
21. H. Shapiro. Commutators which commute with one factor. — Pacific J. Math.

Special Issue: “Olga Taussky-Todd: in memoriam” (1997), 323–336.
22. C. Song, G. Chen, L. Zhao, Iterative solutions to coupled Sylvester-transpose matrix

equations. — Appl. Math. Model. 35 (2011), 4675–4683.
23. R. C. Thompson, Multiplicative matrix commutators commuting with both factors.

— J. Math. Annl. Appl. 18 (1967), 315–335.
24. R. C. Thompson, Some matrix factorization theorems. I. — Pacific. J. Math. 33,

No. 3 (1970), 763–810.
25. R. C. Thompson, Some matrix factorization theorems. II. — Pacific. J. Math. 33,

No. 3 (1970), 811–822.
26. Г. Вейль, Теория групп и квантовая механика. М., Наука, 1986.

Kolegov N. A., Markova O. V. Commutativity of matrices up to a matrix
factor.
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ry fixed matrix C and a diagonalizable matrix A. The connection between
this space and the family of right annihilators of the matricesA−λC, where
λ ranges over the set of eigenvalues of the matrix A, is studied. In the case
where AB = CBA, AC = CA, BC = CB, a canonical form for A,B,C,
generalizing Thompson’s result for invertible A,B,C, is introduced. Also
bounds for the length of pairs of matrices {A,B} of the form indicated are
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