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§1. Введение

Пусть Mn – пространство комплексных n× n-матриц. Говорят, что
матрицы A,F ∈ Mn эрмитово конгруэнтны, если

F = Q∗AQ (1)

для некоторой невырожденной матрицы Q. Вместо эрмитовой конгру-
энтности чаще пользуются термином ∗-конгруэнтность, отличая (1) от
соотношения

F = QTAQ,

характеризующего обычную, или T -конгруэнтность.
Мы рассматриваем вопрос об условиях ∗-конгруэнтности заданных

n × n-матриц A и F . Известно, что подобие между A и F можно
проверить, выполняя конечное число арифметических операций с их
элементами (см., например [1, §3.4]). Вычислительный процесс с эти-
ми свойствами – конечность и использование только арифметических
операций – будем называть рациональным алгоритмом. Для ∗-кон-
груэнтности такой алгоритм в случае матриц A и F общего вида пока
неизвестен. Неизвестно даже, существует ли он в принципе. Однако,
если A и F принадлежат какому-то классу специальных матриц, то
рациональная проверка ∗-конгруэнтности может оказаться осуществи-
мой. Например, классический критерий ∗-конгруэнтности эрмитовых
матриц A и F (а именно совпадение их инерционных троек) имеет
своим истоком закон инерции эрмитовых квадратичных форм. Раци-
ональные критерии ∗-конгруэнтности были найдены для классов уни-
тарных, аккретивных и диссипативных матриц (или, более общо, для
класса матриц, чья числовая область не содержит нуля). Подробней
об этом см. в [2].

Ключевые слова: ∗-конгруэнтность, рациональный алгоритм, каноническая
форма относительно конгруэнций, коквадрат, теплицево разложение.
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В отсутствие универсального критерия ∗-конгруэнтности мы даем
обзор условий, необходимых для нее и допускающих проверку рацио-
нальными алгоритмами. В этих условиях существенную роль играет
каноническая форма комплексных матриц относительно ∗-конгруэн-
ций, введенная Сергейчуком и Хорном (см. [3]). Краткое описание этой
(не слишком широко известной формы) и связанного с ней понятия ко-
квадрата матрицы дано в §2. В последующих разделах перечисляются
рациональные необходимые условия ∗-конгруэнтности и ставится во-
прос о том, как дополнить эти условия до достаточных.

§2. Каноническая форма относительно ∗-конгруэнций

Конгруэнтное преобразование

A → Ã = S∗AS (2)

можно выбрать так, чтобы матрица Ã приобрела вид

B ⊕ Jn1
⊕ · · · ⊕ Jnp

. (3)

Здесь Jn1
, . . . , Jnp

– жордановы клетки порядков соответственно n1,
. . . , np с нулем на главной диагонали, а B – невырожденная матри-
ца, определяемая с точностью до конгруэнции. Представление (3) на-
зывается регуляризующим разложением матрицы A, прямая сумма
Jn1

⊕ · · · ⊕ Jnp
– сингулярной частью этого разложения, а о матрице

B говорят, что она определяет его регулярную часть. Все эти опреде-
ления и термины заимствованы нами из статьи [4].

Простой рациональный алгоритм выделения из матрицы ее жор-
дановых клеток Jni

предложен в [5]. Применяя этот алгоритм к за-
данным матрицам A и F , мы или убедимся в том, что их сингуляр-
ные части неодинаковы, и тогда A и F не могут быть конгруэнтны,
или, в случае совпадения сингулярных частей, сведем вопрос о кон-
груэнтности к исследованию невырожденных матриц BA и BF , пред-
ставляющих регулярные части. Это позволяет нам в дальнейшем при
необходимости считать A и F невырожденными матрицами.

Каноническая форма KA невырожденной матрицы A представляет
собой блочно-диагональную матрицу. Количество диагональных бло-
ков, их порядки и устройство определяются строением жордановой
нормальной формы J матрицы

CA = A−∗A, (4)
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называемой коквадратом матрицы A. Тесная связь между этими дву-
мя формами объясняется следующим обстоятельством: если A подвер-
гается конгруэнции

A → Ã = X∗AX,

то

A−1 → Ã−1 = X−1A−1X−∗

и

CA = A−∗A → CÃ = X−1CAX,

т.е. коквадрат матрицы A претерпевает подобие, задаваемое той же
матрицей X .

Диагональные блоки матрицы KA могут быть двух типов. Первый
тип – это ганкелевы матрицы вида

∆k = λ









1
· · · i

1 · · ·
1 i









, (5)

где |λ| = 1, а индекс k указывает порядок блока. Коквадрат матрицы
(5), где λ = eiφ, – это верхнетреугольная теплицева матрица с числом
e2iφ на главной диагонали и числом 2ie2iφ на первой наддиагонали (см.
[6, задача 4.5.P15]). Такая матрица подобна жордановой клетке Jk(λ

2).
Второй тип диагональных блоков в KA – это матрицы четной раз-

мерности

H2k(µ) =

(

0 Ik
Jk(µ) 0

)

. (6)

Здесь Jk(µ) – жорданова клетка с числом µ на главной диагонали, а
относительно µ можно без ограничения общности считать, что |µ| > 1.

Коквадратом матрицы (6) является прямая сумма

Jk(µ)⊕ Jk(µ)
−∗.

Второе слагаемое этой суммы подобно жордановой клетке Jk(µ̄
−1).

Таким образом, блоки типа (5) в канонической матрице KA соот-
ветствуют жордановым клеткам для собственных чисел с модулем 1 в
жордановой форме коквадрата CA, а блоки типа (6) – парам жордано-
вых клеток вида

Jk(µ)⊕ Jk(µ̄
−1),

где модуль числа µ отличен от единицы.
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Расположим клетки, отвечающие собственным значениям с моду-
лем 1 (если таковые имеются), в верхней части жордановой матрицы
J и будем называть эту зону матрицы ее унимодулярной частью. Про-
чие клетки образуют неунимодулярную часть J . Те же названия будем
использовать для двух аналогичных зон канонической матрицы KA.
Заметим, что матрица A, каноническая форма которой диагональна,
названа в [7] юнитоидом (unitoid). Регулярная часть такой матрицы
совпадает с ее унимодулярной зоной.

§3. Подобие коквадратов

Выкладки, проведенные в предыдущем разделе в связи с определе-
нием коквадрата, делают очевидным следующее утверждение.

Лемма 1. Если невырожденные матрицы A и F конгруэнтны, то
их коквадраты CA и CF подобны.

Таким образом, подобие коквадратов есть необходимое условие кон-
груэнтности. Напомним, что подобие пары заданных матриц (или от-
сутствие подобия) можно проверить рациональным вычислением.

К сожалению, утверждение, обратное лемме 1, в общем случае не-
верно. Справедливо лишь то, что неунимодулярная часть матрицы J
(общей жордановой формы коквадратов CA и CF ) однозначно (с точно-
стью до порядка диагональных блоков) определяет неунимодулярную
часть каждой из матриц KA и KF . Иначе обстоит дело с унимодуляр-
ными частями. Пусть, например, A и F – (невырожденные) эрмитовы
n × n-матрицы. Коквадратом обеих является единичная матрица In.
Однако конгруэнтны A и F будут только в случае, если имеют одина-
ковые индексы инерции. К примеру, не будут ∗-конгруэнтны симмет-
ричные матрицы

A = I2, F =

(

1 0
0 −1

)

.

Таким образом, чтобы установить конгруэнтность матриц A и F , нуж-
но добавить к подобию коквадратов какие-то дополнительные провер-
ки. Возможные варианты таких проверок обсуждаются в последую-
щих разделах.
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§4. Теплицево разложение

Напомним, что теплицевым (или эрмитовым) разложением квад-
ратной комплексной матрицы A называется ее представление в виде

A = B + iC,

где

B =
1

2
(A+A∗), C =

1

2i
(A−A∗).

Лемма 2. Пусть матрицы A и F конгруэнтны, т.е. выполнено со-
отношение (1). Тогда

F ∗ = Q∗A∗Q (7)

и, как следствие, эрмитовы матрицы G и H в теплицевом разложе-
нии

F = G+ iH

конгруэнтны соответственно матрицам B и C:

G = Q∗BQ, H = Q∗CQ. (8)

Доказательство леммы опускаем ввиду очевидности обоих ее утвер-
ждений. Смысл же леммы состоит в том, что конгруэнтность эрмито-
вых матриц в парах (B,G) и (C,H) есть необходимое условие конгру-
энтности неэрмитовых матриц A и F . Это необходимое условие может
быть проверено рационально, причем значительно проще, чем подобие
коквадратов CA и CF .

В то же время это условие, как и подобие коквадратов, не являет-
ся достаточным для конгруэнтности между A и F . Согласно равен-
ствам (8), условие становится достаточным, только если конгруэнт-
ность каждой из пар (B,G) и (C,H) осуществляется посредством од-
ной и той же трансформирующей матрицы Q. Неясно, как проверить
это обстоятельство. Итак, и здесь нужны какие-то дополнительные
проверки.

Закончим этот раздел описанием простой ситуации, когда необхо-
димые условия конгруэнтности удается превратить в достаточные.

Теорема 1. Пусть коквадраты CA и CF невырожденных матриц A
и F подобны и среди их собственных значений имеется лишь одно,
причем простое, число с модулем 1. Если эрмитовы матрицы B и G
(или же матрицы C и H) конгруэнтны, то конгруэнтны и матрицы
A и F .
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Доказательство. В жордановой форме J коквадратов CA и CF уни-
модулярная зона состоит из единственного диагонального элемента
e2iφ. Предположим, что при переходе от J к каноническим матрицам
KA и KF для унимодулярного элемента одной из них выбирается зна-
чение eiφ, а для унимодулярного элемента другой – значение −eiφ. В
этом случае одноименные индексы инерции матриц B и G должны раз-
личаться на две единицы, и то же верно для индексов инерции в паре
(C,H), что невозможно, так как по условию B и G (или C и H) кон-
груэнтны. Итак, канонические матрицы KA и KF должны совпадать,
а потому A и F конгруэнтны. �

§5. Линейные комбинации матриц A и A∗

В предыдущем разделе мы отметили, что соотношение (1) влечет
за собой (7), а потому при любом α ∈ C матрицы

Aα = A+ αA∗

и

Fα = F + αF ∗

конгруэнтны. Выбрав конкретное значение α, можно было бы вместо
пары (A,F ) исследовать конгруэнтность пары (Aα, Fα). Установить
конгруэнтность этой новой пары нисколько не легче, чем для исходных
матриц A и F . Однако смысл указанного перехода совсем в другом,
а именно в надежде, что если матрицы A и F , имеющие подобные
коквадраты CA и CF , тем не менее не являются конгруэнтными, то
это обстоятельство проявится в неподобии коквадратов CAα и CFα . К
сожалению, эта надежда оказывается иллюзорной.

Теорема 2. Пусть коквадраты CA и CF невырожденных матриц A
и F подобны:

CF = P−1CAP. (9)

Тогда для любого α ∈ C подобны и коквадраты CAα и CFα матриц Aα

и Fα.

Разумеется, предполагается, что для выбранного α матрица Aα не-
вырожденна и, следовательно, имеют смысл матрицы CAα и CFα .
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Доказательство. Покажем, что матрица CAα есть многочлен от мат-
рицы CA. В самом деле,

CAα = (Aα)−∗Aα = (A+ αA∗)−∗(A+ αA∗)

= (A+ αA∗)−∗A∗(αI +A−∗A) = ((A+ αA∗)A−1)−∗(αI + CA)

= (I + αA∗A−1)−∗(αI + CA) = (I + αA−∗A)−1(αI + CA)

= (I + αCA)
−1(αI + CA).

Поскольку (I+αCA)
−1 есть функция от матрицы CA и, следовательно,

многочлен от нее, то это же верно для матрицы CAα :

CAα = f(CA).

Такое же соотношение выполняется для матриц CF и CFα :

CFα = f(CF ).

Из этих двух равенств выводим

P−1CAαP = P−1f(CA)P = f(P−1CAP ) = f(CF ) = CFα ,

т.е. матрицы CFα и CAα связаны тем же подобием, что и матрицы CF
и CA. �

§6. Ассоциированные матрицы

Напомним определение ассоциированных матриц в применении к
рассматриваемому случаю квадратной матрицы A.

Обозначим через Qk,n множество всех строго возрастающих после-
довательностей длины k, составленных из натуральных чисел в диа-
пазоне от 1 до n. Если α = (i1, . . . , ik) и β = (j1, . . . , jk) – две такие
последовательности, то символ A[α|β] обозначает подматрицу в A, сто-
ящую на пересечении строк с номерами из α и столбцов с номерами
из β.

Упорядочим каким-либо образом (например, лексикографически)
(

n
k

)

элементов множества Qk,n. Составим матрицу Ck(A) размера
(

n
k

)

из миноров det(A[α|β]), расположенных в выбранном порядке по α и
β. Эта матрица и есть k-я ассоциированная матрица для матрицы A.
Отметим, что формирование матрицы Ck(A) для k /∈ {1, n} есть хотя
и весьма громоздкий, но все же рациональный процесс.

Нам понадобятся следующие свойства ассоциированных матриц:
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а) если A,B ∈ Mn, то

Ck(AB) = Ck(A)Ck(B);

б) Ck(A
∗) = (Ck(A))

∗;
в) если A – невырожденная матрица, то

(Ck(A))
−1 = Ck(A

−1).

Лемма 3. Если n × n-матрицы A и F конгруэнтны, то при любом
k, 1 < k 6 n, конгруэнтны k-е ассоциированные матрицы Ck(A) и
Ck(F ).

Действительно, из соотношения (1) немедленно следует

Ck(F ) = (Ck(Q))∗Ck(A)Ck(Q).

Снова можно надеяться, что для неконгруэнтных матриц A и F ,
имеющих тем не менее подобные коквадраты, найдется число k та-
кое, что коквадраты ассоциированных матриц Ck(A) и Ck(F ) не будут
подобны. Но и эта надежда оказывается тщетной.

Теорема 3. Пусть коквадраты CA и CF невырожденных матриц A и
F подобны, т.е. выполнено соотношение (9). Тогда при любом k, 1 <
k 6 n, подобны коквадраты k-х ассоциированных матриц Ck(A) и
Ck(F ).

В самом деле, из (9) следует, что

Ck(CF ) = (Ck(P ))−1Ck(CA)Ck(P ).

§7. Заключение

Мы провели обзор рационально проверяемых необходимых условий
∗-конгруэнтности для пары комплексных матриц. Этот обзор пока-
зывает, что задача достраивания известных необходимых условий до
достаточных остается актуальной.
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