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ГЛАДКОСТИ

Пусть X ⊂ H1 – какой-то класс аналитических функций, лежащий в
классическом пространстве Харди H1 в единичном круге D. Достаточ-
но естественным является вопрос об описании тех внешних функций в
смысле внешне-внутренней факторизации Неванлинны, которые при-
надлежат классу X . Такое описание было получено для аналитических
пространств Гёльдера, для классов аналитических функций f , удовле-
творяющих соотношению f (r) ∈ Hp, 1 < p < ∞, Hp – класс Харди [1],
для аналитических классов Бесова [2] и аналогичных им классов [3]. В
данной работе будет получено описание внешних функций в классах
аналитических функций, на гладкость которых накладываются, во-
обще говоря, условия, зависящие от точки единичной окружности T.
Влияние внутреннего множителя на поведение функции ранее было
получено в [4].

1. Определения и формулировки

Пусть положительная функция p(ζ) задана на единичной окружно-
сти T и с некоторой постоянной c0 удовлетворяет условию

|p(ζ2)− p(ζ1)| 6
c0

log e
|ζ2−ζ1|

, ζ1, ζ2 ∈ T,

и p− = min
ζ∈T

p(ζ). Пусть, далее, r ∈ N ∪ {0}, 0 < α < 1, p− > 1
α . Класс

H
p(·)
r+α аналитических в D функций f определяется следующим образом
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(см. [4]):

f ∈ H
p( · )
r+α

⇔ sup
0<ρ<1

sup
0<|θ|<π

2π
∫

0

∣

∣

∣

∣

f (r)(ρei(λ+θ))− f (r)(ρeiλ)

|θ|α

∣

∣

∣

∣

p(eiλ)

dλ < ∞, (1)

f (0) = f.

Введем класс функций L
p(·)
r+α, определенных на T. Прежде всего, поло-

жим для функции g, заданной на T,

g′(eiθ0)
def
= lim

θ→θ0

g(eiθ)− g(eiθ0)

eiθ − eiθ0
= −ie−iθ0

dg(eiθ0)

dθ
,

и, далее, g(n+1)(z) = (g(n)(z))′, z ∈ T. Класс L
ρ(·)
r+α состоит из всех

комплекснозначных функций g, для которых выполнено

sup
0<|θ|<π

2π
∫

0

∣

∣

∣

∣

g(r)(ei(λ+θ))− g(r)(eiθ)

|θ|α

∣

∣

∣

∣

p(eiλ)

dλ < ∞.

Если комплекснозначная функция g, заданная на единичной окруж-
ности T, удовлетворяет условию

∫

T

∣

∣ log |g(z)|
∣

∣ |dz| < ∞, (2)

то через eg(z) обозначим внешнюю в D функцию, удовлетворяющую
соотношению |eg(z)| = |g(z)| п. в. на T, т.е.

eg(z) = exp
( 1

2π

∫

T

log |g(ζ)| ·
ζ + z

ζ − z
|dζ|

)

, z ∈ D. (3)

Возможность g(z) > 0 при этом не исключается, z ∈ T. Далее, если

z ∈ D, z 6= 0, то γ(z)
def
= {ζ ∈ T : |ζ − z| 6 2(1− |z|)}; если g ∈ C(T), то

Mg(z)
def
= max

ζ∈γ(z)
|g(ζ)|. Через Th(ζ) при ζ ∈ T обозначаем круговой сек-

тор Th(ζ)
def
= {z ∈ D : | arg z

ζ | 6 2h}. Для функции f , принадлежащей
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классу H
p(·)
r+α, для h > 0 и ε > 0 полагаем

F (ζ, h, f (r), ε)
def
= sup

z1,z2∈Th(ζ)

|f (r)(z2)− f (r)(z1)|

hα

+ sup
|t|>h

hε

|t|α+ε
|f (r)(ζeit)− f (r)(ζ)|, ζ ∈ T.

В приведенных обозначениях справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть f – внешняя в D функция, f ∈ H
p(·)
r+α, 0 < α < 1,

p− > 1
α . Пусть z 6= 0, z0 = z

|z| , фиксировано ε, 0 < ε < 1, и выполнено

условие:

Mf(z) > (1− |z|)r+αF (z0, 1− |z|, f (r), ε).

Тогда существует постоянная cf , не зависящая от z такая, что

имеется оценка
∫

T

∣

∣

∣
log

∣

∣

∣

f(ζ)

Mf (z)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− |z|2

|ζ − z|2
|dζ| 6 cf .

Если функция g лежит в классе L
p(·)
r+α, то положим

G(ζ, h, g(r), ε)
def
= sup

ζ1,ζ2∈Th(ζ)

|g(r)(ζ2)− g(r)(ζ1)|

hα

+ sup
|t|>h

hε

|t|α+ε
|g(r)(ζeit)− g(r)(ζ)|, ζ ∈ T.

Теорема 2. Пусть, вообще говоря, комплекснозначная функция g,

заданная на T, удовлетворяет условию (2), g ∈ L
p(·)
r+α, внешняя функ-

ция eg построена в (3). Пусть 0 < ε < 1 − α. Предположим, что

существует постоянная cg1, не зависящая от z ∈ D, z 6= 0, такая,

что для всякого z, для которого выполнена оценка

Mg(z) > (1− |z|)r+αG
( z

|z|
, 1− |z|, g(r), ε),

имеется неравенство
∫

T

∣

∣

∣
log

∣

∣

∣

g(ζ)

Mg(z)

∥

∥

∥

1− |z|2

|ζ − z|2
|dζ| 6 cg1.

Тогда f
def
= eg ∈ H

p(·)
r+α.
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Теорема 2 влечет результат, который можно трактовать как уполо-
винивание гладкости внешней функции по сравнению с гладкостью ее
модуля на единичной окружности в рассматриваемых классах функ-
ций.

Теорема 3. Пусть 1
p−

< α < 1,
{

r+α
2

}

> 1
p−

, где {β} – дробная

часть β. Предположим, что g ∈ L
p(·)
r+α,

∫

T

∣

∣ log |g(ζ)|
∣

∣|dζ| < ∞, и пусть

f = eg. Тогда f ∈ H
p(·)
r+α

2

.

Отметим частный случай теоремы 3 для r = 0. Из нее следует, что

если f ∈ CA, f – внешняя функция, |f | ∈ L
p(·)
α , где 2

p−
< α < 1 (т.е.

при p− > 2), то f ∈ H
p(·)
α

2

.

Рассмотрим также один многомерный аналог теоремы 3. Пусть Bn

– единичный шар в пространстве Cn, n > 2, а Sn−1 – единичная сфе-
ра. Предположим, что на Sn−1 задана положительная функция p(z),
удовлетворяющая соотношению |p(z)− p(w)| 6 c0

log e

‖z−w‖
, z, w ∈ Sn−1.

Пусть 0 < α < 1. Определим пространства L
p( · )
α (Sn−1) и H

p( · )
α (Bn)

следующим образом:

f ∈ L
p(·)
α (Sn−1), если существует постоянная c, не зависящая от

ζ ∈ Sn−1 такая, что для любого ζ ∈ Sn−1 справедлива оценка

sup
0<|θ|<π

∫

T

∣

∣

∣

f(λeiθζ)− f(λζ)

|θ|α

∣

∣

∣

p(λζ)

|dλ| 6 c; (4)

F ∈ H
p( · )
α (Bn), если F голоморфна в Bn и существует постоянная c∗,

не зависящая от ζ ∈ Sn−1 и такая, что для любого ζ ∈ Sn−1 выполнено
условие

sup
0<ρ<1

sup
0<|θ|<π

∫

T

∣

∣

∣

∣

F (λeiθρζ)− F (λρζ)

|θ|α

∣

∣

∣

∣

p(λζ)

|dλ| 6 c∗.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть p− = min
z∈Sn−1

p(z) > 2, 2
p−

< α < 1, функция

F голоморфна в Bn и непрерывна в B
n
. Пусть F (z) 6= 0, z ∈ Bn, и

f(z) = |F (z)| ∈ L
p(·)
α (Sn−1). Тогда F ∈ H

p(·)
α

2

(Bn).
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2. Доказательства

Для доказательства теорем 1 и 2 требуется описание классов H
p(·)
r+α,

эквивалентное определению (1), полученное в работе [4].

Теорема А (лемма 6 в [4]). Условие (1) эквивалентно соотношению

2π
∫

0

(

(1 − ρ)1−α|f (r+1)(ρeiλ)|
)p(eiλ)

dλ 6 c,

и постоянная c не зависит от ρ, 0 < ρ < 1.

Далее доказательство теоремы 1 буквально следует конструкциям
доказательства теоремы 1 из [2], при этом используются аналоги мак-
симальных теорем, применяемых в рассуждениях, для случая пере-
менного показателя p(·), которые установлены в [4].

Соответственно, доказательство теоремы 2 следует за конструкция-

ми доказательства теоремы 3 из [2]. Существенным для классов H
p(·)
r+α

оказывается случай q = ∞ в [2].
Наконец, теорема 3 доказывается аналогично доказательству тео-

ремы 4 в [2].
Для установления теоремы 4 нужны новые соображения.

Доказательство теоремы 4. Пусть 1 = max
z∈Bn

|F (z)|. Тогда справед-

ливо классическое неравенство

log |F (O)| 6
1

2π

∫

T

log |F (λζ)||dλ|,

что влечет оценку

1

2π

∫

T

∣

∣ log |F (λζ)|
∣

∣|dλ| 6 − log |F (O)|, (5)

выполняющуюся для любой ζ ∈ Sn−1. Далее, условие (4), неравенство
(5) и доказательство теоремы 4 в [2], которое можно повторить для
переменного p(·) с применением аналогов максимальных теорем из [4],
показывает, что существует постоянная c1, не зависящая от ζ ∈ Sn−1

и ρ, 0 < ρ < 1, для которой выполнено неравенство

1

2π

2π
∫

0

(

(1− ρ)1−
α

2 |G′
ζ(ρe

iλ)|
)p(eiλζ)

dλ 6 c1 (6)
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для функций Gζ(λ), являющихся внешним множителем в факториза-

ции Неванлинны функций gζ(λ)
def
= F (λζ), ζ ∈ Sn−1, λ ∈ T. Пусть

gζ = Gζ · Sζ , где Sζ – сингулярный множитель, если он присутству-
ет. Произведения Бляшке в факторизации нет, поскольку F (z) 6= 0.
Пусть, если Sζ 6≡ 1,

Sζ(λ) = exp
(

−

∫

T

τ + λ

τ − λ
dµζ(τ)

)

, λ ∈ D.

Классическое неравенство влечет оценку при |F (z)| 6 1

log |F (O)| = log gζ(0) 6 −µζ(T), (7)

справедливую для любого ζ ∈ Sn−1. Возьмем функцию G(. . . ), опре-
деленную перед теоремой 2 для 0 < ε < 1− α, и положим

Uζ(λ, h)
def
= G(λ, h, |gζ( · )|, ε), λ ∈ T, ζ ∈ Sn−1.

Пусть Z(ζ) = g−1
ζ (0). Если Z(ζ) = ∅, то Sζ ≡ 1 и gζ = Gζ , тогда нера-

венство (6) показывает, что требуемое неравенство для соотношения

F ∈ H
p( · )
α

2

(Sn−1) при рассматриваемой точке ζ выполнено.

Пусть Z(ζ) 6= ∅. Тогда аналог леммы 8 из [4] для пространства

L
p( · )
α , рассматриваемого на окружности T, дает оценку

|gζ(λ)| 6 c2 dist
α(λ, Z(ζ))Uζ(λ, dist(λ, Z(ζ))). (8)

Поскольку suppµζ ⊂ Z(ζ), соотношение (7) влечет неравенство

|S′
ζ(λ)| = 2

∫

T

dµζ(τ)

|τ − λ|2
6

2| log |F (O)||

dist2(λ, Z(ζ))
. (9)

Учитывая свойства функции Uζ(λ, h) по второму аргументу, приведен-
ные в [4], получаем, что с некоторой постоянной c3, зависящей от c2
из (8), c из (4) и |F (O)|, справедлива оценка

|gζ(λ)| 6 c3(1/|S
′
ζ(λ)|)

α

2 Uζ(λ, 1/|S
′
ζ(λ)|), λ ∈ T, (10)

при этом мы учли свойство (9). Соединяя соотношения (6), (8), (10) и
теорему 2 из [4], получим, что существует постоянная c4, не зависящая
от ζ ∈ Sn−1 и ρ такая, что для функции gζ = GζSζ выполняется
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неравенство

1

2π

2π
∫

0

(

(1 − ρ)1−
α

2 |g′ζ(ρe
iλ)|

)p(eiλζ)

dλ 6 c4. (11)

Из соотношения (11) и леммы 6 в [4] следует, что F ∈ H
p( · )
α/2 (Bn). Тео-

рема 4 доказана. �

3. Открытые вопросы

С. В. Кисляков, А. В. Васин и А. Н. Медведев [5] получили локаль-
ный результат о падении гладкости аналитической функции в сравне-
нии с гладкостью ее модуля на границе для классов Гёльдера в единич-
ном круге. С. В. Кисляков поставил вопрос об аналогичном локаль-
ном результате для функций, голоморфных в шаре. Положительный
ответ на этот вопрос был получен И. М. Васильевым [6]. Представ-
ляется интересным вопрос о возможных локальных результатах для

пространств H
p( · )
α , как в теореме 3, и для пространств H

p( · )
α (Bn), как

в теореме 4.
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Shirokov N. A. Outer functions in classes of analytic functions of variable
smoothness.

We introduce classes of analytic functions in a disc and holomorphic
functions in a ball that satisfy a Hölder condition in a Lebesgue norm with
variable exponent. We describe outer functions in the disc and state the
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drop of the smoothness of a function in comparison with the smoothness
of its modulus on the boundary in the case of the disc and the ball.

Поступило 1 июля 2019 г.С.-Петербургский
государственный университет,
Университетский пр. 28,
Старый Петергоф,
198504 С.-Петербург, Россия

E-mail : nikolai.shirokov@gmail.com


