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ПОЧТИ ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА И

РАЦИОНАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ

В этой заметке развиваются недавние результаты автора [1], полу-
ченные для ядер операторов Тёплица в пространстве Харди в единич-
ном круге. Голоморфная функция θ в верхней полуплоскости C+ =
{z : Im z > 0} называется внутренней, если она ограничена и имеет
граничные значения с модулем 1 почти всюду на вещественной прямой
R. Изучается подпространство K класса Харди H2 в C+, состоящее из
функций из Kθ = H2⊖θH2, обращающихся в нуль на заданном конеч-
ном наборе Λ точек комплексной плоскости C. Для точек множества
Λ на вещественной прямой предполагается, что нахождение значения
в каждой из этих точек является непрерывным функционалом на Kθ.
Если множество Λ содержится в нижней полуплоскости, то подпро-
странство K совпадает с ядром оператора Тёплица с символом θ̄B,
где B — произведение Бляшке, нули которого являются точками, ком-
плексно сопряжёнными с точками множества Λ.

Прямой аналог теоремы Хитта об описании почти инвариантных
подпространств пространства Харди в единичном круге [2] существует
и для класса Харди в полуплоскости.

Теорема 1. Допустим, что K – подпространство пространства

Харди H2 в верхней полуплоскости C+ и что для фиксированной точ-

ки λ ∈ C+ имеем следующее свойство: если f ∈ K и f(λ) = 0, то

функция
f(z)
z−λ также принадлежит K. Тогда

K = g ·Kω, (1)

где ω – внутренняя функция, Kω = H2 ⊖ ωH2 и g – функция, удо-

влетворяющая условию g
z+i ∈ H2, являющаяся изометрическим мно-

жителем на Kω, т.е. ‖gh‖ = ‖h‖ для любой функции h ∈ Kω.

Из представления (1) видно, что свойство деления в предположении
теоремы не зависит от выбора точки λ; а именно, можно брать произ-
вольную точку из C+, не являющуюся общим нулём всех функций из
подпространства K.
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Этот факт известен в качестве фольклора; он обсуждается в до-
бавлении 1 ниже. Легко видеть, что подпространство K всех функ-
ций из Kθ, обращающихся в нуль на Λ, обладает свойством деления
из предположения теоремы. Это естественно приводит к задаче опи-
сания функций ω и g. В [1] результат такого рода был получен для
пространств на единичной окружности, причём точки можества Λ рас-
полагались внутри единичного круга. Здесь конструкция из [1] разви-
вается для пространств на вещественной прямой. Если p – многочлен,
то многочлен p♯, значения которого на вещественной прямой R совпа-
дают с p̄, имеет ту же степень, как и p (для функций на окружности
аналог этого свойства нарушается). Это позволяет получить итоговые
формулы в более компактной форме и с меньшим набором парамет-
ров, чем в [1]. Кроме того, здесь не предполагается, что множество Λ
соответствует случаю операторов Тёплица; в частности, мы работаем с
важным частным случаем точек, лежащих на границе. Также доказа-
тельства упрощаются в связи с используемой здесь линеаризованной
рациональной интерполяцией.

Проиллюстрируем нашу работу известным примером из теории Бёр-
линга–Мальявена, см. например [3]. Для заданной последовательно-
сти Λ комплексных чисел и положительного числа a требуется вы-
яснить, является ли семейство функций exp(itλ) при λ ∈ Λ полным
в L2(−a, a) (целью является супремум множества чисел a, для ко-
торых ответ положительный). Преобразование Фурье переносит про-
странство L2(−a, a) в пространство Пэли–Винера PWa, воспроизво-
дящие ядра которого соответствуют экспоненциальным функциям в
L2(−a, a). Следовательно, свойство плотности нарушается тогда и то-
лько тогда, когда существует ненулевая функция f ∈ PWa, обраща-
ющаяся в нуль на множестве Λ. Это соответствует нашей задаче при
θ(z) = exp(2iaz). Наиболее важным и трудным случаем этой зада-
чи является случай, когда Λ – (счётное) подмножество вещественной
прямой. Он может рассматриваться как предельный случай последо-
вательности конечных подмножеств, в конце концов исчерпывающих
всё множество Λ.

Сдвиг по Фростману ωα внутренней функции ω определяется фор-
мулой

ωα(z) =
ω(z)− α

1− ᾱ ω(z)
, |α| < 1. (2)



150 В. В. КАПУСТИН

Известно, что

Kω =
1− ᾱω

√

1− |α|2
·Kωα

(3)

и 1−ᾱω√
1−|α|2

является изометрическим множителем на Kωα
. Отсюда сра-

зу следует неединственность представления (1); однако таким образом
получаются все возможные представления.

Постановка линеаризованной задачи рациональной интерполяции
выглядит следующим образом. При заданном числе N = n+m и на-
боре интерполяционных данных (ak, bk) при bk 6= 0, k = 0, . . . , N ,
ищется пара многочленов p, q таких, что

deg p 6 n, deg q 6 m, p(ak)− bk q(ak) = 0, k = 0, 1, . . . , N (4)

(тривиальное решение p ≡ 0, q ≡ 0 всегда исключается). Это более
слабая форма задачи рациональной интерполяции, когда ищется ре-

шение, удовлетворяющее соотношениям p(ak)
q(ak)

= bk; все такие решения

также являются и решениями линеаризованной задачи, но здесь также
решения могут удовлетворять равенствам p(ak) = 0, q(ak) = 0. Хотя с
формальной точки зрения решение p, q не является дробью, с каждым
решением p, q ассоциируется рациональная функция

ϕ =
p

q
,

и p и q будут рассматриваться как числитель и знаменатель решения
соответственно.

Следующий результат хорошо известен, он будет обсуждаться в до-
бавлении 2 ниже.

Теорема 2. Пары многочленов p, q, являющиеся решениями интер-

поляционной задачи (4), существуют, и для таких пар рациональная

функция ϕ = p
q определена однозначно.

Теперь опишем интерполяционную задачу вида (4), которая будет
использоваться для описания подпространства K. Грубо говоря, бе-
рутся точки множества Λ и множества Λ̄ его комплексно сопряжённых
точек, и функция θ интерполируется в этих точках отношением двух
многочленов p, q степени не выше n. Остаётся одна степень свободы и
требуется, чтобы модуль значения отношения p

q в бесконечности был

бы строго меньше 1. Решения дадут все возможные представления K
в виде (1) по описанной ниже схеме.



ПОЧТИ ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА 151

Для точек λ ∈ Λ∩C+ берутся значения θ(λ), их модули всегда строго
меньше 1. Для точек λ ∈ C− значения θ определяются с помощью так
называемого псевдопродолжения

θ(λ) = θ(λ̄)
−1
.

Функция θ может обращаться в нуль в точке λ∈Λ только если λ∈C+.
Тогда θ(λ̄) = ∞. Это означает, что интерполирующая функция со-

держит сомножитель
z − λ

z − λ̄
, при удалении которого задача сводится

к множеству Λ \ {λ}. Таким образом, можно предполагать, что θ не
обращается в нуль на Λ. Тогда значения θ в интерполяционных узлах
из C− также конечны, что позволяет работать в контексте теоремы 2.

Допустим, что множество Λ состоит из n элементов (с учётом крат-
ностей). Тогда объединение Λ ∪ Λ̄ содержит 2n элементов; они бу-
дут считаться узлами интерполяции. Если какие-либо невещественные
точки имеют кратности, задача естественно модифицируется с помо-
щью рассмотрения производных в таких точках.

Для точек λ ∈ Λ на вещественной прямой предполагаем, что на-
хождение значения в λ является непрерывным функционалом на Kθ.
Тогда значение θ(λ) корректно определено и имеет модуль 1; кроме
того, производная θ′(λ) также определена корректно. Это можно уви-
деть в терминах воспроизводящих ядер пространства Kθ. А именно,
для λ ∈ C+ функция kλ,

kλ(z) = −1− θ(λ)θ(z)

2πi (z − λ̄)
,

является воспроизводящим ядром пространства Kθ, иными словами,

(f, kλ) = f(λ), f ∈ Kθ.

Если значение в точке λ ∈ R является ограниченным функционалом
на Kθ, то соответствующая функция kλ принадлежит Kθ. Если функ-
ция θ аналитична в λ, можно записать

(kλ, kλ) = kλ(λ) = lim
λ′→λ

kλ(λ
′) = − lim

λ′→λ

1− θ(λ)θ(λ′)

2πi (λ′ − λ)

=
1

2πi θ(λ)
· lim
λ′→λ

θ(λ′)− θ(λ)

λ′ − λ
=

1

2πi

θ′(λ)

θ(λ)
,

и в общем случае это соотношение можно использовать в качестве
определения производной θ′(λ).
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Таким образом, рассматривается линеаризованная задача рацио-
нальной интерполяции, которая записывается так:

p(λ)− θ(λ)q(λ) = 0, λ ∈ Λ ∪ Λ̄, deg p 6 n, deg q 6 n, (5)

вместе со всеми пояснениями перед этой формулой.

Если f – мероморфная функция в C+, через f ♯ обозначается меро-
морфная в C+ функция, граничные значения которой совпадают с f̄
почти всюду (если такая функция существует). В частности, если f –
рациональная функция, то f ♯ сущестует и также является рациональ-
ной, а для любой внутренней функции f имеем f ♯ = f−1.

Пара p0, q0 многочленов, задающая решение задачи (5), удовлетво-
ряющее условию

deg p0 6 n− 1, deg q0 6 n,

единственна в смысле теоремы 2. На самом деле имеем

deg q0 = n. (6)

Мы не располагаем прямым доказательством этого факта и он будет
проверен при доказательстве основной теоремы. Точнее, будет уста-
новлено свойство нормировки (8) ниже, и из него очевидно вытека-
ет (6). Таким образом, можно выбрать q0 в виде zn + . . .

Очевидно, пара q♯0, p
♯
0 также является решением задачи (5), а сле-

довательно и все пары

p0 + αq
♯
0, q0 + αp

♯
0 (7)

– также решения при любом комплексном числе α (эти формулы от-
носятся к так называемому преобразованию Геронимуса). Для ϕ = p

q

нужно, чтобы |ϕ(∞)| < 1, так что рассматриваются только числа α, у
которых |α| < 1.

Таким образом, после доказательства свойства (6) будем иметь сле-
дующий факт, нужный для формулировки нашего основного резуль-
тата.

Предложение 3. Все решения интерполяционной задачи (5) при

deg p 6 n, deg q 6 n; |ϕ(∞)| < 1

имеют вид (7) при α = ϕ(∞).
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Доказательство единственности вполне стандартно, ср. с доказа-
тельством теоремы 2 в добавлении 2 ниже.

В терминах старших коэффициентов многочленов p, q,

p(x) = µxn + . . . , q(x) = νxn + . . . ,

имеем ϕ(∞) = µ
ν . Свойство |ϕ(∞)| < 1 равносильно тому, что много-

члены p, q могут быть выбраны удовлетворяющими условию норми-
ровки

|ν|2 − |µ|2 = 1. (8)

Определим

ρ(z) =
∏

λ∈Λ

(z − λ).

Основная теорема. Предположим, что Λ – набор из n точек на

комплексной плоскости, а θ – внутренняя функция, не являющаяся

произведением Бляшке степени не выше n; пусть Kθ = H2 ⊖ θH2.

Для точек λ ∈ Λ ∩ R предположим, что нахождение значения в λ

– непрерывный функционал на Kθ. Обозначим через K подпростран-

ство всех функций из Kθ, обращающихся в нуль на Λ.

Допустим, что пара многочленов p, q, для которых deg p 6 n,

deg q 6 n, является решением интерполяционной задачи (5), и что

для ϕ = p
q имеем |ϕ(∞)| < 1, и выполнено условие нормировки (8).

Тогда

ω =
qθ − p

q♯ − p♯θ
(9)

– внутренняя функция; функция

g =
q♯ − p♯θ

ρ♯
(10)

является изометрическим множителем на Kω, и K = g ·Kω.

Замечания. 1. Предположение, что θ не является произведением
Бляшке степени не выше n, означает, что K 6= {0}.

2. Теорема верна, если некоторые точки Λ встречаются с крат-
ностями. Как было сказано выше, для точек Λ из C+ ∪ C− следует
рассматривать интерполяцию с производными, определёнными есте-
ственным образом. Для точек из Λ ∩ R можно рассматривать случай,
когда все функции из Kθ имеют значения вместе с k производными в
λ, и изучается подпространство с условием, что все они обращаются



154 В. В. КАПУСТИН

в нуль. Тогда в силу [4] функция θ имеет 2k + 1 производных в λ, и
интерполяционная задача поставлена корректно.

3. Можно отметить, что наша процедура из доказательства для
случая, когда Λ ⊂ C+ или Λ ⊂ C−, соответствует алгоритму Шура,
применённому к внутренней функции θ: последовательно применяют-
ся, во-первых, сдвиг по Фростману для получения нуля внутренней
функции в некоторой точке, а затем деление на множитель Бляшке с

нулём в этой точке. Если определить произведение Бляшке B = q♯

q ,

получится формула для ω как в [1]:

ω =
1

B
· θ − ϕ

1− ϕ♯θ
,

где ϕ = p
q .

Лемма 4. Предположим, что подпространство записано в виде (1),
причём ω, g определены формулами (9), (10) для некоторых многочле-

нов p, q, ρ, а g является изометрическим множителем на Kω. Пусть

α – комплексное число, у которого |α| < 1. Тогда то же самое верно,

если p, q заменить на

pα =
p+ αq♯

√

1− |α|2
, qα =

q + αp♯
√

1− |α|2

соответственно.

Доказательство. Предположим, что функция ω записана в виде (9).
Тогда для сдвига функции ω по Фростману получаем

ωα =
ω − α

1− ᾱω
=

qθ−p
q♯−p♯θ

− α

1− ᾱ qθ−p
q♯−p♯θ

=
(qθ − p)− α(q♯ − p♯θ)

(q♯ − p♯θ)− ᾱ(qθ − p)

=
(q + αp♯)θ − (p+ αq♯)

(q♯ + ᾱp)− (p♯ + ᾱq)θ
=
qαθ − pα

q
♯
α − p

♯
αθ
,

что представляет собой выражение вида (9), в котором выступают
pα, qα вместо p, q.

По (3) можно записать

g ·Kω = gα ·Kωα
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причём gα – изометрический множитель на Kωα
, где

gα = g · 1− ᾱω
√

1− |α|2
=
q♯ − p♯θ

ρ♯
·
1− ᾱ · qθ−p

q♯−p♯θ
√

1− |α|2

=
1

ρ♯
· (q

♯ − p♯θ)− ᾱ · (qθ − p)
√

1− |α|2
=
q♯α − p♯αθ

ρ♯
.

Это совпадает с формулой (10), в которой pα, qα выступают вместо p, q.
�

Лемма 5. Возьмём λ ∈ Λ ∩ R, предположим, что функционал f 7→
f(λ) непрерывен на Kθ. Тогда

{f ∈ Kθ : f(λ) = 0} = g ·Kω,

где ω, g определены формулами (9), (10) при

p(z) ≡ −θ(λ)
2

θ′(λ)
, q(z) = z − λ− θ(λ)

θ′(λ)
. (11)

Доказательство. Для доказательства используем меры Кларка, оп-
ределённые в [5] для внутренних функций в единичном круге. Не ума-
ляя общности θ(λ) = 1; тогда число θ′(λ) чисто мнимое. Функция

Re 1+θ(z)
1−θ(z) гармоническая и положительная в C+, значит она может

быть записана как интеграл Пуассона борелевской меры σ на границе.
Имеем формулу

Re
1 + θ(z)

1− θ(z)
=

1

π

∫

R

Im z dσ(t)

(t− Re z)2 + Im z2
+ σ({∞}) · Im z;

мера σ удовлетворяет условию
∫

R

dσ(t)
1+t2 < ∞, и, поскольку функция θ

внутренняя, мера σ сингулярна относительно меры Лебега. Веществен-
нозначные гармонические функции являются вещественными частями
комплекснозначных аналитических функций, так что получаем

1 + θ(z)

1− θ(z)
=

1

πi

∫

R

dσ(t)

t− z
− i σ({∞}) · z + ic (12)

с некоторой вещественной константой c. Основным объектом, относя-
щимся к теории мер Кларка, является унитарный оператор между Kθ



156 В. В. КАПУСТИН

и L2(σ). А именно, определим отображение V : L2(σ) → Kθ формулой

(V u)(z) =
1− θ(z)

2πi

∫

h(t) dσ(t)

t− z
= (1− θ(z))Khσ(z). (13)

Тогда V – унитарный оператор; при этом u может рассматриваться
как граничная функция функции V u.

То, что нахождение значения в точке λ является ограниченным
функционалом на Kθ, равносильно условию σ({λ}) > 0, и тогда

(V u)(λ) = u(λ).

Определим σ̆ = σ−σ({λ})·δλ, где δλ – мера Дирака в точке λ; то есть
у меры σ убирается точечная масса в точке λ. Пусть ω – внутренняя
функция с мерой Кларка σ̆. Из формулы (12) и аналогичной формулы
с ω, σ̆ вместо θ, σ получаем

1 + θ

1− θ
=

1 + ω

1− ω
− 1

πi

σ({λ})
z − λ

.

Поскольку σ({λ}) = 2πi
θ′(λ) , имеем

1 + θ

1− θ
=

1 + ω

1− ω
− 2

(z − λ) θ′(λ)
,

или, что равносильно,

1

1− ω
=

1

1− θ
+

1

(z − λ) θ′(λ)
. (14)

Это даёт выражение для ω; непосредственным вычислением проверя-
ется, что оно совпадает с формулой (9), где p, q такие, как в (11).

Оператор V переводит функции из Kθ, обращающиеся в нуль в точ-
ке λ, в подпространство пространства L2(σ) всех функций, обращаю-
щихся в нуль в λ, которое естественно отождествляется с L2(σ̆). Если
заменить θ, σ на ω, σ̆ в формуле (13), получим оператор унитарного
соответствия между L2(σ̆) и Kω. В правой части в (13) получится мно-
житель 1 − ω вместо 1 − θ; это означает, что умножение на g = 1−θ

1−ω

является изометрическим отображением из Kω в Kθ, образ которого
совпадает со множеством всех функций из Kθ, обращающихся в нуль
в λ. Наконец, для функции g из соотношения (14) получаем

g =
1− θ

1− ω
= 1 +

1− θ

(z − λ) θ′(λ)
,

что представляет собой то же самое, как в (10) при p, q, определённых
формулой (11). �
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Доказательство основной теоремы. Сначала предположим, что
имеется одно представление подпространства K в виде (1). Тогда лем-
ма 4 даёт все представления такого вида для K.

Пусть µ, ν – старшие коэффициенты многочленов p, q соответствен-
но; µ

ν = α, |ν|2 − |µ|2 = 1. Тогда старшие коэффициенты многочленов

pα, qα соответственно равны µ+αν̄√
1−|α|2

, ν+αµ̄√
1−|α|2

. Поскольку

∣

∣

∣

∣

∣

ν + αµ̄
√

1− |α|2

∣

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∣

µ+ αν̄
√

1− |α|2

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
|ν|2+ |α|2|µ|2− |µ|2− |α|2|ν|2

1− |α|2 = |ν|2−|µ|2,

условие нормировки (8) для p, q влечёт условие нормировки для pα, qα.
В частности, отсюда следует, что deg qα = deg q и

|ϕα(∞)| < 1 для ϕα =
pα

qα
.

По построению линеаризованное условие интерполяции для пары
pα, qα очевидно выполнено. Таким образом, если исходное представле-
ние было как в теореме, это верно и для всех представлений, постро-
енных в соответствии с леммой 4.

В случае n = 0 тривиально имеем p ≡ 0, q ≡ 1; ω = θ, g ≡ 1. Для
n = 1 есть три случая: λ ∈ C+, λ ∈ C− и λ ∈ R.

Допустим, что λ ∈ C+. Тогда лемма 4 позволяет свести задачу к
случаю θ(λ) = 0. Действительно, если не так, то применим лемму 4 при
ω = θ, α = θ(λ), и получим ωα(λ) = 0. Соответствующие многочлены
p, q будут постоянными функциями α√

1−|α|2
и 1√

1−|α|2
соответственно.

Тогда

K = {f ∈ Kθ : f(λ) = 0} = bλ ·Kθ/bλ ,

где bλ(z) =
z−λ
z−λ̄

– множитель Бляшке. Это соответствует представле-

нию пространстваK как в теореме при p(z) = α·(z−λ̄)√
1−|α|2

, q(z) = z−λ̄√
1−|α|2

;

ρ(z) = z−λ. Легко видеть, что интерполяционное свойство (5) и свой-
ство нормировки (8) выполнены.

Случай, когда λ ∈ C−, сводится к случаю λ ∈ C+ рассмотрением
комплексно сопряжённой точки. Поскольку умножение на множитель
Бляшке bλ является изометрическим отображением, в получающейся
формуле нужно только разделить изометрический множитель на bλ.

В случае λ ∈ R ответ дан в лемме 5.
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Остаётся проверить, что можно добавлять точки к множеству Λ по
одной. Это вытекает из следующего свойства суперпозиции, применя-
емого в случае, когда Λ2 содержит один элемент. Предположим, что
множество всех f ∈ Kθ, обращающихся в нуль на Λ1, записано в виде
g1 ·Kω1

при

ω1 =
q1θ − p1

q
♯
1 − p

♯
1θ
, g1 =

q
♯
1 − p

♯
1θ

ρ
♯
1

,

а множество всех f ∈ Kω1
, обращающихся в нуль на Λ2, записано в

виде g2 ·Kω при

ω =
q2ω1 − p2

q
♯
2 − p

♯
2ω1

, g2 =
q
♯
2 − p

♯
2ω1

ρ
♯
2

;

также предполагаем, что в обоих случаях имеется подходящее свой-
ство интерполяции. Тогда множество всех функций f ∈ Kθ, обращаю-
щихся в нуль на Λ1 ∪ Λ2 (с учётом кратностей), имеет вид g ·Kω при
g = g1g2. Можно проверить, что это равносильно формулам (9), (10)
при

p = p1q2 + q
♯
1p2, q = q1q2 + p

♯
1p2, ρ = ρ1 · ρ2.

Свойство интерполяции на Λ1 вытекает из формулы для p− θq,

p− θq = (p1q2 + q
♯
1p2)− θ · (q1q2 + p

♯
1p2) = (p1 − θq1) · q2 + (q♯1 − θp

♯
1) · p2,

в которой выражения в скобках в правой части обращаются в нуль на
Λ1. С другой стороны,

p− qθ = (p2 − q2ω1) (q
♯
1 − p

♯
1θ),

где, по построению, p2 − q2ω1 обращается в нуль на Λ2.
Простое непосредственное вычисление показывает, что если условие

нормировки (8) выполнено для пар p1, q1 и p2, q2, то оно также верно
и для пары p, q. �

Добавление 1. Почти инвариантные подпространства. Под-
пространство K класса Харди H2 в единичном круге называется по-
чти инвариантным подпространством оператора обратного сдвига f 7→
f−f(0)

z , если для любой функции f ∈ K со свойством f(0) = 0 имеем
f
z ∈ K. В [2] доказано, что любое почти инвариантное подпростран-

ство имеет вид g ·Kω, где ω – внутренняя функция, Kω = H2 ⊖ ωH2,
а g ∈ H2 – изометрический множитель на Kω. У этого результата
имеется аналог для пространства Харди в верхней полуплоскости C+.
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Для заданного подпространства K ⊂ H2(C+) возьмём точку λ ∈
C+, не являющуюся общим нулём всех функций из K. Свойство по-
чти инвариантности в полуплоскости может быть определено следую-
щим образом: для любой функции f из K, у которой f(λ) = 0, имеем
f

z−λ ∈ K, или, равносильно, f
bλ

∈ K, где bλ(z) = z−λ
z−λ̄

– множитель

Бляшке. Очевидно, все ядра операторов Тёплица почти инвариантны
для любой точки λ ∈ C+. Для доказательства утверждения теоре-
мы 1, что все почти инвариантные подпространства имеют вид g ·Kω,
применим унитарное преобразование между пространствами Харди в
полуплоскости и в единичном круге:

f 7→ 2
√
π · Imλ
1− z

· f
(

λ− λ̄z

1− z

)

, f ∈ H2(C+).

Тогда требуемое легко следует из описания Хитта почти инвариантных
подпространств в пространстве Харди в единичном круге. В частно-
сти, из этого следует, что свойство почти инвариантности не зависит
от выбора точки λ, если λ не является общим нулём для K.

Кроме того, представление Хитта единственно с точностью до муль-
типликативных констант с модулем 1, если потребовать, чтобы внут-
ренняя функция обращалась в нуль в нуле. Следовательно, представ-
ление (1) также единственно при дополнительном ограничении ω(λ) =
0. Все представления вида (1) могут быть получены преобразования-
ми, при которых функция ω переходит в её сдвиги по Фростману; это
также следует из аналогичного факта для пространств в единичном
круге.

Добавление 2. Рациональная интерполяция. Для удобства чи-
тателя здесь приводится набросок доказательства теоремы 2. Автор
признателен А. Жеданову за полезные обсуждения в связи с рацио-
нальной интерполяцией.

Чтобы получить единственность, допустим, что p(ak)− bk q(ak) = 0,
p̃(ak)− bk q̃(ak) = 0; следовательно, p(ak)q̃(ak) = p̃(ak)q(ak). Многочле-
ны степени не выше N имеют одинаковые значения в N + 1 точках,
значит, они совпадают: pq̃ = p̃q, и таким образом p

q = p̃
q̃ .

Решение интерполяционной задачи может быть построено с помо-
щью алгоритма Евклида, например, ср. [6]. Определим

χ(z) =

N
∏

k=0

(z − ak),
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и пусть η – интерполяционный многочлен степени не выше N ,

η(ak) = bk, k = 0, 1, . . . , N.

Возьмём
p0 = χ, q0 ≡ 0; p1 = η, q1 ≡ 1.

Имеем p1(ak) = η(ak) = bk. На l-м шаге (l = 1, 2, . . . ) находятся много-
члены ul, pl+1 такие, что

pl+1 = pl−1 − ulpl, deg ul = deg pl−1 − deg pl, deg pl+1 < deg pl;

также определим
ql+1 = ql−1 − ulql.

Алгоритм останавливается после L-го шага, как только получится
deg pL+1 6 n, и тогда полагаем

p = pL+1, q = qL+1.

Для любого l = 1, . . . , L, L+ 1 по индукции получаем

pl(ak)− bk ql(ak) = 0, k = 0, 1, . . . , N,

и
deg ql 6 (N + 1)− deg pl−1,

откуда, в частности, deg pl + deg ql 6 N и deg q 6 m.
Многочлены p, q допускают независимое описание в терминах ор-

тогональности, которое может быть доказано в рамках индукционной
схемы, описанной выше. А именно, для любого многочлена ϕ степени
n− 1 и, аналогично, для любого многочлена ψ степени m− 1 имеем

N
∑

k=0

p(ak) · ϕ(ak)
bk · χ′(ak)

= 0,

N
∑

k=0

q(ak) · ψ(ak) ·
bk

χ′(ak)
= 0.
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Given an inner function θ in the upper half-plane, consider the subspace
H2⊖θH2 of the Hardy space H2. For a finite collection Λ of points on the
complex plane, the subspace of functions from Kθ that vanish on Λ can
be represented in the form g ·Kω, where ω is an inner function and g is
an isometric multiplier on Kω. We obtain a description of the functions ω
and g in terms of θ and Λ.
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