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Пусть T – класс функций f(z) = z+
∞
∑

n=2
cnz

n, регулярных и типично

вещественных в круге U = {z ∈ C : |z| < 1}, т.е. вещественных на
диаметре (−1, 1), а в остальных точках круга U Im f(z) и Im z всегда
одного знака.

Пусть Dn, n > 2, – множество значений системы {f(z), c2, . . . , cn}
(z ∈ U , z – фиксировано) в классе T . В [1] дана алгебраическая ха-
рактеристика множества значений Dn, n > 2. При этом были исполь-
зованы интегральное представление класса T (см. [2, 3]) и теоремы из
теории моментов в [4].

В настоящей работе, используя теорему 2.3 и лемму 3 в [1], получим
алгебраическую характеристику множеств значений D1, D2 и D3 при
Im z 6= 0.

Положим w = f(z) = x1 + iy1, c2 = x2, c3 = x3, A0 = 1, A1 = c2
2 ,

A2 = c3+1
4 , ζ = z + 1

z
.

В случае Im z 6= 0, множество D1 – множество значений функции
f(z) в классе T – определяется системой неравенств

Im[w(ζ2 − 4)]

Im ζ
> 1,

∣

∣

∣w +
i

2 Im ζ

∣

∣ 6
1

2| Im ζ| . (см. [1, 5]).

В случае Im z 6= 0, D2 – множество всех точек X = (x1, y1, x2) ∈ R3, в
которых неотрицательны все главные миноры матриц C+ и C−, где

C± =

(

1±A1
1
2 [w̄(2± ζ̄)∓ 1]

1
2 [w(2 ± ζ)∓ 1] Re

[

w(2±ζ)

ζ̄−ζ

]

)

В случае Im z 6= 0, множество внутренних точек D2 − IntD2 – опреде-
ляется системой неравенств

|c2| < 2, (1 ±A1)Re
[w(2 ± ζ)

ζ̄ − ζ

]

>
∣

∣

∣

w(2 ± ζ) ∓ 1

2

∣

∣

∣

2

; см. [6]
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Из последнего неравенства получаем следующие оценки для c2:

cm = −2− |1− w(ζ + 2)|2 Im ζ

Im[w(ζ + 2)]
< c2 < 2,

− |1− w(ζ − 2)|2 Im ζ

Im[w(ζ − 2)]
= cM . (1)

В случае Im z 6= 0, D3 – множество всех точек X = (x1, y1, x2, x3) ∈ R4,
в которых неотрицательны все главные миноры матриц C1 и C2, где

C1 =





1 A1 w̄
A1 A2 (ζ̄w̄ − 1)/2
w (ζw − 1)/2 (w − w̄)/(ζ̄ − ζ)



 ,

C2 =

(

1−A2 w̄
(

1− ζ̄2

4

)

+ ζ̄+2A1

4

w
(

1− ζ2

4

)

+ ζ+2A1

4 − 1
4 +Re

[

w(ζ2
−4)

2(ζ−ζ̄)

]

)

.

Если Im z 6= 0, то IntD3 – множество внутренних точек D3 – опреде-
ляется системой неравенств

detC1 > 0, detC2 > 0, A0A2 > A2
1, A2 < 1; см. [1]

Пусть f(z) = w, w и c2 фиксированы, (w, c2) ∈ IntD2. Неравенство
detC1 > 0 запишем в виде

c3 > −1 +
|ζw − 1|2 + c22(− Imw/ Im ζ)− 2c2 Re(|w|2ζ − w)

−|w|2 + (− Imw/ Im ζ)
. (2)

Неравенство detC2 > 0 приводится к виду

c3 < 3− |ζ + c2 − w(ζ2 − 4)|2 Im ζ

Im[w(ζ2 − 4)]− Im ζ
. (3)

Функции, для которых достигаются знаки равенства в (1)–(3), опре-
делены в [7].

Пусть T1 – класс фукнций f(z) ∈ T с фиксированным значением
w = f(z), w ∈ IntD1; T2 – класс функций f(z) ∈ T1 с фиксированным
c2, c2 удовлетворяет строгим неравенствам в (1).

Положим

c2M = Re[w(ζ2 − 4)]− Re ζ, c2m =
Re ζ|w|2 − Rew

− Imw
Im ζ

.

Используя нервенства (2) и (3), получаем
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Теорема 1. Пусть f(z) ∈ T2. Если Im z 6= 0, то имеют место точ-

ные оценки

c3 6 3− | Im[ζ − w(ζ2 − 4)]|2 Im ζ

Im[w(ζ2 − 4)]− Im ζ
при c2M ∈ (cm, cM );

c3 6 3− |ζ + cm − w(ζ2 − 4)|2 Im ζ

Im[w(ζ2 − 4)]− Im ζ
при c2M 6 cm;

c3 > −1 +
|ζw − 1|2 − [Re ζ|w|2 − Rew]2

(

− Im ζ
Imw

)

− Imw
Im ζ

− |w|2
при c2m ∈ (cm, cM );

c3 > −1 +
|ζw − 1|2 + c2M

(

− Imw
Im ζ

)

− 2cM Re[ζ|w|2 − Rew]

− Imw
Im ζ

− |w|2
при c2m > cM .

Рассмотрим случай w = z. Из (1) имеем

c̃m ≡ −2 +
(1− |z|2)|z + 2|2

2(Re z + 1)
< c2 < 2− (1− |z|2)|z − 2|2

2(1− Re z)
≡ c̃M .

Положим

c̃2m = (1− |z|2)Re z/|z|2, c̃2M = Re z3 − 3Re z.

Следствие 1. Пусть f(z) ∈ T2, f(z) = z, z ∈ U , z фиксировано. Если

Im z 6= 0, то имеют место точные оценки

c3 6 3− 1− |z|2
|z|2 Im z(3 Im z − Im z3) при c̃2M ∈ (c̃m, c̃M );

c3 6 3− |ζ + c̃m − z(ζ2 − 4)|2 Im ζ

Im z3 − 3 Im ζ
при c̃2M 6 c̃m;

c3 > −|z|2 − (1− |z|2)2
|z|2 (Re z)2 при c̃2m ∈ (c̃m, c̃M );

c3 > −|z|2 + c̃2M
1

|z|2 − 2c̃M (Re z)2(1 − |z|2)2 при c̃2m > c̃M .

Следствие 2. Пусть f(z) ∈ T2 и f(ir) = ir, 0 < r < 1. Имеют место

следующие точные оценки:

−r2 +
c22
r2

6 c3 6 r2(r2 + 2)− 1− r2

r2(r2 + 3)
c22;
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Следствие 3. Пусть f(z) ∈ T1 и f(ir) = ir, 0 < r < 1. Имеют место

следующие точные оценки

− r2(r2 + 3)

2
6 c2 6

r2(r2 + 3)

2
;

− r2 6 c3 6 r2(r2 + 2). (4)

Знаки равенства в левом и правом неравенствах в (4) достигаются
соответственно для функций f1(z) и f2(z):

f1(z) =
1

2

z

(1 + z2 + z
√
1− r2)

+
1

2

z

(1 + z2 − z
√
1− r2)

=
z(1 + z2)

(1 + z2)2 − z2(1 − r2)
,

f2(z) =
(1 + r2)2

4
· z(1 + z2)

(1− z2)2
+

3− r4 − 2r2

4
· z

(1 + z2)

=
z

1 + z2
+

z3(1 + r2)2

(1− z4)(1− z2)
.
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Goluzina E. G. Estimates of the first coefficients on a class of typically
real functions.

Let T be the class of functions f(z) = z+
∞
∑

n=2
cnz

n regular and typically

real in the disk |z| < 1. Sharp estimates for the coefficient c3 in terms f(z)
are obtained.
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