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ЧИСЕЛ МНОГОМЕРНЫМИ ЦЕПНЫМИ ДРОБЯМИ

Введение

0.1. Ядерно-модульный алгоритм. В настоящей статье предлага-
ется ядерно-модульный алгоритм (KM-алгоритм)

KM :
Pa

Qa
−→ α при a → +∞ (0.1)

разложения алгебраических чисел α = (α1, . . . , αd) из Rd в многомер-
ные цепные дроби – последовательности рациональных чисел Pa

Qa
=(

Pa
1

Qa , . . . ,
Pa

d

Qa

)
из Qd с числителями P a

1 , . . . , P
a
d ∈ Z и общим знаменате-

лем Qa = 1, 2, 3, . . . KM-алгоритм (0.1) относится к классу настраи-
ваемых алгоритмов. Он основывается на построении локализованных

единиц Пизо ζ > 1, для которых модули всех сопряженных ζ(i) 6= ζ
содержатся в некоторой окрестности

ζ−1/d−θ 6 |ζ(i)| 6 ζ−1/d+θ, (0.2)

где параметр θ > 0 может принимать произвольное фиксированное
значение. Алгоритм локализации единиц Пизо был ранее получен в [1].

В теореме 9.1 доказано, что если α = (α1, . . . , αd) – вещественная
полная точка степени deg(α) = d + 1, то KM-алгоритм позволяет
получить следующую аппроксимацию

∣∣∣α− Pa

Qa

∣∣∣ 6 c

Q
1+ 1

d
−θ

a

(0.3)

для всех a > aα,θ, где константы aα,θ > 0 и c = cα,θ > 0 не зависят

от a. Здесь | ∗ | – какая-то метрика в Rd и дроби Pa

Qa
∈ Qd вычисляют-

ся с помощью некоторого рекуррентного соотношения с постоянными
коэффициентами, определяемые выбором локализованной единицы ζ.

Ключевые слова: многомерные цепные дроби, наилучшие приближения, лока-
лизованные единицы Пизо.

52



ПРИБЛИЖЕНИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 53

0.2. Многомерные подходящие дроби и наилучшие прибли-

жения. Более того, в теореме 8.1 показано, что дроби Pa

Qa
из (0.3) об-

ладают свойством минимальности, означающим существование вы-
пуклых d-мерных многогранников T

0,T1,T2, . . . таких, что для всех
a > cα выполняются следующие условия:

1) если P
Q – рациональная точка c числителями P ∈ Zd и знаменате-

лем 1 6 Q < m
a, где Q = 1, 2, 3, . . . и m

0 < m
1 < m

2 < . . . – некоторая
возрастающая последовательность натуральных чисел, то

v /∈ T
a int, если 1 6 Q < m

a, (0.4)

где v = P − Qα и T
a int обозначает внутреннюю часть многогранни-

ка T
a;

2) единственной принадлежащей многограннику T
a точкой

v
a ∈ T

a int с коэффициентом Q = m
a (0.5)

является точка v
a = Pa −Qaα.

Свойство минимальности (0.4), (0.5) и отмеченная выше рекуррент-
ная порождаемость последовательности дробей в неравенствах (0.3)
позволяют назвать Pa

Qa
многомерными подходящими дробями для точ-

ки α или более точно – d-мерными подходящими дробями по анало-
гии с обычными подходящими дробями в теории цепных дробей (см.,
например, [2]). Заметим, что минимальность (0.4), (0.5) равносильна
свойству дробей Pa

Qa
быть наилучшими приближениями для алгебраи-

ческой точки α относительно нормирующей последовательности мно-
гогранников T

0,T1,T2, . . . с объемами

volT0 > volT1 > volT2 > . . . , (0.6)

экспоненциально стремящимися к 0. Важно отметить, что при лю-
бом выборе локализованной единицы Пизо ζ KM-алгоритм (0.1)
позволяет получить наилучшие рациональные приближения Pa

Qa
для

алгебраической точки α степени deg(α) = d + 1 относительно стяги-
вающейся (0.6) последовательности многогранников T

a. Конкретный
выбор единицы ζ определяет экспоненту θ и, следовательно, скорость
приближения в (0.3). Если иррациональность α является вещественной
квадратичной или комплексной кубической, т.е. имеющей комплексное
сопряжение, то в неравнствах (0.3) можно положить θ = 0.

0.3. Точки Фарея и подходящие дроби. Многогранники T
a стро-

ятся по звездам r
a, представляющим собой некоторые наборы из d+1
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векторов. Сумма вершин многогранников T
a, отвечающих звездам r

a,
– это и есть точки v

a = Pa − Qaα из (0.5), реализующие наилучшие
приближения (0.3) для α. Аппроксимирующие многогранники T

a яв-
ляются ядрами (karyon) Ta = KrT a [4] делящихся разбиений T a

α тора
Td = Rd/Zd. Последнее означает, что T

a представляют собою раз-
вертки тора Td и, следовательно, они будут параллелоэдрами – много-
гранниками, разбивающими пространство Rd с помощью параллель-
ных переносов. Сказанное объясняет первую часть в названии ядерно-

модульного алгоритма (0.1). Вторая часть ассоциирована с алгебра-
ическими модулями Mζ = Z[1, ζ, . . . , ζd] и Mα = Z[1, α1, . . . , αd] над
кольцом целых чисел Z, входящими в конструкцию алгоритма.

Также имеется двойственный подход [5], на основе которого строит-
ся симплекс-ядерный алгоритм, использующий вместо параллелоэдров
T

a симплексы s
a с рациональными вершинами, суммы Фарея которых

есть точки Фарея Pa

Qa
– подходящие дроби в неравнствах (0.3). Сумма

Фарея рациональных точек из Qd определяется так же, как сумма Фа-
рея обычных рациональных дробей (см., например, [3]). В многомер-
ном случае вместо разбиений Фарея отрезка появляются указанные
выше разбиения T a

α тора Td. Симплекс-ядерный алгоритм применим
к любым вещественным числам α = (α1, . . . , αd) из Rd, не обязательно
алгебраическим. Указанный метод был, в частности, протестирован на
последовательности кубических точек α = ( 3

√
a,

3
√
a2), где 2 6 a 6 103

– натуральное число, отличное от полного куба. В этом случае среднее
значение экспоненты θ в неравенствах (0.3) оказалось θ ≈ 0.156, что
приводит к оценкам

∣∣∣ 3
√
a− Pa1

Qa

∣∣∣+
∣∣∣ 3
√
a2 − Pa2

Qa

∣∣∣ 6 c

QΘ
a

(0.7)

с показателем Θ ≈ 1.344, где Pa1, Pa2 ∈ Z и Qa = 1, 2, 3, . . . Предлага-
емый в настоящей работе KM-алгоритм (0.1) позволяет получить в
неравенствах (0.7) наилучшее возможное значение показателя Θ = 1.5

для всех чисел α = ( 3
√
a,

3
√
a2) с отличным от полного куба a.

Необходимо отметить другие направления [6]–[12], также использу-
ющее симплексы. Важное отличие нашего подхода состоит в том, что в
KM-алгоритм составной частью входит возможность оценки скорости
приближения (0.3) подходящими дробями Pa

Qa
через настраивающийся

параметр θ, содержащийся в условии локализации (0.2).
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§1. Единицы алгебраических полей

1.1. Основные единицы. Рассмотрим вещественное алгебраическое
поле

F = Q(θ) ⊂ R (1.1)

– алгебраическое расширение степени d+1 = r+2c поля рациональных
чисел Q, где r > 1 и 2c обозначают число вещественных и комплексных
сопряжений соответственно (подробности см., например, [13]). Выбе-
рем в F некоторую полную систему основных единиц ε1, . . . , εt, где
t = r + c − 1. Они являются свободными образующими порождаемой
ими группы единиц E , имеющей максимально возможный ранг t. Заме-
тим, что группа E не обязана совпадать с группой всех основных еди-
ниц Emax поля F. Требуется лишь конечность индекса [Emax : E ] < ∞.

Зададим отображение

ε 7→ x(ε) =
(
ln|ε(1)|, . . . , ln|ε(r)|, 2 ln|ε(r+1)|

)
, . . . , 2 ln|ε(r+c)|) (1.2)

множества единиц E в пространство Rt+1, где ε(1), . . . , ε(r) – веще-
ственные сопряженные значения для ε и ε(r+1), . . . , ε(r+c) – комплекс-
ные, при этом полагаем ε(1) = ε. Отображение (1.2) будет вложением
x : E →֒ Rt+1 группы E в векторное пространство Rt+1 с сохранением
в них операций

x(ε · ε′) = x(ε) + x(ε′). (1.3)

1.2. Единицы Пизо. Единицу ζ ∈ E назовем единицей Пизо, если
она удовлетворяет следующим условиям:

ζ = ζ(1) > 1 и |ζ(i)| < 1 для остальных сопряжений i > 1. (1.4)

Обозначим через P ⊂ E подмножество всех единиц Пизо ζ из группы E .
Из определения (1.4) следует замкнутость множества P относительно
умножения ζ · ζ′ ∈ P для любых ζ, ζ′ ∈ P . Поэтому множество P
образует полугруппу без единицы, поскольку 1 не является единицей
Пизо (1.4).

Предложение 1.1. 1. Если ранг t > 1, то группа единиц E содержит

единицу Пизо (1.4) и, значит, P 6= ∅.

2. Любая единица Пизо ζ ∈ P имеет степень

deg(ζ) = d+ 1. (1.5)

Здесь степень deg(ζ) числа ζ определяется равенством

deg(ζ) = degQ(ζ),
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где справа указана степень degQ(ζ) = [Q(ζ) : Q] расширения Q(ζ) над

полем Q.

Доказательство. См. [1]. �

1.3. Локализованные единицы Пизо. Из [14], п. 2.3 можно выве-
сти следующее

Предложение 1.2. Пусть ε = {ε1, . . . , εt} – некоторая фундамен-

тальная система единиц вещественного алгебраического поля F из

(1.1) степени d+ 1,
ζ = εp1

1 · · · εpt

t (1.6)

– произвольная единица; и пусть ζ(i) – сопряженные единицы ζ. Тогда

для любого фиксированного θ > 0 найдутся такие целыми показате-

лями p1, . . . , pt в (1.6), что будут выполняться следующие свойства:
1) число ζ является единицей Пизо (1.4);
2) модули всех ее сопряженных ζ(i) содержатся в некоторой окрес-

тности

ζ−1/d−θ 6 |ζ(i)| 6 ζ−1/d+θ (1.7)

для 2 6 i 6 t+ 1.
3) если поле F является вещественным квадратичным или ком-

плексным кубическим, т.е. имеющим комплексное сопряжение, то в

неравнствах (1.7) можно положить θ = 0.

Единицы ζ > 1, удовлетворяющие условию (1.7), будем называть
локализованными единицами Пизо.

§2. Модульные матрицы Пизо

2.1. Модули. Пусть ζ ∈ P – единица Пизо (1.4). По предложению 1.1
ее степени 1, ζ, . . . , ζd линейно независимы над Q. Поэтому алгебраи-
ческое поле Q(ζ) совпадает

Q(ζ) = F (2.1)

с полем (1.1) и модуль

Mζ = Z[1, ζ, . . . , ζd] (2.2)

над кольцом Z будет полным, т.е. числа 1, ζ, . . . , ζd образуют базис
поля F над Q.

Рассмотрим линейное отображение

Mζ
ζ−→ Mζ : x 7→ ζ · x. (2.3)
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Из определения (2.2) вытекает, что отображение (2.3) задает автомор-
физм модуля Mζ . Поскольку 1, ζ, . . . , ζd – базис модуля Mζ , то най-
дется квадратная целочисленная матрица Uζ размера d+1, удовлетво-
ряющая условию

Uζ ζ̂ = ζ · ζ̂, (2.4)

где слева записано произведение матрицы Uζ и столбца

ζ̂ =




ζd

...
ζ
1


 (2.5)

высоты d + 1. Матрица Uζ называется матрицей предствления эле-
мента ζ в базисе 1, ζ, . . . , ζd.

2.2. Матрица перехода T . Пусть

Mα = Z[1, α1, . . . , αd] (2.6)

– произвольный полный модуль над кольцом Z в поле F. Точку α =
(α1, . . . , αd) и соответствующий набор чисел {α1, . . . , αd}, обладающие
свойством (2.6), будем называть полными. Для полной точки α харак-
терно выполнение соотношения

Q[α] = Q(α) (2.7)

между Q[α] – модулем (2.6) и Q(α) – расширением поля рациональных
чисел Q добавлением к нему чисел α1, . . . , αd.

Точку α = (α1, . . . , αd) назовем иррациональной, если выполняется
условие:

числа 1, α1, . . . , αd линейно независимы над кольцом Z. (2.8)

Из (2.1) и (2.6), в частности, следует иррациональность (2.8) точки α,
а из (2.7) – равенство Q(α) = F. Определим для точки α ее степень

degα = deg Q(α)/Q = [Q(α) : Q] (2.9)

над полем Q. Если α – полная точка, то из (2.1) и (2.6) следует degα =
d+ 1.

Далее, пусть T – матрица перехода

α̂ = T ζ̂ (2.10)
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от базиса полного модуля Mζ к базису модуля Mα. Здесь столбец α̂
определяется по модулю Mα добавлением единицы

α̂ =




α1

...
αd

1


 . (2.11)

Матрица перехода T имеет рациональные коэффициенты. Кроме то-
го, поскольку модуль Mα также полный, то матрица T обратима и,
значит, она принадлежит группе матриц GLd+1(Q), состоящей из ра-
циональных квадратных матриц U размерности d+1 с определителем
detT 6= 0.

2.3. Модульные матрицы. Воспользуемся (2.10) и подставим ζ̂ =
T−1α̂ в равенство (2.4). Имеем

UζT
−1α̂ = ζ · T−1,

откуда для столбца α̂ выводим равенство

Mαα̂ = ζ · α̂ (2.12)

с рациональной матрицей

Mα = TUζT
−1, (2.13)

сопряженной унимодулярной матрице Uζ . Для модуля Mα из (2.6),
матрицу, обладающую свойством (2.12), назовем модульной матри-

цей.

2.4. Унимодулярные модульные матрицы. Уровень

l(T ) = t (2.14)

невырожденной рациональной матрицы T определяется как наимень-
шее натуральное число t с условием, что T ∗ = t ·T−1 – целочисленная
матрица.

Нам потребуется еще показатель νa(Uζ) = ν унимодулярной мат-
рицы Uζ по модулю t – это такое наименьшее натуральное число ν,
для которого выполняется сравнение

Uν
ζ ≡ E mod t, (2.15)
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где E = Ed+1 – единичная матрица размера d + 1. Указанное число
ν существует и не превышает порядка конечной группы GLd+1(Z/tZ)
матриц над кольцом вычетов Z/tZ с определителем det ≡ ±1mod t.

В [1] доказано следующее утверждение.

Предложение 2.1. 1. Пусть t – уровень (2.14) матрицы T и ν –

показатель унимодулярной матрицы Uζ по модулю t. Тогда матрица

Pα = Mν
α (2.16)

является унимодулярной.

2. Пусть Mα – произвольный полный модуль (2.6) из поля F. Тогда

имеет место равенство

Pαα̂ = λ · α̂, (2.17)

где α̂ – столбец (2.11) и

λ = ζν > 1 (2.18)

– единица Пизо (1.4).

Матрицу Pα из (2.16) назовем модульной матрицей Пизо или крат-
ко – матрицей Пизо. Если ζ является локализованной единицей Пизо
(1.7), то Pα будем также называть локализованной матрицей Пизо.

Чтобы избежать рассмотрения вырожденных случаев, далее будем
предполагать, что α ∈ Rd является полной точкой степени deg(α) =
d+ 1.

§3. Симплексы

3.1. Линейные унимодулярные преобразования. Основной об-
ластью для нас будет замкнутый d-мерный единичный симплекс △ε =
△d

ε с вершинами в точках

ε0 = (0, . . . , 0), ε1 = (1, . . . , 0), . . . , εd = (0, . . . , 1) (3.1)

из пространства Rd.
Выделим в группе унимодулярных матриц GLd+1(Z) с определите-

лем ±1 подгруппу G0 = GLd+1,0(Z) из матриц

U =

(
V L
0 1

)
, (3.2)
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где V ∈ GLd(Z) и

L =




l1
...
ld




– произвольный целочисленный столбец. Определим действие группа
G0 на точки α = (α1, . . . , αd) из Rd по формуле

Uα = V α+ L, (3.3)

при этом α рассматривается как столбец

α =




α1

...
αd


 .

Таким образом, группа G0, состоящая из матриц (3.2) и с представле-
нием (3.3), соответствует целочисленным унимодулярным аффинным
преобразованиям пространства Rd.

3.2. Базисный симплекс и суперсимплекс.

Предложение 3.1. Если α – иррациональная точка, то существует

такая матрица U ∈ G0, что выполняется включение

α ∈ △, (3.4)

где через △ обозначен симплекс U△d
ε.

Доказательство. См. [1]. �

Симплекс △ из (3.4) назовем базисным. Его основное свойство со-
стоит в том, что он является унимодулярным: векторы, выходящие из
одной его вершины во все остальные вершины, образуют унимодуляр-

ный базис, т.е. некоторый базис d-мерной решетки Zd.
Условимся и далее под терминами унимодулярный базис, унимоду-

лярная матрица и т.д. понимать базис решетки Zd, матрицу с целыми
коэффициентами и определителем ±1.

Базисный симплекс △ имеет целочисленные вершины

vi = Uei =
Pi

Qi
, (3.5)

где полагаем Qi = 1 для всех i = 0, 1, . . . , d. Векторы

v′i = vi − v0 = V εi (3.6)
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для i = 1, . . . , d с матрицей V ∈ GLd(Z) образуют унимодулярный
базис. Поэтому симплекс (3.4) имеет объем

vol△ =
1

d!
. (3.7)

Далее выходящие из начала координат векторы и их концы будем
отождествлять.

Определим следующий суперсимплекс

△̂ ⊂ Rd+1. (3.8)

Он имеет d+ 2 вершины: d+ 1 целочисленную вершину

v̂i = Ûei =

(
vi
1

)
(3.9)

с индексами i = 0, 1, . . . , d и еще одну вершину в начале координат 0 ∈
Rd+1. Из (3.6) и (3.9) следует, что векторы v̂i = v̂i−0 для i = 0, 1, . . . , d
образуют унимодулярный базис и поэтому суперсимплекс (3.8) имеет
объем

vol △̂ =
1

(d+ 1)!
. (3.10)

§4. Центрированные унимодулярные базисы и звезды

4.1. Центрированный унимодулярный базис. Как уже было ска-
зано, множество ребер

V̂ = {v̂0, v̂1, . . . , v̂d} (4.1)

суперсимплекса △̂ из (3.8) образуют унимодулярный базис в простран-
стве Rd+1. Базисный симплекс △ из (3.4) является гранью суперсим-

плекса △̂ и этот симплекс △ содержит в качестве внутренней точку
α.

Такой △̂ назовем центрированным унимодулярным суперсимплек-

сом или кратко – CU -суперсимплексом. Ему отвечает центрирован-

ный унимодулярный базис V̂ из (4.1) ( CU -базис), центрированный

лучом R+α̂. Последнее означает, что внутренняя область конуса R+V̂
содержит луч R+α̂.
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4.2. Пространства. Введем следующие понятия:

S = Rd+1, K = Rd (4.2)

– суперпространство и ядерное пространство (karyon space), вложен-
ное

K →֒ K0 ⊂ S (4.3)

в S как гиперплоскость

K0 = {(x, 0) : x ∈ K} (4.4)

– ядерная гиперплоскость.

4.3. Проекции. Определим следующие проекции:

S
pr

0−→ K0
κ0−→ K, (4.5)

где

pr0 : (x1, . . . , xd, xd+1) 7→ (x1 − α1xd+1, . . . , xd − αdxd+1, 0) (4.6)

– параллельная проекция вдоль вектора α̂ из (2.11) и

κ0 : (x1, . . . , xd, 0) 7→ (x1, . . . , xd) (4.7)

– изоморфизм. Обозначим через

κ = κ0 ◦ pr0 (4.8)

композицию отображений (4.6) и (4.7).

4.4. Звезды. Обозначим через Σ совокупность всех сочетаний σ из
двух элементов {k1, k2} из множества индексов {0, 1, . . . , d}. Пусть r0,
r1, . . . , rd – произвольные векторы из Rd и σ′ = {k′1, . . . , k′d−1} – до-
полнительное к σ сочетение в {0, 1, . . . , d}. Между σ ∈ Σ и дополни-
тельными к ним сочетаниями σ′ ∈ Σ существует взаимно однозначное
соответствие σ ⇔ σ′. Далее мы будем рассматривать неупорядоченные
множества векторов {r0, r1, . . . , rd}.
Определение 4.1. Пусть любые d− 1 вектора из {r0, r1, . . . , rd} ли-

нейно независимы. Обозначим через Hσ′ гиперплоскость, проходя-

щую через начало координат и содержащую векторы rk′

j
с индекса-

ми k′j из σ′. Тогда такое множество векторов {r0, r1, . . . , rd} назовем

звездой, если для всех σ′, когда σ = {k1, k2} пробегает Σ, векторы rk1
,

rk2
из {r0, r1, . . . , rd} не принадлежат гиперплоскости Hσ′ и лежат

по отношению к ней в разных полупространствах H+
σ′ и H−

σ′ .
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Непосредственно из определения звезды следует, что любые d век-
тора из r = {r0, r1, . . . , rd} будут линейно независимы.

Объяснением названия звезды может служить следующий крите-
рий.

Критерий 4.1. Обозначим через ∆(r) натянутый на векторы звезды
r замкнутый симплекс, и пусть ∆int(r) – внутренняя часть симплек-
са. Тогда условие на множество векторов r быть звездой равносильно
условию

0 ∈ ∆int(r). (4.9)

Пусть V̂ – центрированный унимодулярный базис (CU -базис), опре-
деленный в (4.1). Его проекция (4.8)

κ : V̂ → r (4.10)

представляет собою множество r = {r0, r1, . . . , rd}, состоящее из век-
торов

ri = κ(v̂i) = vi − α (4.11)

для i = 0, 1, . . . , d в ядерном пространстве K из (4.2), (4.3).

Предложение 4.1. Если α – иррациональная точка (2.8) и V̂ – цен-

трированный унимодулярный базис (4.1), то множество векторов r
из (4.10) образует звезду.

Доказательство. См. [5]. �

§5. Проекция унимодулярного базиса

5.1. Произвольный центрированный унимодулярный базис.

Пусть

V̂ = {v̂0, v̂1, . . . , v̂d} (5.1)

– произвольный центрированный лучом R+α̂− унимодулярный базис
(CU -базис). Базис (5.1) образован векторами v̂i с целыми координата-
ми

v̂0 =




P01

...
P0d

Q0


 , v̂1 =




P11

...
P1d

Q1


 , . . . , v̂d =




Pd1

...
Pdd

Qd


 . (5.2)

Далее будем предполагать выполненным условие

Q0 > 1, Q1 > 1, . . . , Qd > 1. (5.3)
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По определению CU -базиса, составленная из координат векторов
(5.2) квадратная матрица

S =




P01 P11 . . . Pd1

. . .
P0d P1d . . . Pdd

Q0 Q1 . . . Qd


 (5.4)

размера d+ 1 унимодулярна. Назовем S матрицей базиса V̂ из (5.1).

5.2. Звезда как проекция унимодулярного базиса. Рассмотрим
проекцию

pr0 : V̂ → r (5.5)

относительно отображения (4.6). Множество r = {r0, r1, . . . , rd} состо-
ит из векторов

ri = pr0(v̂i) = (Pi −Qiα, 0) (5.6)

для i = 0, 1, . . . , d, расположенных в ядерной гиперплоскости K0 из
(4.4), где

P0 =




P01

...
P0d


 , P1 =




P11

...
P1d


 , . . . , Pd =




Pd1

...
Pdd


 . (5.7)

По предложению 4.1 множество r представляет собою звезду. Звезду
r, состоящую из лучей вида (5.6), будем называть унимодулярной.

5.3. Перекладывающиеся параллелоэдры. Определим для m =
0, 1, . . . , d замкнутые d-мерные параллелепипеды

Tm = {λk1
rk1

+ . . .+ λkd
rkd

; 0 6 λki
6 1}, (5.8)

где k1, . . . , kd – дополнительные к m индексы в {0, 1, . . . , d}. Если мно-
жество векторов r является звездой (см. определение 4.1), то объеди-
нение

T = T (r) = T0 ∪T1 ∪ . . . ∪Td (5.9)

параллелепипедов (5.8) образует параллелоэдр [15] – многогранник,
разбивающий пространство

Rd =
⋃

l∈L

T[l] (5.10)

с помощью параллельных переносов T[l] = T + l на векторы l неко-
торой полной решетки L. Причем различные многогранники T[l] из
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(5.10) не имеют общих внутренних точек. Поэтому параллелоэдр T

является разверткой некоторого d-мерного тора.
Для d = 2 параллелоэдр T из (5.9) является выпуклым шестиуголь-

ником с попарно равными и параллельными сторонами, для d = 3 –
ромбододекаэдром Федорова [16], а для d = 4 – параллелоэдром Воро-
ного [17].

Поскольку многогранник T = T (r) порождается звездой r, то будем
называть его r-параллелоэдром.

Параллелоэдр T является перекладывающимся многогранником с
векторами перекладывания r0, r1, . . . , rd. Это означает, что выполня-
ются следующие свойства:

T = (T0 + r0) ∪ (T1 + r1) ∪ . . . ∪ (Td + rd), (5.11)

при этом

(Ti + ri)
int ∩ (Tj + rj)

int = ∅ для любых i 6= j. (5.12)

Векторы r0, r1, . . . , rd имеют порядки

m0 = Q0, m1 = Q1, . . . , md = Qd, (5.13)

определяемые коэффициентами Qi в представлении (5.6), а сумма

m = m0 +m1 + . . .+md (5.14)

будет порядком r-параллелоэдра T из (5.9). Как и звезду r из (5.6),
параллелоэдр T = T (r) также будем называть унимодулярным.

В [18] доказано следующее свойство параллелоэдров T.

Предложение 5.1. Пусть T
int – внутренняя часть параллелоэдра

T = T (r) из (5.9),

v̂ =




∗
...

Q


 (5.15)

– произвольный (d+1)-мерный вектор с целыми координатами ∗, . . .,
Q ∈ Z; и пусть

v̂m = v̂0 + v̂1 + . . .+ v̂d =




P1

...

Pd

m


 (5.16)
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– сумма всех векторов CU -базиса V̂ = {v̂0, v̂1, . . . , v̂d} из (5.1), удо-

влетворяющего условию (5.3). Тогда параллелоэдр T обладает следу-

ющим свойством:

v /∈ T
int, если 1 6 Q < m, (5.17)

где v = pr0 v̂ – проекция (5.5) вектора v̂ на ядерную гиперплоскость

K0 и m – порядок (5.14) развертки тора T; единственным вектором

v = pr0 v̂ с условием

v ∈ T
int и Q = m (5.18)

является вектор v = vm = pr0 v̂m.

Назовем v̂m из (5.16) вектором Фарея базиса V̂= {v̂0, v̂1, . . . , v̂d}.
По определению, вектор v̂m имеет порядок m.

Поставим звезде r из (5.5) в соответствие квадратную матрицу

s : r 7→ S = s(r) =




P01 P11 . . . Pd1

. . .
P0d P1d . . . Pdd

Q0 Q1 . . . Qd


 (5.19)

размера d+1 и назовем S = s(r) матрицей звезды r. Она совпадает с

матрицей (5.4) базиса V̂. Согласно (5.4) матрица (5.19) унимодулярна
S = s(r) ∈ GLd+1(Z).

Таким образом, в результате проекции (5.5) центрированного уни-

модулярного базиса V̂ на ядерную гиперплоскость K0 из (4.4) полу-
чается унимодулярный r-параллелоэдр T = T (r). Как показано в [18],
именно унимодулярность и обеспечивает выполнимость свойства ми-
нимальности (5.17), (5.18) параллелоэдра T.

§6. Собственные подпространства

6.1. Разложение модульной матрицы Пизо. Для столбцов α̂ из

(2.11) и ζ̂ из (2.5) определим квадратные матрицы

A = (α̂(1) . . . α̂(d+1)), Z = (ζ̂(1) . . . ζ̂(d+1)) (6.1)

порядка d+1. Матрица Z невырождена и, в силу равенства (2.10), име-
ем A = TZ. Поэтому матрица A также невырождена и, следовательно,
ее столбцы образуют базис (A-базис) в пространстве Rd+1.

Пусть Pα – модульная матрица Пизо (1.6). Из (2.16) получаем

PαA = (λ(1)α̂(1) . . . λ(d+1)α̂(d+1)) = AΛ, (6.2)
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где

Λ =




λ(1) . . . 0
. . .

0 . . . λ(d+1)


 . (6.3)

Отсюда для матрицы Pα выводим разложение

Pα = AΛA−1. (6.4)

6.2. Собственные подпространства E±. Столбцы матрицы A из
(6.1) упорядочим следующим образом

A = (α̂(1) . . . α̂(i) . . . α̂(j)α̂
(j)

. . .), (6.5)

где (i) – вещественные сопряжения, а (j) – комплексно сопряженные
пары. Производя линейное преобразование

α̂
(j)
+ =

1

2
(α̂(j) + α̂

(j)
), α̂

(j)
− =

1

2i
(α̂(j) − α̂

(j)
), (6.6)

перейдем к вещественной матрице

AR = (α̂(1) . . . α̂(i) . . . α̂
(j)
+ α̂

(j)
− . . .), (6.7)

столбцы которой образуют базис вещественного суперпространства
S = Rd+1. Разложим его в прямую сумму

S = E+ ⊕E− (6.8)

двух подпространств:

E+ = R α̂
(1)
− = R α̂− (6.9)

– растягивающего и

E− =
⊕

i6=1

Rα̂(i) ⊕
⊕

j

(Rα̂
(j)
1 ⊕ Rα̂

(j)
2 ) (6.10)

– сжимающего (сжимающей гиперплоскости) с базисом из столбцов
урезанной вещественной матрицы

AR,>2 = (. . . α̂(i) . . . α̂
(j)
1 α̂

(j)
2 . . .). (6.11)
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6.3. Проекция на сжимающее подпространство. Разложим

v̂ = AR x̂ (6.12)

произвольный вектор v̂ из суперпространства S по базису (6.7), где

x̂ =




x1

x2

...
xd+1


 – координаты вектора v̂, записанные в виде столбца.

Используя разложение S = E+⊕E− и представление (6.12), определим
проекцию

prE−
: S −→ E− (6.13)

вдоль растягивающего подпространства E+ из (6.9) на пространство
E− из (6.10), полагая

prE−
(v̂) = v̂−, (6.14)

где v̂− = AR x̂>2 = AR,>2 x>2, при этом

x̂>2 =




0
x2

...
xd+1


 , x>2 =




x2

...
xd+1


 . (6.15)

Лемма 6.1. Определенная в (6.13) проекция prE−
является линей-

ным сюъективным отображением.

Доказательство. Данная проекция в координатах (6.15) имеет вид
prE−

(x̂) = x̂>2, из которого вытекает утверждение леммы. �

6.4. Отображение Pα|E−
. Рассмотрим диаграмму

S
Pα−→ S

pr
E−

↓ ↓ pr
E−

E−

Pα|E
−−→ E−

(6.16)

в которой верхнее отображение задается унимодулярной матрицей Pα

из (2.16), вертикальные стрелки обозначают сюръективную проекцию
prE−

из (6.13), а нижнее отображение Pα|E−
определим формулой

Pα|E−
v̂− = Pα v̂−, (6.17)

где вектор v̂− принадлежит сжимающему пространству E− из (6.10).
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Лемма 6.2. 1. Отображение (6.17) определено корректно.

2. Pα|E−
является линейным изоморфизмом пространства E−.

3. Диаграмма (6.16) коммутативна, т.е. выполняется коммута-

ционное соотношение

pr
E−

(Pαv̂) = Pα|E−
(pr

E−
v̂) (6.18)

для всех векторов v̂ из суперпространства S.

Доказательство. Утверждения 1, 2. Используя разложение прямую
сумму S = E+ ⊕E− из (6.8), любой вектор v̂ из S можно представить
в виде v̂ = v̂++ v̂−, где v̂+ ∈ E+, v̂− ∈ E−. Согласно (6.2) подпростран-
ства E+, E− ⊂ S инвариантны

PαE+ = E+, PαE− = E− (6.19)

относительно линейного отображения Pα из диаграммы (6.16). Поэто-
му можем записать

Pαv̂ = Pαv̂+ + Pαv̂−, (6.20)

где Pαv̂+ ∈ E+, Pαv̂− ∈ E−. Отсюда следует корректность опреде-
ления (6.17) отображения Pα|E−

и линейность данного отображения.
Утверждение о том, что Pα|E−

является линейным изоморфизмом про-
странства E−, вытекает из простоты матрицы (6.3), т.е. различия ее
собственных значений λ(i) 6= λ(j), если i 6= j.

Утверждение 3. Согласно (6.20), (6.14) и (6.19) имеем

prE−
(Pαv̂) = prE−

(Pαv̂+ + Pαv̂−) = prE−
(Pαv̂−) = Pαv̂−. (6.21)

С другой стороны, по определениям (6.14) и (6.17) получаем

Pα|E−
(pr

E−
v̂) = Pα|E−

(pr
E−

v̂−) = Pα|E−
v̂− = Pα v̂−. (6.22)

Сравнивая (6.21) и (6.22) получаем (6.18). �

Согласно лемме 6.2 можем записать

Pα|E−
a = aMa, (6.23)

где Pα|E−
– ограничение на подпространство E− ⊂ S линейного отоб-

ражения Pα из диаграммы (6.16), a = AR,>2 – матрица размера (d+1)×
d, составленная из векторов матрицы (6.11), и Ma – матрица отображе-
ния Pα|E−

в базисе a. Заметим, что Ma является квадратной матрице
размера d.
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Если λ(j) = rj(cosϕj + i sinϕj), то по (6.2) находим вещественную
матрицу

Ma =




. . . 0

λ(i)

. . .

Λ(j)

0
. . .




(6.24)

с (2× 2)-блоками

Λ(j) = rj

(
cos(aϕj) − sin(aϕj)
sin(aϕj) cos(aϕj)

)
. (6.25)

§7. Проекция на ядерное пространство

7.1. Проекция на ядерную гиперплоскость. Теперь определим
проекцию

pr
E−

K0
: E− −→ K0 (7.1)

вдоль вектора α̂ на ядерную гиперплоскость K0 из (4.4). Если вос-
пользоваться координатами относительно единичного базиса

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , ed+1 = (0, 0, . . . , 1) (7.2)

пространства Rd+1, то по аналогии с (4.6) проекция pr
E−

K0
примет вид

pr
E−

K0
: (x1, . . . , xd, xd+1) 7→ (x1 − α1xd+1, . . . , xd − αdxd+1, 0). (7.3)

Поскольку вектор α̂ не принадлежит гиперплоскостям E− и K0, то
справедлива следующая

Лемма 7.1. Проекция pr
E−

K0
из (7.1) задает линейный изоморфизм

между сжимающей E− и ядерной K0 гиперплоскостями.

Замечание 7.1. Из определения (6.13) следует, что отображение prE−

также, как и отображение pr
E−

K0
, можно считать проекцией вдоль век-

тора α̂.
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7.2. Проекция на ядерное пространство. Зададим еще одно отоб-
ражение

prK0
: S

pr
E
−−→ E−

pr
E
−

K0−→ K0 (7.4)

на ядерную гиперплоскость K0 как композицию

prK0
= pr

E−

K0
◦ prE−

. (7.5)

Учитывая замечание 7.1 и определение (7.1), видим, что новое отоб-
ражение pr

K0
также является проекцией вдоль вектора α̂.

Наконец, определим основное отображение

prK : S
pr

K0−→ K0
κ0−→ K (7.6)

на ядерное пространство K из (4.2) или кратко –

prK = κ0 ◦ prK0
, (7.7)

где κ0 – линейный изоморфизм (4.7).

7.3. Отображение P0. Отобразим базисные векторы

a = AR,>2 = (. . . α̂(i) . . . α̂
(j)
+ α̂

(j)
− . . .)

пространства E− на ядерную гиперплоскость K0 с помощью отобра-
жения (7.1). По лемме 7.1 получим базис

πa = (. . . πα̂(i) . . . πα̂
(j)
+ πα̂

(j)
− . . .) (7.8)

пространства K0, где воспользовались сокращением π = pr
E−

K0
для

отображения (7.1). Снова применяя лемму 7.1 можем определить ли-
нейное отображение P0 с помощью коммутативной диаграммы

E−

Pα|E
−−→ E−

π ↓ ↓ π

K0
P0−→ K0

(7.9)

Найдем матрицу Me0
линейного отображения P0:

P0e0 = e0Me0
(7.10)

в базисе e0 = (e1 . . . ed), составленном из первых d векторов базиса
(7.2) пространства Rd+1.
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Лемма 7.2. 1. Отображение P0 : K0 −→ K0 из диаграммы (7.9)
является линейным изоморфизмом ядерной гиперплоскости K0, удо-

влетворяющим формуле коммутирования

π(Pα|E−
x) = P0(πx) (7.11)

для всех векторов x из пространства E−.

2. Для матрицы Me0
из (7.10) имеет место формула

Me0
= AπaMaA

−1
πa , (7.12)

при этом Ma – диагональная матрица (6.24) и Aπa – матрица пере-

хода от базиса πa из (7.8) к единичному базису e0 из (7.10), опреде-

ляемая равенством

πa = e0 Aπa. (7.13)

Доказательство. 1. Отображение P0 – линейный изоморфизм в силу
леммы 7.1 и второго свойства леммы 6.2, а формула коммутирования
(7.11) вытекает из коммутативности диаграммы (7.9).

2. Линейное отображение P0 в базисе πa из (7.8) имеет такую же
матрицу Ma из (6.23), что и отображение Pα|E−

в базисе a = AR,>2.
Отсюда и из (7.13) получаем формулу (7.12). �

7.4. Преобразование Пизо ядерного пространства. Рассмотрим
композицию коммутативных диаграмм (6.16) и (7.9). Получим комму-
тативную диаграмму

S
Pα−→ S

prS
K0

↓ ↓ prS
K0

K0
P0−→ K0

(7.14)

где prS
K0

= π ◦ prE−
.

Предложение 7.1. Определим расширение

S
Pα−→ S

prS
K

↓ ↓ prS
K

K
P−→ K

(7.15)

диаграммы (7.14) с помощью изоморфизма κ0 : K0 −→ K из (4.7), где

prSK = κ0 ◦ prSK0
. (7.16)

Тогда справедливы следующие утверждения.
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1. Отображение P является линейным изоморфизмом ядерного

пространства K, определенного в (4.2), а отображение (7.16) совпа-

дает

prS
K

= κ (7.17)

с проекцией κ : S −→ K вдоль вектора α̂ из (4.8).
2. Выполняется формула коммутирования

pr
K
(Pαx) = P(pr

K
x) (7.18)

для всех векторов x из суперпространства S.

3. Матрица Me линейного отображения P:

P e = eMe (7.19)

в единичном базисе e = (e1 . . . ed) пространства K = Rd вычисляется

по формуле

Me = AπaMaA
−1
πa , (7.20)

где Ma – диагональная матрица (6.24) и Aπa – матрица из (7.13).

Доказательство. Равенство (7.17) непосредственно вытекает из оп-

ределений (6.13) и (7.1) проекций pr
E−

и pr
E−

K0
, а свойство отображению

P быть линейным изоморфизмом пространства K и формула комму-
тирования (7.18) следуют из лемм 6.2 и 7.2.

Формула (7.20) для матрицы Me есть ничто иное, как формула
(7.12), сохраняющаяся при изоморфизме κ0 : K0 −→ K. �

Отображение P из диаграммы (7.15) назовем преобразованием Пизо

ядерного пространства K.

§8. Проекции базисов Пизо

8.1. Унимодулярные базисы Пизо V̂ a
α . В качестве базиса V̂ из

(5.1) выберем базис V̂ = {v̂0, v̂1, . . . , v̂d} в пространстве Rd+1, опре-
деленный в (4.1). Множество (4.1) является унимодулярным базисом,
центрированным лучом R+α̂ и состоящим из векторов с целыми коор-
динатами

v̂0 =




P01

...
P0d

Q0


 , v̂1 =




P11

...
P1d

Q1


 , . . . , v̂d =




Pd1

...
Pdd

Qd


 . (8.1)
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По определению составленная из координат квадратная матрица

S =




P01 P11 . . . Pd1

. . .
P0d P1d . . . Pdd

Q0 Q1 . . . Qd


 (8.2)

размера d+ 1 унимодулярна. На базис (4.1) подействуем

V̂ a
α = Pa

αV̂ = {v̂a0 , v̂a1 , . . . , v̂ad} (8.3)

матрицей Пизо Pα из (2.16) со степенями a = 0, 1, 2, . . ., где

v̂ai = Pa
αv̂i для i = 0, 1, . . . , d. (8.4)

Поскольку матрица Pα невырождена, то V̂ a
α снова будут образовывать

базисы в пространстве Rd+1. Назовем их базисами Пизо порядка a.
Данные базисы имеют унимодулярные матрицы

Sa =




P a
01 P a

11 . . . P a
d1

. . .
P a
0d P a

1d . . . P a
dd

Qa
0 Qa

1 . . . Qa
d


 . (8.5)

8.2. Звезды Пизо r
a. Для каждого базиса V̂ a

α из (8.3) рассмотрим
его проекцию

κ : V̂ a
α → r

a (8.6)

относительно отображения (4.8). Множество r
a = {ra0 , ra1 , . . . , rad} со-

стоит из векторов

r
a
i = κv̂ai = P a

i −Qa
i α (8.7)

для i = 0, 1, . . . , d, расположенных в ядерном пространстве K из (4.2),
где

P a
0 =




P a
01
...

P a
0d


 , P a

1 =




P a
11
...

P a
1d


 , . . . , P a

d =




P a
d1
...

P a
dd


 (8.8)

– столбцы из (8.5). Как будет показано в предложении 8.1, множество
r
a представляет собою звезду, а в силу унимодулярности матрицы (8.5)

такая звезда r
a будет унимодулярной.



ПРИБЛИЖЕНИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 75

Предложение 8.1. 1. При всех a = 0, 1, 2, . . . множество векторов

V̂ a
α из (8.3) образует унимодулярный базис, центрированный лучом

R+α̂.

2. Если степени a удовлетворяют неравенству

a > lα(△), (8.9)

где граница lα(△) > 0 зависит от точки α и выбора базисного сим-

плекса △ в (3.4), то проекции

r
a = κV̂ a

α (8.10)

образуют звезды.

Доказательство. 1. По определению (2.16) матрица Пизо Pα унимо-

дулярна. А поскольку исходный базис V̂ 0
α = V̂ также является уни-

модулярным, то отсюда вытекает унимодулярность всех аффинных

образов V̂ a
α базиса V̂ .

Условие центрированности базиса V̂ лучом R+α̂ эквивалентно по-
ложительности νi > 0 всех координат в разложении

α = ν0v̂0 + ν1v̂1 + . . .+ νdv̂d. (8.11)

Из разложения (8.11) и равенства (2.17) получаем

Pa
αα̂ = λa · α̂ = ν0P

a
αv̂0 + ν1P

a
αv̂1 + . . .+ νdP

a
αv̂d

= ν0v̂
a
0 + ν1v̂

a
1 + . . .+ νdv̂

a
d ,

откуда для вектора α̂ следует еще одно разложение

α̂ =
ν0
λa v̂a0 +

ν1
λa v̂a1 + . . .+

νd
λa v̂ad (8.12)

относительно базиса V̂ a
α из (8.3) с координатами νi

λa > 0 для i =
0, 1, . . . , d, так как λ > 1 согласно (2.18). Из положительности коор-

динат в (8.12) вытекает центрированность лучом R+α̂ базиса V̂ a
α , что

вместе с его унимодулярностью доказывет предложение 8.1.
2. Согласно [1] при соблюдении условия (8.9) будут выполняться

неравенства

Qa
0 > 1, Qa

1 > 1, . . . , Qa
d > 1 (8.13)

для координат Qa
i из (8.5). Далее, учитывая (8.13), доказательство

второго утверждения предложения проводится по схеме, приведенной
в [5], предложение 3.1. �
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Назовем степени a, для которых выполняется условие (8.9), допу-

стимыми.

8.3. ra-параллелоэдры. Поскольку матрица Sa из (8.5) унимодуляр-
на, то для всех a = 0, 1, 2, . . . звезда r

a из (8.6) также будет унимоду-
лярной. Ей соответствует r-параллелоэдр

T
a = T (ra) = T

a
0 ⊔T

a
1 ⊔ . . . ⊔T

a
D (8.14)

– перекладывающаяся развертка тора с векторами перекладывания
r
a
0 , r

a
1 , . . . , r

a
D в (8.7). Согласно (8.7) данные векторы имеют порядки

m
a
0 = Qa

0 , m
a
1 = Qa

1 , . . . , m
a
d = Qa

d (8.15)

и их сумма

m
a = m

a
0 +m

a
1 + . . .+m

a
d (8.16)

будет порядком r-параллелоэдра T
a из (8.14).

Теорема 8.1. Пусть T
a int – внутренняя часть r

a-параллелоэдра T
a

из (8.14), α – вещественная полная точка степени deg(α) = d + 1;
и пусть v = P − Qα – точка из ядерного пространства K с про-

извольными P ∈ Zd и Q = 1, 2, 3, . . .. Тогда справедливы следующие

утверждения.

1. Для всех a = 0, 1, 2, . . . r
a-параллелоэдры T

a удовлетворяют

следующему свойству:

v /∈ T
a int, если 1 6 Q < m

a, (8.17)

где a удовлетворяет неравенству a > lα(△) из (8.9) и m
a – порядок

(8.16) параллелоэдра T
a; единственной принадлежащей параллелоэдру

T
a точкой

v
a ∈ T

a int с коэффициентом Q = m
a (8.18)

является точка

v
a = r

a
0 + r

a
1 + . . .+ r

a
d = Pa −Qaα, (8.19)

где

Qa = Qa
0 +Qa

1 + . . .+Qa
d = m

a, Pa = P a
0 + P a

1 + . . .+ P a
d , (8.20)

при этом Qa
i – коэффициенты из (8.7) и P a

i – столбцы (8.8).
2. Параллелоэдры T

a связаны с начальным параллелоэдром T
0 = T

формулой

T
a = Pa

T
0 = Ma

eT
0 (8.21)
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для всех a = 0, 1, 2, . . ., где P – линейное отображение из диаграммы

(7.15), а Me – его матрица (7.20).

Доказательство. 1. Для всех a > lα(△) будут выполняться нера-
венства (8.13) и, следовательно, для таких a будет выполняться усло-
вие (5.3), что позволяет применить предложение 7.1. Теперь свойства
(8.17) и (8.18) будут следовать из предложения 5.1, если вопользовать-
ся равенством (7.17) из предложения 7.1.

2. Первое равенство из (8.21) вытекает из коммутативной диаграм-
мы (7.15) и формулы коммутирования (7.18). Второе равенство из
(8.21) получается из равенства (7.19). �

Будем говорить, что r-параллелоэдр T
a обладает свойством мини-

мальности, если он удовлетворяет условиям (8.17) и (8.18).

§9. Наилучшие приближения многомерными

подходящими дробями

9.1. Оценка радиуса r-параллелоэдров. Определим радиус r-па-
раллелоэдра T

a, полагая

̺a = ̺(Ta) = max
v∈verTa

|v|. (9.1)

Здесь verTa – множество вершин T
a и | · | обозначает октаэдральную

метрику

|v| = |v1|+ . . .+ |vd| (9.2)

в пространстве Rd, где v = (v1, . . . , vd). Укажем, что в обычных обо-
значениях метрика (9.2) есть ничто иное, как метрика |v|1. Таким об-
разом, по определению ̺a = ̺(Ta) – это радиус минимального шара с
центром в 0, содержащего параллелоэдр T

a. Радиус шара измеряется
в метрике (9.2).

Лемма 9.1. Для всех a > lα(△) радиус (9.1) параллелоэдра T
a удо-

влетворяет неравенству

̺a = ̺(Ta) 6 c λa
2,max, (9.3)

в котором константа c = cα > 0 не зависит от a = 0, 1, 2, . . . и

0 < λ2,max < 1 определено равенством

λ2,max = max
26j6d+1

|λj | = max
26j6d+1

|λ(j)|. (9.4)
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Доказательство. Согласно (8.21) и (7.20) для a > lα(△) имеем T
a =

Ma
eT

0 с матрицей Me = AπaMaA
−1
πa , подобной диагональной матрице

Ma из (6.24). Поскольку собственные значения λ(i) матрицы Ma удо-
влетворяют неравенству |λ(i)| 6 λ2,max, то отсюда получаем требуемое
неравенство (9.3). �

9.2. Рекуррентные последовательности. Пусть va – один из век-

торов унимодулярного базиса V̂ a
α . Запишем его в виде целочисленного

столбца

va =




Pa1

...
Pad

Qa


 . (9.5)

Из определения (8.3) следует равенство

va = Pa
αv0 (9.6)

для a = 0, 1, 2, . . ., где v0 – соответствующий va вектор начального

базиса V̂ = V̂ 0
α из (4.1). В [1] доказано, что столбцы va удовлетворяют

рекуррентному соотношению.

Предложение 9.1. Пусть матрица Пизо Pα имеет характеристи-

ческий многочлен

chPα
(x) = det(xE − Pα) = xd+1 − bdx

d − . . .− b1x− b0. (9.7)

Тогда столбцы va из (9.6) удовлетворяют рекуррентному соотноше-

нию

va+d+1 = bdva+d + . . .+ b1va+1 + b0va (9.8)

для a = 0, 1, 2, . . . Начальные условия

vd = Pd
αv0, . . . , v1 = Pαv0, v0 (9.9)

задаются матрицей Пизо Pα из (2.16) и столбцом v0 из (9.5).

9.3. Рекуррентное соотношение для векторов Фарея. Для уни-

модулярного базиса V̂ = {v̂0, v̂1, . . . , v̂d} из (4.1) определим его вектор

Фарея v = v0 как сумму

v0 =




P 0
1
...
P 0
d

Q0


 =




P01

...
P0d

Q0


+




P11

...
P1d

Q1


 + . . .+




Pd1

...
Pdd

Qd


 (9.10)
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всех векторов v̂i из V̂ , где Q = d + 1, так как по определению Q0 =
Q1 = . . . = Qd = 1. Тогда соответствующий вектор Фарея

va =

(
Pa

Qa

)
=




P a
1
...
P a
d

Qa


 = v̂a0 + v̂a1 + . . .+ v̂ad (9.11)

базиса V̂ a
α = Pa

αV̂ = {v̂a0 , v̂a1 , . . . , v̂ad} из (8.3) будет получаться из век-

тора Фарея v0 базиса V̂ 0
α с помощью матрицы Пизо Pα из (2.16):

va = Pa
αv0 (9.12)

согласно формуле (8.3). Следовательно, можем записать

va =

(
Pa

Qa

)
= Pa

α

(
P0

Q0

)
(9.13)

для всех a = 0, 1, 2, . . . Здесь в правой части равенства

P0 =




P01

...
P0d


+




P11

...
P1d


+ . . .+




Pd1

...
Pdd


 (9.14)

– сумма всех вершин начального унимодулярного базисного симплекса
△ из (3.4) и

Q0 = d+ 1 (9.15)

Предложение 9.2. Пусть матрица Пизо Pα, определенная в (2.16),
имеет характеристический многочлен chPα

(x) из (9.7). Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.

1. Для всех a = 0, 1, 2, . . . столбцы

(
Pa

Qa

)
из (9.13) имеют целые

рациональные коэффициенты.

2. Данные столбцы удовлетворяют рекуррентному соотношению(
Pa+d+1

Qa+d+1

)
= bd

(
Pa+d

Qa+d

)
+ . . .+ b1

(
Pa+1

Qa+1

)
+ b0

(
Pa

Qa

)
(9.16)

для a = 0, 1, 2, . . . с начальными условиями(
Pd

Qd

)
= Pd

α

(
P0

Q0

)
, . . . ,

(
P1

Q1

)
= Pα

(
P0

Q0

)
, (9.17)

задающимися матрицей Пизо Pα и столбцом

(
P0

Q0

)
из (9.13)–(9.15).
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Доказательство. 1. Целочисленность столбцов

(
Pa

Qa

)
вытекает не-

посредственно из свойства целочисленности вершин базисного сим-
плекса △, формулы (9.13) и равенства (9.15).

2. Столбцы

(
Pa

Qa

)
связаны между собою формулой (9.13). По-

этому мы можем применить предложение 9.1, из которого выводим
рекуррентное соотношение (9.16) с начальными условиями (9.17). Ха-
рактеристический многочлен chPα

(x) в (9.7) имеет целые коэффици-
енты. Отсюда, (9.16) и (9.17) также следует целочисленность столбцов(
Pa

Qa

)
. �

9.4. Асимптотическое разложение для координат Qa. . При-
меняя метод, использованный в [14] при доказательстве леммы 9.1,
можно доказать следующий результат об асимптотическом поведении
последних координат Qa векторов va из (9.5).

Лемма 9.2. Для координат Qa имеет место асимптотическое раз-

ложение

Qa = kλa +O(λa
2,max) (9.18)

при a → +∞. Здесь λ > 1 – единица Пизо (2.18), значение λ2,max,

удовлетворяющее неравенству |λ2,max| < 1, определено равенством

(9.4) и коэффициент k > 0 в разложении (9.18) не зависит от a.

9.5. Основная теорема об аппроксимации. В теореме 8.1 было до-
казано, что r-параллелоэдры T

a обладают свойством минимальности
(8.17) и (8.18). Используя включение (8.18), можно получить оценку
скорости приближения точки α рациональными дробями Pa

Qa
в терми-

нах их знаменателей Qa.

Теорема 9.1. Если α = (α1, . . . , αd) – вещественная полная точка

степени deg(α) = d + 1, то для любого фиксированного θ > 0 суще-

ствует такая локализованная матрица Пизо Pα из предложения 2.1,
что выполняются неравенства

∣∣∣α− Pa

Qa

∣∣∣ 6 c

Q
1+ 1

d
−θ

a

(9.19)

для всех a > aα,θ, где константы aα,θ > 0 и c = cα,θ > 0 не зависят от

a. Здесь подходящие дроби Pa

Qa
вычисляются с помощью рекуррентно-

го соотношения (9.16).
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Доказательство. Учитывая включение (8.18), можем записать
∣∣∣α− Pa

Qa

∣∣∣ 6 ̺(Ta)

Qa
=

̺a
Qa

,

где a уловлетворяет неравенству a > lα(△). Отсюда и леммы 9.1 вы-
водим неравенство ∣∣∣α− Pa

Qa

∣∣∣ 6
cα λa

2,max

Qa
. (9.20)

Согласно предложению 1.2 для любого фиксированного θ > 0 су-
ществует такая локализованная матрица Пизо Pα, что выполняются
неравенства (1.7). По определению (2.18) имеем λ = ζν > 1 – единица
Пизо (1.4). Поэтому, используя предложение 1.2, оцениваем значение
λ2,max, определенное в (9.4):

λ2,max = max
26i6d+1

|λ(i)| 6 λ−1/d+θ (9.21)

с любым фиксированным показателем θ > 0. Теперь применяя (9.20),
лемму 9.2 и формулу (9.21), приходим к нужному неравенству (9.19).

�

Замечание 9.1. Описанный в теореме 9.1 способ нахождения наилуч-
ших приближений (9.19) алгебраической точки α = (α1, . . . , αd) через
рациональные дроби Pa

Qa
∈ Qd, вычисляемые с помощью рекуррентного

соотношения (9.16), представляет собой тот самый ядерно-модульный

алгоритм (KM-алгоритм), речь о котором шла во введении (0.1).

9.6. Точки Фарея. Точку Pa

Qa
=

(
Pa

1

Qa , . . . ,
Pa

d

Qa

)
назовем точкой Фарея

r-параллелоэдра T
a по аналогии с [1]. Она вычисляется по коэффици-

ентам точки v
a = Pa −Qaα. Согласно (8.19) точка v

a получается как
сумма вершин параллелоэдра T

a, отвечающих звезде r
a из (8.6). Если

перейти к неоднородной записи

v
a

Qa
=

Pa

Qa
− α, (9.22)

то выделяется дробь Pa

Qa
и аппроксимируемая ею точка α. В [1] вме-

сто параллелоэдров T
a используются симплексы s

a с рациональными
вершинами, суммы Фарея которых есть точки Фарея Pa

Qa
– подходящие

дроби в неравнствах (9.19). Напомним, что операция сложения Фарея

обычных дробей определяется следующим образом a
b +̂

c
d = a+b

c+d (см.,

например, [3]).
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При переходе от параллелоэдров T
a к симплексам s

a или в алгебра-
ических обозначениях (9.22) свойство минимальности (8.17), (8.18) пе-
реформулируется следующим образом. Точка Pa

Qa
является единствен-

ной рациональной точкой из Qd, содержащейся внутри симплекса s
s:

Pa

Qa
∈ s

a int со знаменателем 1 6 Qa 6 m
a, (9.23)

где ma – порядок симплекса s
s, по определению равный порядку (8.16)

параллелоэдра T
a
α. Точки Фарея Pa

Qa
представляют собою многомерные

подходящие дроби, вычисляемые с помощью рекуррентного соотноше-
ния (9.16). Для них, как и в одномерном случае (см., например, [2]),
выполняется свойство минимальности (8.17), (8.18) или эквивалентное
ему свойство (9.23).

9.7. Диофантова экспонента алгебраических точек. Диофанто-

ву экспоненту для вещественной точки α ∈ Rd определим как супре-
мум показателей Θ, для которых неравенство

∣∣∣α− pa
qa

∣∣∣ 6 1

q1+Θ
a

(9.24)

имеет беконечно много решений pa ∈ Zd и qa = 1, 2, 3, . . .

Следствие 9.1. Для вещественной полной точки α = (α1, . . . , αd)
степени deg(α) = d+ 1 диофантова экспонента Θ из (9.24) равна

Θ =
1

d
. (9.25)

Доказательство. Неравенство Θ 6 1
d хорошо известно (см., напри-

мер, [19], гл. V-3). С другой стороны, оценка снизу Θ > 1
d − θ, где

θ > 0 – любое фиксированное число, получается из теоремы 9.1, что
приводит к равенству (9.25). �
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Zhuravlev V. G. The best approximation of algebraic numbers by mul-
tidimensional continued fractions.

A karyon-modular algorithm (KM-algorithm) is proposed for decompo-
sition of algebraic numbers α = (α1, . . . , αd) from Rd to multidimensional
continued fractions, that are a sequence of rational numbers

Pa

Qa
=

(P a
1

Qa
, . . . ,

P a
d

Qa

)
, a = 1, 2, 3, . . . ,

from Qd with numerators P a
1 , . . . , P

a
d ∈ Z and the common denomina-

tor Qa = 1, 2, 3, . . . The KM-algorithm belongs to a class of tuning
algorithms. It is based on the construction of localized Pisot units ζ > 1,
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for which the moduli of all conjugates ζ(i) 6= ζ are contained in the θ-
neighbourhood of the number ζ−1/d, where the parameter θ > 0 can take
an arbitrary fixed value.

It is proved that if α is a real algebraic point of degree deg(α) = d+ 1,
then KM - algorithm allows to obtain the following approximation

∣∣∣α− Pa

Qa

∣∣∣ 6 c

Q
1+ 1

d
−θ

a

for all a > aα,θ, where the constants aα,θ > 0 and c = cα,θ > 0 do not

depend on a = 1, 2, 3, . . . and the convergent fractions Pa

Qa
are calculated

by means of some recurrence relation with constant coefficients determined
by the choice of the localized units ζ.
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