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§1. Введение

Для группы G через γn(G) мы обозначаем n-ый член нижнего цен-
трального ряда, который определяется по рекурсии

γ1(G) = G и γn+1(G) = [γn(G),G].

Если группа понятна из контекста, мы используем упрощенное обозна-
чение γn ∶= γn(G). Напомним, что группа называется нильпотентной
ступени N , если γN+1 = 1. Например, абелевы группы – это нильпо-
тентные группы ступени 1. Свободная нильпотентная группа ступе-
ни N – это фактор группа свободной группы по γN+1. Иначе говоря,
свободная нильпотентная группа ступени N – это свободная группа
в многообразии нильпотентных групп ступени N. Алгебра Ли над Z

называется кольцом Ли. Аналогично определяются нижний централь-
ный ряд и понятие нильпотентности для колец Ли, а также свободное
нильпотентное кольцо Ли ступени N .

Гомологии свободных нильпотентных групп и алгебр Ли представ-
ляют большой интерес (см. [2, 1]). Гомологии конечно порождённых
абелевых групп хорошо известны, но совсем по-другому дело обсто-
ит с гомологиями конечно порождённых нильпотентных групп. Даже
для случая свободных нильпотентных групп ступени 2 они не известны
полностью. Неожиданностью для исследователей оказался тот факт,
что в четвёртых гомологиях 4-порождённой свободной нильпотентной
группы ступени 2 возникает 3-кручение ([3], смотри также [6])

Z/3↪H4(F (x1, x2, x3, x4)/γ3).

Это было неожиданно потому, что гомологии свободных в том или
ином смысле объектов обычно свободны от каких-либо соотношений
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и не имеют кручения. Кроме того, известно, что во вторых и тре-
тьих гомологиях свободных нильпотентных групп нет кручения. Так
же его нет и в четвёртых гомологиях, если число образующих мень-
ше четырёх. Ещё одной неожиданностью оказалось то, что возникло
именно 3-кручение, а не 2-кручение. В подобных вопросах обычно кру-
чения возникают последовательно от меньших к большим. Например,
p-кручение в гомотопических группах πn(S

2) впервые возникает при
n = 2p.

Это 3-кручение в четвёртых гомологиях возникает, когда количе-
ство образующих больше или равно 4, но кручения нет, когда количе-
ство образующих равно двум или трём, если мы рассматриваем сво-
бодные нильпотентные группы ступени 2. Остаётся открытым вопрос,
есть ли кручение в гомологиях свободных нильпотентных групп от
двух или трёх образующих, если мы рассматриваем нильпотентные
группы большей ступени.

Хорошо известно, что теория гомологий колец Ли во многом похожа
на теорию гомологий групп. Более того, в [6] построен изоморфизм
целочисленных гомологий

Hn(G) ≅Hn(G ),

где G – свободная нильпотентная группа ступени 2, а G – свободное
нильпотентное кольцо Ли ступени 2 с тем же числом свободных об-
разующих. Преимуществом колец Ли является то, что их гомологии
гораздо проще для вычислений. Поэтому мы решили заняться поиском
кручения в гомологиях свободных нильпотентных колец Ли с малым
числом образующих.

Наша работа посвящена созданию алгоритма для вычисления цело-
численных гомологий свободных нильпотентных колец Ли и вычисле-
нию H4(L(x1, . . . , xr)/γN+1) c помощью вычислительной системы GAP.
Здесь мы через L(x1, . . . , xr) обозначаем свободное кольцо Ли, порож-
дённое x1, . . . , xr . Наиболее интересным результатом нашей работы яв-
ляется следующая теорема.

Теорема. Четвёртые гомологии 2-порождённого свободного нильпо-

тентного кольца Ли ступени 5 имеют 7-кручение и не имеют ника-

кого другого кручения. Более того, имеет место изоморфизм

H4(L(x, y)/γ6) ≅ Z
85 ⊕Z/7.
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Причём вторые и третьи гомологии этого кольца не имеют круче-

ния, а также нет кручения в четвёртых гомологиях, если ступень

нильпотенотности меньше пяти.

Таким образом, мы показываем, что для колец Ли ступени ниль-
потентности пять достаточно всего двух образующих, чтобы возникло
кручение. Этот результат нам кажется ещё более интересным, чем ре-
зультат о 3-кручении в случае групп, потому что кручение возникает
ещё более непоследовательно. Первым возникло не 2-кручение, не 3-
кручение и даже не 5-кручение, а 7-кручение.

Также мы получили аналог теоремы про 3-кручение для нильпо-
тентных групп в случае колец Ли, т.е. в H4(L(x1, x2, . . . , xr)/γ3) при
r ⩾ 4 есть 3-кручение. Более того, нам удается явно выписать элемент,
порождающий кручение. Кроме того, обнаруживается 2-кручение в
H4(L(x1, x2, x3)/γ4), для которого также выписывается порождающий.
Для группы H4(L(x1, . . . , xr)/γN+1) результаты нашей работы коротко
могут быть представлены следующей таблицей.

N = 2 N = 3 N = 4 N = 5
r = 2 0 Z

7
Z
16

Z
85 ⊕ Z/7

r = 3 Z
3

Z
171 ⊕ (Z/2)3 - -

r = 4 Z
84 ⊕ (Z/3)4 - - -

Мы ведём вычисления при помощи комплекса Шевалле–Эйленбер-
га. Поэтому все элементы гомологий, которые мы вычисляем, име-
ют представителей во внешних степенях. Например, 3-кручение в
H4(L(x1, x2, x3, x4)/γ3) имеет очень простого представителя:

x1 ∧ [x2x3] ∧ [x2x4] ∧ [x3x4].

К сожалению, простейший представитель 7-кручения в H4(L(x, y)/γ6),
который мы смогли найти, выглядит следующим образом

[x] ∧ [xxxyy] ∧ [xxyy] ∧ [xyyy] − [x] ∧ [xxyxy] ∧ [xxyy] ∧ [xyyy]

−[xxxy] ∧ [xxyy] ∧ [xxyyy] ∧ [y] + [xxxy] ∧ [xxyy] ∧ [xy] ∧ [xyyy]

−[xxxy] ∧ [xxyyy] ∧ [xy] ∧ [xyy] + [xxxyy] ∧ [xxy] ∧ [xy] ∧ [xyyy]

+[xxy] ∧ [xxyxy] ∧ [xy] ∧ [xyyy],

где через [w] мы обозначаем элемент базиса Ширшова–Линдона, со-
ответствующий слову Линдона w.
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Далее в нашей работе мы описываем подробно методы, которые мы
используем для вычислений, и непосредственно алгоритм вычисления.
Полный текст программы может быть найден по следующей ссылке:

github.com/vrromanovskii/GAP-code/blob/master/test%20(2).g

§2. Методы вычислений

Изучение гомологий колец Ли оказывается проще, чем в случае
групп, благодаря комплексу Шевалле–Эйленберга, построение кото-
рого мы сейчас напомним. Известно (см. [5]), что если L – кольцо Ли,
которое является свободной абелевой группой по сложению, то его го-
мологии могут быть вычислены как гомологии данного комплекса:

. . . ÐÐÐÐ→ Λ
nL

∂nÐÐÐÐ→ Λ
n−1L

∂n−1ÐÐÐÐ→ . . .
∂3ÐÐÐÐ→ Λ

2L
∂2ÐÐÐÐ→ L,

где дифференциал ∂n задан формулой

∂n(x1 ∧ . . .∧xn) = ∑
1⩽i<j⩽n

(−1)i+j−1[xi, xj] ∧x1 ∧ . . .∧ x̂i ∧ . . .∧ x̂j ∧ . . .∧xn.

На практике этот комплекс оказывается гораздо меньше, чем все ос-
тальные комплексы, при помощи которых можно вычислить гомоло-
гии кольца Ли. Это можно проиллюстрировать следующим замечани-
ем: если ранг аддитивной абелевой группы L равен n, то длина этого
комплекса равна n.

Все вычисления велись при помощи базиса Ширшова–Линдона. На-
помним, его определение. Пусть X = {x1, . . . , xr} – некоторое множе-
ство, которое мы будем называть алфавитом. Упорядочим это мно-
жество следующим образом x1 < ⋅ ⋅ ⋅ < xr и рассмотрим лексикографи-
ческий порядок на моноиде всех слов в этом алфавите. Если слово
w представляется в виде произведения w = uv, то v называется суф-

фиксом w. Суффикс называется собственным, если v ≠ w. Слово
w называется словом Линдона, если оно меньше любого своего соб-
ственного суффикса в лексикографическом порядке. Например, слово
xxyxy является словом Линдона, где x = x1 и y = x2. Множество слов
Линдона мы обозначаем через Lyn(X).

Стандартным разложением слова Линдона w, длина которого
больше единицы, называется разложение w = uv, где v – наименьший
собственный суффикс w. В этом случае u и v тоже слова Линдона.
Это определение эквивалентно следующему. Стандартное разложение
– это такое разложение в произведение слов Линдона w = uv, что u

имеет наименьшую возможную длину.
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Обозначим через L(X) свободное кольцо Ли, порождённое множе-
ством X . Тогда каждому слову Линдона можно сопоставить элемент
из L(X) по следующему правилу. Мы зададим отображение

[−] ∶ Lyn(X)Ð→ L(X)

по рекурсии. Для слов Линдона длины 1 мы зададим его следующим
образом [x] ∶= x. Для слова Линдона w, длина которого больше 1, мы
рассмотрим его стандартное разложение w = uv и положим

[w] ∶= [[u], [v]].

Например,

[xxyxy] = [[x, [x, y]], [x, y]].

Тогда множество таких элементов, соответствующих словам Линдона

{ [w] ∈ L(X) ∣ w ∈ Lyn(X) }

является базисом аддитивной абелевой группы L(X), который назы-
вается базисом Ширшова–Линдона [4].

Поскольку это множество образует базис, то для любых двух слов
Линдона u, v коммутатор соответствующих элементов [u], [v] как-то
раскладывается по этому базису с некоторыми структурными констан-
тами cwu,v ∈ Z

[[u], [v]] = ∑
w∈Lyn(X)

cwu,v[w].

Явное описание этих структурных констант является открытым во-
просом. Но нам удалось построить алгоритм, который вычисляет эти
константы для конкретных u, v. Для этого мы прибегаем к вложению
свободного кольца Ли в свободное ассоциативное кольцо. А именно,
мы используем тот факт, что L(X) изоморфно подкольцу Ли кольца
некоммутативных многочленов Z⟨X⟩, порождённого X [4].

Обозначим через Lyn⩽N (X) множество слов Линдона, длина кото-
рых меньше или равна N. Тогда легко проверить, что множество

{ [w] ∈ L(X) ∣ w ∈ Lyn⩽N(X) }

является базисом свободного нильпотентного кольца Ли L(X)/γN+1.
Этот базис мы активно используем в наших вычислениях.

Основная часть соответствующего исследования состояла в написа-
нии алгоритма, позволяющего вычислить гомологии кольца L(X)/γN+1



ГОМОЛОГИИ СВОБОДНЫХ НИЛЬПОТЕНТНЫХ КОЛЕЦ ЛИ 207

хотя бы для небольших чисел N и множества X . Для больших значе-
ний параметров N и ∣X ∣ возникают вопросы оптимизации алгоритма
и вычислительных мощностей, которые мы не затрагиваем.

Знание базиса кольца L(X)/γN+1 позволяет нам вычислять гомоло-
гии, поскольку в таком случае мы также знаем и базис внешней степе-
ни Λ

nL, это множество {[wi1]∧ [wi2 ]∧ . . .∧ [win] ∣ wi1 < wi2 < . . . < win}.
Так как дифференциал является линейным отображением, мы можем
составить его матрицу в наших базисах. Проблема в том, что такие
матрицы оказываются настолько больших размеров, что с ними невоз-
можно работать вручную. Однако на помощь приходят компьютерные
вычисления. В нашей работе мы пользуемся системой вычислительной
алгебры GAP.

§3. Описание алгоритма

В этом разделе мы подробно опишем алгоритм, который использо-
вался для вычислений.

Для начала опишем функцию, которая по слову w выдаёт стан-
дартное разложение w = uv, если w является словом Линдона. На-
зовём эту функцию StandardDecomposition. Построим вспомогатель-
ные функции ListOfSuffixes и IsLyndonWord. Функция ListOfSuffixes
по всякому слову l выдаёт набор всех собственных суффиксов слова l.
Функция IsLyndonWord проверяет, является ли слово l словом Линдо-
на, сравнивая его со всеми элементами ListOfSuffixes(l), т.е. со всеми
собственными суффиксами слова l. Если l меньше всех своих суф-
фиксов, то l объявляется словом Линдона и IsLyndonWord(l)∶= ”true”,
иначе IsLyndonWord(l)∶= ”false”. Теперь без труда строим

StandardDecomposition(w).

Сначала проверяем, верно ли, что

IsLyndonWord(w)=true.

Если это верно, то задаём v =minimum(ListOfSuffixes(w)), а в качестве
u берём оставшийся преффикс.

Функция lyn_comm(l) – скобка Линдона, построена рекурсивно. Ес-
ли l – слово Линдона единичной длины, то lyn_comm(l):=l, иначе бе-
рём коммутатор скобок Линдона от u и v, где l = uv – стандартное
разложение слова Линдона.

Функция LyndonShirhovBasis(p) – разложение некоммутативного
многочлена p(x, y) ∈ L(x, y) по базису Ширшова–Линдона, устроена



208 В. Р. РОМАНОВСКИЙ

так: берём некоммутативный многочлен p, выбираем в нём минималь-
ный моном w, затем вычитаем из p скобку Линдона [w] минималь-
ного монома с подходящим коэффициентом и получаем либо нулевой
многочлен, либо многочлен, слагаемые которого увеличились, однако
остались прежних длин. Поскольку длина слагаемых не меняется, за
конечное число повторений данной операции получим нулевой много-
член. Так получаем разложение некоммутативного многочлена p по
базису Ширшова–Линдона {[w]∣w ∈ Lyn⩽N(X)}.

Следующая функция, Homology(B,A) – одна из основных функ-
ций нашего кода, считает n-е гомологии, если B это матрица n + 1-го
дифференциала, а A – матрица n-го дифференциала. Итак, для двух
данных матриц A и B функция Homology(B,A) сначала проверяет,
верно ли, что A ∗B = 0. Затем, если это оказалось верно, выписывает
базис ядра Ker(A). Поскольку Im(B) ⊆ Ker(A), то столбцы матрицы
B можно разложить по базису Ker(A). Так сформируем матрицу B1,
столбцы которой это столбцы B в базисе Ker(A). После чего поло-
жим B2 = SmithNormalFormIntegerMat(B1) – нормальная форма Сми-
та матрицы B1. Заметим, что B1 матрица отображения из Z

k = KerA
в Z

m, как и матрица B2. Заметим, что B2 диагональная и несёт в себе
всю информацию о гомологиях, поскольку, если (a1, a2, . . . , amin{k,m})

главная диагональ матрицы B2, то Ker(A)/Im(B) = Zk/Im(B2) ≅ Z/a1⊕
Z/a2 ⊕ . . .Z/amin{k,m}.

Функция LyndonWordsLengthN(N) выдаёт список слов Линдона
длины N, состоящих из двух букв. Строится индуктивно, для слов
единичной длины это набор [[1], [2]] = [[x], [y]], дальше для всех i от
единицы до k − 1 собирается список слов Линдона длины k из двух
списков слов Линдона длины i и k − i путём конкатенации (если u и v

слова Линдона и u < v, то uv тоже слово Линдона).
Аналогично строятся функции LyndonWordsLengthNon3letters(N) и

LyndonWordsLengthNon4letters(N), формирующие списки слов Линдо-
на длины N на трёх и четырёх буквах.

Функция LyndonWordsLengthLessOrEqualN(N) формирует список
слов Линдона длины не больше N на двух буквах.

Функция BasisOfExteriorPower(n, N) выводит базис n-ой внешней
степени кольца Ли на множестве {x, y} ступени нильпотентности N.

Функция Differential(l, N) вычисляет значение дифференциала

∂n(x1 ∧ . . . ∧ xn) = ∑
1⩽i<j⩽n

(−1)i+j−1[xi, xj] ∧ x1 ∧ . . . ∧ x̂i . . . ∧ x̂j . . . ∧ xn.
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на базисном элементе для ступени нильпотентности N.
Функция MatrixOfDiff(n,N) строит матрицу n-го дифференциала

для ступени нильпотентнности N стандартным образом: берём базис n-
ой внешней степени и базис n−1-ой внешней степени, вычисляем значе-
ние дифференциала на k-ом базисном элементе n-ой внешней степени,
записываем коэффициенты этого значения в базисе n − 1-ой внешней
степени в k-ый столбец матрицы.

Так мы получили необходимые функции для вычисления гомоло-
гий комплекса Шевалле–Эйленберга. Основные результаты вычисле-
ний записаны в таблице во введении. Функция SmithIntMatLLLTrans(A)
пакета EDIM выводит не только нормальную форму Смита матрицы
A, но и матрицы преобразований, т.е. набор [S,L,R], где S = LAR –
нормальная форма Смита матрицы . Знание матриц L и R позволяет
нам явно найти порождающие элементы для кручений в гомологиях.
Например, в H4(L(x, y)/γ6) 7-кручение порождено классом элемента
[x]∧ [xxxyy]∧ [xxyy]∧ [xyyy]− [x]∧ [xxyxy]∧ [xxyy]∧ [xyyy]− [xxxy]∧
[xxyy]∧ [xxyyy]∧ [y]+ [xxxy]∧ [xxyy]∧ [xy]∧ [xyyy]− [xxxy]∧ [xxyyy]∧
[xy]∧[xyy]+[xxxyy]∧[xxy]∧[xy]∧[xyyy]+[xxy]∧[xxyxy]∧[xy]∧[xyyy].

Другой пример: в H4(L(a, b, c)/γ4) одно из трёх 2-кручений порож-
дено классом элемента −[a]∧[abc]∧[acb]∧[bcc]−[a]∧[acb]∧[acc]∧[bbc]−
[ab]∧[abc]∧[ac]∧[bcc]−[ab]∧[abc]∧[acc]∧[bc]−[ab]∧[ac]∧[acb]∧[bcc]+
[abb]∧[abc]∧[acc]∧[с]+[abb]∧[acb]∧[acc]∧[c]−[abc]∧[ac]∧[acb]∧[bc].

В H4(L(a, b, c, d)/γ3) одно из четырёх 3-кручений порождено клас-
сом элемента [a] ∧ [bc] ∧ [bd] ∧ [cd].
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This paper presents the results of calculations of integer homology
of free nilpotent Lie algebras Hi(L(x1, . . . , xr)/γN+1) in the system of
computational algebra GAP. Our attention was focused on the occurrence
of unexpected torsion in these homology, similar to the one that arises for
4-generated free nilpotent groups of class 2. The main result is that even
for two generators torsion occurs in the fourth integer homology when the
nilpotency class is 5. Moreover, only a 7-torsion occurs, and no others.
Namely, there is an isomorphism H4(L(x1, x2)/γ6) ≅ Z

85
⊕Z/7.
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