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§1. Введение

В работе рассматривается математическая модель Бингама с посто-
янной плотностью, описывающая движение несжимаемых вязкопла-
стичных сред, например, различных гелей, суспензий, красок и др.
(см. [1–4] и приведённую там библиографию):
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−Div σ + grad p = f, (1.1)

σ =







2µE(v) + τ∗
E(v)
|E(v)| для |E(v)| 6= 0,

|σ| 6 τ∗ для |E(v)| = 0,

(1.2)

div v = 0. (1.3)

Здесь v(x, t), p(x, t), f(x, t) соответственно вектор скорости частицы
жидкости, давление в жидкости и плотность внешних сил в точке x в
момент времени t; σ = (σij) – девиатор тензора напряжения; E(v) =
1
2

(

∇v + (∇v)
T
)

– тензор скоростей деформации; µ, τ∗ — некоторые
положительные константы.

Исследованию задач управления посвящено большое количество ра-
бот. Однако, в то время как управление для линейных систем более
или менее изучено, управление для нелинейных систем остается се-
рьезной задачей (даже для конечномерных или локальных областей).
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Теорию управления для нелинейных систем гидродинамики исследо-
вали J. Lions [5]; R. Temam и F. Abergel [6]; M. Gunzburger, L. Hou и T.
Svobodny [7]; А. В. Фурсиков [8] и др. (подробный обзор результатов,
связанных с задачами управления для систем гидродинамики, приве-
ден в [9]). В силу сложности нелинейных систем, описывающих дви-
жение жидкости, на сегодняшний день практически не изучено управ-
ление для систем, описывающих движение “сложных” жидкостей (по-
лимеров, суспензий, растворов и т.д.).

На практике часто возникает задача управления (оптимального уп-
равления) движением жидкости при помощи внешних сил. Обычно
при решении таких задач управление выбирается из некоторого за-
данного (конечного) множества управлений. В данной работе рассмат-
ривается управление внешними силами, которые зависят от скорости
движения жидкости. Такие задачи называются задачами с обратной
связью (см., например, [10–15] и приведённую там библиографию). Эта
позволяет более точно выбирать управление, поскольку в данном слу-
чае управление выбирается не из конечного набора имеющихся управ-
лений, а принадлежит образу некоторого многозначного отображения
(естественно, что на это отображение накладываются условия), что
может позволить более точно выбрать управление. Решением постав-
ленной задачи управления движением жидкости обычно является пара
(v, f), где v – скорость движения жидкости, а f – управление (плот-
ность внешних сил). При этом f принадлежит образу некоторого мно-
гозначного отображения, зависящему от скорости движения жидкости
v. В связи с тем, что таких пар может быть много, естественным об-
разом возникает понятие оптимального решения – решения, дающего
минимум заданному функционалу качества.

В данной работе мы рассматриваем задачу управления с обрат-
ной связью для математической модели Бингама движения жидкости
(1.1)–(1.3) с периодическими условиями по пространственным пере-
менным.

§2. Постановка задачи и основной результат

Введем необходимые обозначения. Пусть Ω =
n
∏

i=1

(0, li) ⊂ R
n. Че-

рез (C∞
per)

n обозначим пространство периодических вектор-функций
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со значениями в R
n и с периодами i = 1, . . . , n. Введем множество

Φ =







φ ∈ (C∞
per)

n :

∫

Ω

φdx = 0, div φ = 0







.

Через V 1 обозначим замыкание Φ по норме (W 1
2 (Ω))

n, V 2 – замыка-
ние Φ по норме W 2

2 (Ω)
n. Через V 0 обозначим замыкание Φ по норме

(L2(Ω))
n. Через V −1 обозначим сопряженное к V 1 пространство. Обо-

значим через D(A) = V 2 и рассмотрим на D(A) оператор A: Au =
−π∆u, где π – проектор Лере, π : L2(Ω) → V 0, u ∈ D(A). A — моно-
тонный линейный самосопряженный оператор, и для каждого α ∈ R

можно определить Aα, с областью определения D(Aα) ⊂ V 0 (см. [16]).
Обозначим V α = D(Aα/2). Можно показать, что оператор A является
изоморфизмом из V α+2 в V α. Подробное определение пространств, а
так же их свойства можно найти в [17].

Для двух матриц A = (aij), B = (bij) обозначим A : B =
n
∑

i,j=1

aijbij .

Для удобства через C мы будем обозначать константы, конкретное
значение которых для нас не важно. Если важен точный вид констан-
ты, то она будет выписываться в явном виде.

Введём также в рассмотрение следующее функциональное простра-
нство:
в двумерном случае

W =
{

u : u ∈ L2(0, T ;V
1), u′ ∈ L2(0, T ;V

−1)
}

с нормой

‖u‖W = ‖u‖L2(0,T ;V 1) + ‖u′‖L2(0,T ;V −1),

в трехмерном случае

W =
{

u : u ∈ L2(0, T ;V
1) ∩ L∞(0, T ;V 0), u′ ∈ L2(0, T ;V

−2)
}

с нормой

‖u‖W = ‖u‖L2(0,T ;V 1) + ‖u‖L∞(0,T ;V 0) + ‖u′‖L2(0,T ;V −2).

Рассмотрим многозначное отображение Ψ : W ⊸ L2(0, T ;V
0) в ка-

честве функции управления. Будем предполагать, что Ψ удовлетворя-
ет следующим условиям:

(Ψ1) Отображение Ψ определено на W и имеет непустые, компакт-
ные, выпуклые значения;
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(Ψ2) Отображение Ψ полунепрерывно сверху (то есть, для каждого
v ∈ W и открытого множества V ⊂ L2(0, T ;V

0) такого, что
Ψ(v) ⊂ V существует окрестность точки v ∈ U(v) ⊂ W такая,
что Ψ(U(v)) ⊂ V ) и компактно (то есть, образ ограниченно-
го множества при отображении Ψ относительно компактен в
L2(0, T ;V

0));
(Ψ3) Отображение Ψ глобально ограничено, то есть существует кон-

станта M > 0 такая, что

‖Ψ(v)‖L2(0,T ;V 0) := sup
{

‖u‖L2(0,T ;V 0) : u∈Ψ(v)
}

≤ M для всех v ∈ W ;

(Ψ4) Ψ слабо замкнуто в следующем смысле:

если {vl}∞l=1 ⊂ W, vl ⇀ v0 , ul ∈ Ψ(vl)

и ul → u0 в L2(0, T ;V
0) тогда u0 ∈ Ψ(v0) .

Приведем естественный пример мультиотображения, удовлетворя-
ющего всем условиям: Пусть непрерывные отображения fi : W →
L2(0, T ;V

0), i = 1, 2, . . .m удовлетворяют следующим условиям

(Ψ1) отображения fi ограничены и компактны;
(Ψ2) отображения fi слабо замкнуты, то есть из того, что {vl}∞l=1 ⊂

W, vl ⇀ v0, fi(vl) → u0 следует, что u0 = fi(v0).

Определим мультиотображение U : W → L2(0, T ;V
0) следующим

образом

U(v) =

{

u =

m
∑

i=1

λifi(v) :

m
∑

i=1

λi = 1

}

.

Тогда отображение U удовлетворяет всем перечисленным условиям
на мультиотображение Ψ.

Нас будет интересовать вопрос о существовании оптимального ре-
шения задачи управления с обратной связью для модели Бингама
(1.1)–(1.3). А именно, будем предполагать, что внешние силы (управ-
ление) принадлежит образу некоторого мультиотображения, которое
зависит от скорости жидкости:

f ∈ Ψ(v). (2.4)

В работе рассматривается задача (1.1)–(1.3), (2.4) с периодическим
условием по пространственной переменной, которую в дальнейшем бу-
дем называть периодической (по пространственной переменной) зада-
чей управления с обратной связью для модели Бингама, и с начальным
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условием

v(0) = a. (2.5)

Пусть a ∈ V 1. Дадим определение слабого решения рассматривае-
мой задачи:

Определение 2.1. Слабым решением периодической задачи управ-
ления с обратной связью для модели Бингама (1.1)–(1.3), (2.4), (2.5)
назовем тройку функций (v, σ, f),

v ∈ W, σ ∈ (L2(QT ))
n2

, f ∈ L2(0, T ;V
0),

которая для всех ϕ ∈ V 1 и для почти всех t ∈ (0, T ) удовлетворяет
тождеству

〈v′, ϕ〉 −
n
∑

ij=1

∫

Ω

vivj
∂ϕi

∂xj
dx +

∫

Ω

σ : E(ϕ)dx =

∫

Ω

fϕdx, (2.6)

реологическому соотношению (1.2), условию обратной связи (2.4) и
начальному условию (2.5).

Ниже будет доказана следующая теорема о существовании слабого
решения рассматриваемой задачи:

Теорема 2.1. Пусть a ∈ V 1, тогда периодическая задача управления
с обратной связью для модели Бингама (1.1)–(1.3), (2.4), (2.5) имеет
хотя бы одно слабое решение (v, σ, f).

Обозначим через Σ ⊂ W × (L2(QT ))
n2

×L2(0, T ;V
0) множество всех

слабых решений периодической задачи управления с обратной связью
для модели Бингама (1.1)–(1.3), (2.4), (2.5). Рассмотрим произволь-
ный функционал качества Φ : Σ → R, удовлетворяющий следующим
условиям:

(Φ1) Существует число γ такое, что Φ(v, σ, f) > γ для всех (v, σ, f) ∈ Σ.

(Φ2) Если vm ⇀ v∗ в W, σm ⇀ σ∗ в (L2(QT ))
n2

и fm → f∗ в
L2(0, T ;V

0), то Φ(v∗, σ∗, f∗) 6 lim
m→∞

Φ(vm, σm, fm).
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Приведем примеры функионалов качества, которые удовлетворяют
перечисленным условиям

Φ1(v, σ, f) =

T
∫

0

(

‖v(t, ·)‖2V 1 + ‖σ(t, ·)‖2
L2(Ω)n2 + ‖f(t, ·)‖2V 0

)

dt;

Φ2(v, σ, f) =

T
∫

0

(

‖v(t, ·)− U(t, ·)‖2V 1 + ‖σ(t, ·)− S(t, ·)‖2
L2(Ω)n2

+ ‖f(t, ·)− F (t, ·)‖2V 0

)

dt.

Здесь U, S и F — некоторые заданные скорость, девиатор тензора на-
пряжений и внешняя сила (управление) соответственно.

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 2.2. Если отображение Ψ удовлетворяет условиям (Ψ1)–
(Ψ4), а функционал Φ удовлетворяет условиям (Φ1), (Φ2), тогда пе-
риодическая задача оптимального управления с обратной связью для
модели Бингама (1.1)–(1.3), (2.4), (2.5) имеет хотя бы одно слабое
решение (v∗, σ∗, f∗) такое, что

Φ(v∗, σ∗, f∗) = inf
(v,σ,f)∈Σ

Φ(v, σ, f). (2.7)

В доказательстве результатов работы (теорем 2.1 и 2.2) мы сконцен-
трируемся на трехмерном случая в связи с тем, что он более сложный.
Отметим, что проделанные выкладки можно повторить и в двумерном
случае со значительными упрощениями.

§3. Аппроксимационная задача

Для доказательства разрешимости рассматриваемого управления
(1.1)–(1.3), (2.4), (2.5) будем использовать аппроксимационно-тополо-
гический метод исследования задач гидродинамики (см. [18], [19]). Для
этого реологическое соотношение модели Бингама (1.2) мы “прибли-
зим” следующим неньютоновским соотношением:

σ = 2µE(v) + τ∗
E(v)

max{δ, |E(v)|} , δ > 0.

При такой аппроксимации реологического соотношения (1.2) мы мо-
жем исключить в постановке задачи неизвестную σ и рассматривать
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задачу только о нахождении скорости v и управления f. При этом
также аппроксимируем и интегральное равенство (2.6), добавив в него
слагаемое δ

∫

Ω

A2vAϕdx.

Таким образом, для доказательства разрешимости исходной задачи
управления исследуется следующая аппроксимационная задача (для
фиксированного δ > 0):

Определение 3.1. Найти пару функций (v, f) такую, что

v ∈ W1 =
{

v : v ∈ L2(0, T ;V
4), v′ ∈ L2(0, T ;V

−2)
}

, f ∈ L2(0, T ;V
0)

удовлетворяющую для любого ϕ ∈ V 2 при почти всех t ∈ (0, T ) соот-
ношению

〈v′, ϕ〉+ µ

∫

Ω

∇(v) : ∇(ϕ) dx −
n
∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂ϕj

∂xi
dx+

+ τ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(v)Eij(ϕ)
max{δ, | E(v)|} dx + δ

∫

Ω

A2vAϕdx =

∫

Ω

fϕdx, (3.8)

условию обратной связи f ∈ Ψ(v) и начальному условию

v(0) = a. (3.9)

Запишем аппроксимационную задачу в операторном виде, для чего
введем в рассмотрение необходимые операторы с помощью следующих
формул (везде в формулах предполагается, что пробная функция ϕ ∈
V 2):

〈Av(t), ϕ〉 =
∫

Ω

∇v(t) : ∇ϕdx, A : L2(0, T ;V
1) → L2(0, T ;V

−2);

〈K(v)(t), ϕ〉=
n
∑

i,j=1

∫

Ω

vi(t)vj(t)
∂ϕi

∂xj
dx, K : L4(0, T ;V

1)→L2(0, T ;V
−2);

〈A3v(t), ϕ〉 =
∫

Ω

A2vAϕdx, A3 : L2(0, T ;V
4) → L2(0, T ;V

−2);

〈Bδ(v)(t), ϕ〉 = τ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(v)(t)
max(δ, | E(v)(t)|) Eij(ϕ)dx,

Bδ : L2(0, T ;V
1) → L2(0, T ;V

−2).
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Корректность данных определений будет установлена в следующем
пункте при исследовании свойств операторов. Заметим теперь, что ап-
проксимационную задачу можно записать в виде следующего опера-
торного включения:

v′ + µAv +Bδ(v)−K(v) + δA3v = f ∈ Ψ(v), (3.10)

решение которого должно удовлетворять начальному условию (3.9).

§4. Свойства операторов

В этом пункте исследуются свойства операторов из включения (3.10).
Отметим, что для исследуемых операторов можно доказать и более
сильные результаты, чем приведённые ниже, но мы приводим только
те, которые будут в дальнейшем использоваться.

Лемма 4.1. Для оператора A имеют место следующие свойства:

1. Для любой функции u∈L2(0, T ;V
1) функция Au∈L2(0, T ;V

−1),
оператор A : L2(0, T ;V

1) → L2(0, T ;V
−1) непрерывен и имеет

место оценка

‖Au‖L2(0,T ;V −1) 6 ‖u‖L2(0,T ;V 1). (4.11)

2. Для любой функции u ∈ W1 функция Au ∈ L2(0, T ;V
−1), опе-

ратор A : W1 → L2(0, T ;V
−2) вполне непрерывный.

Доказателсьтво данной леммы см. [19].

Лемма 4.2. Для оператора K имеют место следующие свойства:
1) Отображение K : L4(Ω)

n → V −1 – непрерывно и имеет место
оценка:

‖K(v)‖V −1 6 C‖u‖2L4(Ω)n . (4.12)

2) Отображение K : L4(0, T ;L4(Ω)
n) → L2(0, T ;V

−1) – непрерывно.
3) Отображение K : W1 → L2(0, T ;V

−2) компактно, и имеет ме-
сто оценка:

‖K(v)‖L2(0,T ;V −2) 6 C‖v‖L2(0,T ;V 1)‖v‖L∞(0,T ;V 0). (4.13)
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Доказательство. 1) Для любых v ∈ L4(Ω)
n, ϕ ∈ V 1 имеем

|〈K(u), ϕ〉| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

i,j=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

i,j=1

∫

Ω

|ui||uj |
∣

∣

∣

∣

∂ϕj

∂xi

∣

∣

∣

∣

dx 6

n
∑

i,j=1

‖ui‖L4(Ω)‖uj‖L4(Ω)

∥

∥

∥

∥

∂ϕj

∂xi

∥

∥

∥

∥

L2(Ω)

6

n
∑

i,j=1

‖u‖L4(Ω)n‖u‖L4(Ω)n‖ϕ‖V 1 6 C‖u‖2L4(Ω)n‖ϕ‖V 1 ,

откуда и следует, что

‖K(u)‖V −1 6 C‖u‖2L4(Ω)n

с некоторой константой C.
Покажем непрерывность отображения K : V 1 → V −1. Для произ-

вольных vm, v0 ∈ L4(Ω)
n имеем:

|〈K(vm), ϕ〉 − 〈K(v0), ϕ〉|

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

n
∑

i,j=1

vmi vmj
∂ϕj

∂xi
dx−

∫

Ω

n
∑

i,j=1

v0i v
0
j

∂ϕj

∂xi
dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

i,j=1

∥

∥vmi vmj − v0i v
0
j

∥

∥

L2(Ω)
‖ϕ‖V 1

6 ‖ϕ‖V 1

n
∑

i,j=1

∥

∥vmi vmj − v0i v
0
j

∥

∥

L2(Ω)
.

Отсюда следует, что

∥

∥K(vm)−K(v0)
∥

∥

V −1 6

n
∑

i,j=1

∥

∥vmi vmj − v0i v
0
j

∥

∥

L2(Ω)
.
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Преобразуем правую часть неравенства следующим образом:

n
∑

i,j=1

∥

∥vmi vmj − v0i v
0
j

∥

∥

L2(Ω)

6

n
∑

i,j=1

∥

∥vmi vmj − vmi v0j
∥

∥

L2(Ω)
+

n
∑

i,j=1

∥

∥vmi v0j − v0i v
0
j

∥

∥

L2(Ω)

6

n
∑

i,j=1

‖vmi ‖L4(Ω)

∥

∥vmj − v0j
∥

∥

L4(Ω)
+

n
∑

i,j=1

∥

∥v0j
∥

∥

L4(Ω)

∥

∥vmi − v0i
∥

∥

L4(Ω)

6 C ‖vm‖L4(Ω)n

∥

∥vm − v0
∥

∥

L4(Ω)n
+ C

∥

∥v0
∥

∥

L4(Ω)n

∥

∥vm − v0
∥

∥

L4(Ω)n

= C
(

‖vm‖L4(Ω)n +
∥

∥v0
∥

∥

L4(Ω)n

)

∥

∥vm − v0
∥

∥

L4(Ω)n
.

Таким образом получили, что

∥

∥K(vm)−K(v0)
∥

∥

V −1 6 C
(

‖vm‖L4(Ω)n +
∥

∥v0
∥

∥

L4(Ω)n

)

∥

∥vm − v0
∥

∥

L4(Ω)n
.

(4.14)
Полагая vm → v0 в L4(Ω)

n, получаем из последнего неравенства
непрерывность отображения K : L4(Ω)

n → V −1.
2) Пусть v ∈ L4(0, T ;L4(Ω)

n). В силу оценки (4.12) при почти всех
t ∈ (0, T ) имеем

‖K(v)(t)‖V −1 6 C‖v(t)‖2L4(Ω)n .

Возведем это неравенство в квадрат, проинтегрируем по t от 0 до T и
оценим правую часть сверху:

T
∫

0

‖K(v)(t)‖2V −1dt 6 C2

T
∫

0

‖v(t)‖4L4(Ω)ndt = C2‖v‖2L4(0,T ;L4(Ω)n) < ∞.

Поскольку правая часть последнего неравенства конечна, то конеч-
на и левая часть. Таким образом для v ∈ L4(0, T ;L4(Ω)

n) мы имеем,
что K(v) ∈ L2(0, T ;V

−1), и имеет место оценка (4.13).
Переходим теперь к доказательству непрерывности отображения

K : L4(0, T ;L4(Ω)
n) → L2(0, T ;V

−1).

Пусть последовательность {vm} ⊂ L4(0, T ;L4(Ω)
n) сходится к некото-

рому пределу v0 ∈ L4(0, T ;L4(Ω)
n). Из неравенства (4.14) получим,
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что при почти всех t ∈ (0, T ) имеет место оценка
∥

∥K(vm)(t)−K(v0)(t)
∥

∥

V −1

6 C
(

‖vm(t)‖L4(Ω)n +
∥

∥v0(t)
∥

∥

L4(Ω)n

)

∥

∥(vm − v0)(t)
∥

∥

L4(Ω)n
.

Возведем последнее неравенство в квадрат и проинтегрируем по t от 0
до T. Воспользовавшись неравенством Гёльдера, получим:

T
∫

0

∥

∥K(vm)(t) −K(v0)(t)
∥

∥

2

V −1 dt

6C2

T
∫

0

(

‖vm(t)‖L4(Ω)n+‖v0(t)‖L4(Ω)n
)2 ‖vm(t)− v0(t)‖2L4(Ω)ndt

6C2





T
∫

0

(

‖vm(t)‖L4(Ω)n+‖v0(t)‖L4(Ω)n
)4
dt





1
2

×





T
∫

0

‖vm(t)−v0(t)‖4L4(Ω)ndt





1
2

.

Заметим, что

T
∫

0

(

‖vm(t)‖L4(Ω)n +
∥

∥v0(t)
∥

∥

L4(Ω)n

)4

dt

6 8

T
∫

0

(

‖vm(t)‖4L4(Ω)n + ‖v0(t)‖4L4(Ω)n

)

dt

= 8‖vm‖4L4(0,T ;L4(Ω)n) + 8‖v0‖4L4(0,T ;L4(Ω)n).

Имеем в итоге
∥

∥K(vm)−K(v0)
∥

∥

2

L2(0,T ;V −1)

62
√
2C2‖vm−v0‖2L4(0,T ;L4(Ω)n)

(

‖vm‖4L4(0,T ;L4(Ω)n)+‖v0‖4L4(0,T ;L4(Ω)n)

)
1
2

62
√
2C2‖vm−v0‖2L4(0,T ;L4(Ω)n)

(

‖vm‖2L4(0,T ;L4(Ω)n)+‖v0‖2L4(0,T ;L4(Ω)n)

)



ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 65

Так как правая часть неравенства стремится к нулю при m → +∞, то
стремится к нулю и левая часть. А это и значит, что отображение

K : L4(0, T ;L4(Ω)
n) → L2(0, T ;V

−1)

непрерывно.
3) Нам потребуется следующий результат:

Лемма 4.3. Пусть V, H, V ∗ — тройка гильбертовых пространств,
таких что V ⊂ H ≡ H∗ ⊂ V ∗. Здесь вложения непрерывны, H∗ и
V ∗ — пространства сопряженные к пространствам H и V соответ-
ственно, пространства H и H∗ отождествлены по теореме Рисса.
Если функция u принадлежит пространству L2(0, T ;V ), а её про-
изводная u′ принадлежит L2(0, T ;V

∗), то функция u почти всюду
равна некоторой непрерывной функции из [0, T ] в H (то есть функ-
ции из C([0, T ], H)) и имеет место следующее равенство, которое
выполняется в смысле скалярных распределений на (0, T ) :

d

dt
‖u‖2H = 2〈u′, u〉V ∗×V .

В силу данной леммы каждая функция u ∈ W1 принадлежит
C([0, T ];V 0). Поэтому каждая функция из W1 принадлежит не только
L2(0, T ;V

2), но и L2(0, T ;V
2) ∩ L∞(0, T ;V 0).

Далее, отметим, что имеет место вложение (см., например, [20]):

L2(0, T ;V
2) ∩ L∞(0, T ;V 0) ⊂ L4(0, T ;V

1).

Таким образом для пространства W1 имеет место вложение:

W1 ⊂ Y =
{

v : v ∈ L4(0, T ;V
1), v′ ∈ L2(0, T ;V

−1)
}

.

В силу теоремы

Теорема 4.1. ( [21], теорема 2.1) Пусть X0, F,X1 – тройка банаховых
пространств, удовлетворяющих условию X0 ⊂ F ⊂ X1. Здесь вло-
жения непрерывны, пространства X0, X1 – рефлексивны, вложение
X0 → F – компактно. Пусть T > 0 – фиксированное число и α0, α1 –
два конечных числа таких, что αi > 1, i = 0, 1. Предположим, что

Y = {v : v ∈ Lα0
(0, T ;X0); v

′ ∈ Lα1
(0, T ;X1)}

пространство с нормой

‖v‖Y = ‖v‖Lα0
(0,T ;X0) + ‖v′‖Lα1

(0,T ;X1).

Тогда вложение пространства Y в пространство Lα0
(0, T ;F ) ком-

пактно.



66 В. Г. ЗВЯГИН, А. В. ЗВЯГИН, М. В. ТУРБИН

Имеет место компактное вложение: Y →֒ L4(0, T ;L4(Ω)
n). Таким

образом, действие отображения K можно представить следующим об-
разом:

W1 ⊂ Y →֒ L4(0, T ;L4(Ω)
n)

K→ L2(0, T ;V
−1) ⊂ L2(0, T ;V

−2).

Здесь первое и последнее вложения непрерывны, второе вложение
вполне непрерывно и отображениеK : L4(0, T ;L3(Ω)

n) → L2(0, T ;V
−1)

непрерывно в силу пункта (2) этой леммы. Таким образом, отображе-
ние K : W1 → L2(0, T ;V

−1) вполне непрерывно.
Оценим теперь ‖K(v)‖L2(0,T ;V −2). Имеем:

|〈K(v), ϕ〉| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂ϕj

∂xi
dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

i,j=1

∫

Ω

|vi||vj |
∣

∣

∣

∣

∂ϕj

∂xi

∣

∣

∣

∣

dx

6

n
∑

i,j=1

‖vi‖L4(Ω)‖vj‖L2(Ω)

∥

∥

∥

∥

∂ϕj

∂xi

∥

∥

∥

∥

L4(Ω)

6 C‖v‖L4(Ω)n‖v‖V 0‖ϕ‖V 2 .

Откуда для любой функции v ∈ W1 при почти всех t ∈ (0, T ) имеет
место оценка:

‖K(v)(t)‖V −2 6 C‖v(t)‖L4(Ω)n‖v(t)‖V 0 .

Возводя это неравенство в квадрат и интегрируя полученное нера-
венство по отрезку [0, T ] получим:

T
∫

0

‖K(v)(t)‖2V −2dt 6 C2

T
∫

0

‖v(t)‖2L4(Ω)n‖v(t)‖2V 0dt

6 C2‖v‖2L∞(0,T ;V 0)

T
∫

0

‖v(t)‖2L4(Ω)ndt 6 C‖v‖2L∞(0,T ;V 0)‖v‖2L2(0,T ;V 1).

Откуда и следует требуемое неравенство (4.13). �

Лемма 4.4. Для оператора Bδ имеют место следующие свойства:

1. Для любой функции u∈L2(0, T ;V
1) функция Bδ(u)∈L2(0, T ;V

−2)
и оператор Bδ : L2(0, T ;V

1) → L2(0, T ;V
−2) непрерывный и

ограниченный в следующем смысле:

‖Bδ(u)(t)‖L2(0,T ;V −2) 6 C, (4.15)

где C — константа, не зависящая от функции u и δ.
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2. Для любой функции u ∈ W1 функция Bδ(u) ∈ L2(0, T ;V
−2) и

оператор Bδ : W1 → L2(0, T ;V
−2) вполне непрерывный.

Доказательство. 1) Для любой функции u ∈ L2(0, T ;V
1) при любом

ϕ ∈ V 2 при почти всех t ∈ (0, T ) имеем

|〈Bδ(u)(t), ϕ〉| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

τ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(u)(t)
max(δ, | E(u)(t)|)Eij(ϕ)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 τ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

|Eij(u)(t)|
max(δ, | E(u)(t)|) |Eij(ϕ)| dx

6 τ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

|E(u)(t)|
max(δ, | E(u)(t)|) |E(ϕ)| dx 6 τ∗C‖ϕ‖V 2 .

Здесь мы воспользовались элементарным неравенством:

|b|
max(δ, |b|) 6 1.

Следовательно, при почти всех t ∈ (0, T ) имеет место неравенство

‖Bδ(u)(t)‖V −2 6 τ∗C.

Возводя последнее неравенство в квадрат и интегрируя по t от 0 до
T, мы и получим, что B(u) ∈ L2(0, T ;V

−2) и имеет место требуемая
оценка (4.15).

Докажем непрерывность оператораBδ : L2(0, T ;V
1)→L2(0, T ;V

−2).
Пусть последовательность un сходится к некоторой функции u0 в
L2(0, T ;V

1). Тогда при почти всех t ∈ (0, T ) для произвольного ϕ ∈ V 2

получим:

|〈Bδ(un)(t) −Bδ(u0)(t), ϕ〉| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

τ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(un)(t)

max(δ, | E(un)(t)|)
Eij(ϕ)dx

−τ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(u0)(t)

max(δ, | E(u0)(t)|)
Eij(ϕ)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 τ∗
n
∑

i,j=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

( Eij(un)(t)

max(δ, | E(un)(t)|)
− Eij(u0)(t)

max(δ, | E(un)(t)|)

)

Eij(ϕ)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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+ τ∗
n
∑

i,j=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

( Eij(u0)(t)

max(δ, | E(un)(t)|)
− Eij(u0)(t)

max(δ, | E(u0)(t)|)

)

Eij(ϕ)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 τ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

|Eij(un)(t) − Eij(u0)(t)|
max(δ, | E(un)(t)|)

|Eij(ϕ)| dx

+τ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

|Eij(u0)(t)|
∣

∣

∣

∣

1

max(δ, | E(un)(t)|)
− 1

max(δ, | E(u0)(t)|)

∣

∣

∣

∣

|Eij(ϕ)| dx

6
τ∗

δ

n
∑

i,j=1

∫

Ω

|E(un − u0)(t)| |E(ϕ)|dx

+
τ∗

δ2

n
∑

i,j=1

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

|E(u0)(t)| − |E(un)(t)|
∣

∣

∣

∣

|E(ϕ)| dx

6 2τ∗
δ + 1

δ2

n
∑

i,j=1

∫

Ω

|E(un − u0)(t)| |E(ϕ)|dx

6 2τ∗C
δ + 1

δ2
‖un(t)− u0(t)‖V 1‖ϕ‖V 2 .

Откуда в силу произвольности ϕ получаем, что:

‖Bδ(un)(t)−Bδ(u0)(t)‖V −2 6 2τ∗C
δ + 1

δ2
‖un(t)− u0(t)‖V 1 .

Возведя в квадрат и проинтегрировав, получим:

‖Bδ(un)−Bδ(u0)‖L2(0,T ;V −2) 6 2τ∗C
δ + 1

δ2
‖un − u0‖L2(0,T ;V 1).

То есть Bδ(un) → Bδ(u0) в L2(0, T ;V
−2).

2) Аналогично доказательству пункта 2 леммы 4.1 имеем компакт-
ное вложение W1 ⊂ Y →֒ L2(0, T ;V

1). Тогда действие оператора Bδ :
W1 → L2(0, T ;V

−2) можно представить в виде следующей компози-
ции:

W1 ⊂ Y →֒ L2(0, T ;V
1)

Bδ−−→ L2(0, T ;V
−2).

Здесь первое вложение непрерывно, второе вложение компактно, а
отображениеBδ в силу первого пункта этой леммы непрерывно. Таким
образом отображение Bδ : W1 → L2(0, T ;V

−2) вполне непрерывно как
суперпозиция непрерывного и вполне непрерывного отображений. �
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Введём также операторы L и N с помощью равенств

L : W1 → L2(0, T ;V
−1)× V 1, L(v) = (v′ + δA3 + µAv, v|t=0);

N : W1 → L2(0, T ;V
−1)× V 1, N(v) = (Bδ(v)−K(v), 0).

Лемма 4.5. Операторы L и N имеют следующие свойства:

1. Оператор L : W1 → L2(0, T ;V
−2)× V 1 непрерывно обратим.

2. Оператор N : W1 → L2(0, T ;V
−2)× V 1 компактный.

Доказательство. i) Непрерывная обратимость оператора следует из
приведенной ниже теоремы о разрешимости абстрактной параболиче-
ской задачи:

Теорема 4.2. Для любой правой части f ∈ L2(0, T ;V
−2) и начального

условия a ∈ V 1 задача
{

u′ + αA3u+ µAu = f
u(0) = a

имеет единственное решение u в пространстве

W1 =
{

u : u ∈ L2(0, T ;V
4), u ∈ L2(0, T ;V

−2)
}

,

непрерывно зависящее от f и a. Для решения также имеет место
оценка:

α‖u‖L2(0,T ;V 4) 6
√
2α+ 1

(

‖a‖V 1 + ‖f‖L2(0,T ;V −2)

)

. (4.16)

Доказательство этой теоремы проводится на основе аппроксимацо-
нно-топологического подхода к исследованию задач гидродинамики.
Сначала рассматриваемая задача аппроксимируется (в уравнение до-
бавляется член εA3u′) и доказывается разрешимость полученного ура-
внения в пространстве

{

u : u ∈ C([0, T ];V 4), u ∈ L2(0, T ;V
4)
}

. Далее
на основе априорных оценок решений, не зависяших от ε, показыва-
ется, что из последовательности решений можно извлечь подпосле-
довательность, сходящуюся слабо к решению исходной задачи при
стремлении ε → 0. Единственность получается на основе неравенства
Гронуолла-Беллмана.

Полное изложение доказательства здесь не приводится в силу своего
объёма.

ii) Компактность оператора N : W1 → L2(0, T ;V
−2)× V 1 непосред-

ственно вытекает из компактности его первой компоненты (каждое
слагаемое компактно). �
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Также введём оператор: N : W1 → L2(0, T ;V
−2) × V 1, Υ(v) =

(Ψ(v), a).
Тогда, используя последнюю лемму, можно сказать, что задача су-

ществования решения (v, f) ∈ W1 × L2(0, T ;V
−2) аппроксимационной

задачи эквивалентна задаче существования решения v ∈ W1 для сле-
дующего операторного включения

v ∈ M(v), где M(v) = L−1(N (v) −N(v)). (4.17)

Поскольку оператор L−1 линейный и непрерывный, оператор N —
компактный, при помощи условий (Ψ1) и (Ψ2) мы получаем, что мно-
гозначное отображение M : W1 ⊸ W1 является вполне непрерывным
(то есть, оно полунепрерывно сверху и переводит ограниченные мно-
жества в относительно компактные) и имеет непустые, выпуклые, ком-
пактные значения.

Рассмотрим также следующее семейство включений

v′ + δA3v + µAv + λBδ(v)− λK(v) = λf ∈ Ψ(v), 0 6 λ 6 1, (4.18)

решение которых удовлетворяет начальному условию (3.9). Заметим,
что (4.18) совпадает с (3.10) при λ = 1. Тогда задача (4.18),(3.9) может
быть переписана в виде

v ∈ λM(v), где λ ∈ [0, 1]. (4.19)

Очевидно, что она совпадает с (4.17) при λ равном 1.

§5. Априорные оценки решений

Теорема 5.1. Для решения v ∈ W1 семейства (4.19) имеют место
следующий оценки:

‖v‖2L∞(0,T ;V 0) 6
C

µ
M2 + ‖a‖2V 0 ; (5.20)

µ‖v‖2L2(0,T ;V 1) 6
C

µ
M2 + ‖a‖2V 0 ; (5.21)

‖v‖Lr(0,T ;W 1+q
2

(Ω)n) 6 C; (5.22)

δ‖v‖L2(0,T ;V 4) 6 C; (5.23)

‖v′‖L2(0,T ;V −2) 6 C. (5.24)

Доказательство. Пусть пара (v, f) ∈ W1 и f ∈ L2(0, T ;V
0) – ре-

шение (4.19). Тогда в силу приведенных выше рассуждений пара (v, f)
является решением (4.18) и удовлетворяет начальному условию (3.9).
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Применим обе части (4.18) к функции v ∈ W1. Имеем

〈v′ + δA3v + µAv − λK(v) + λBδ(v), v〉 = 〈λf, v〉.
Вспоминая определения операторов, получаем следующее равенство:

〈v′, v〉+ δ

∫

Ω

A2vAvdx+ µ

∫

Ω

∇v : ∇vdx− λ

n
∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂vj
∂xi

dx

+ λτ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(v)Eij(v)
max(δ, | E(v)|)dx = λ〈f, v〉.

Преобразуем слагаемые в последнем равенстве:

〈v′, v〉 = 1

2

d

dt
‖v‖2V 0 ;

δ

∫

Ω

A2vAvdx = −δ

∫

Ω

∆(Av)Avdx = δ

∫

Ω

∇(Av) : ∇(Av)dx = δ‖v‖2V 3 ;

µ

∫

Ω

∇v : ∇vdx = µ‖v‖2V 1 ;

−
n
∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂vj
∂xi

dx = −λ

2

n
∑

i,j=1

∫

Ω

vi
∂(vjvj)

∂xi
dx

=
λ

2

n
∑

i,j=1

∫

Ω

∂vi
∂xi

vjvjdx =
λ

2

n
∑

j=1

∫

Ω

div vvjvjdx = 0.

Таким образом

1

2

d

dt
‖v‖2V 0 + δ‖v‖2V 3 + µ‖v‖2V 1 + λτ∗

n
∑

i,j=1

∫

Ω

E2
ij(v)

max(δ, | E(v)|)dx = λ〈f, v〉.

Воспользуемся в правой части неравенствами Юнга и Коши:

λ〈f, v〉 = λ‖f‖V −1‖v‖V 1 6 λ
‖f‖2V −1

2µ
+

λµ

2
‖v‖2V 1 6

1

2µ
‖f‖2V −1 +

µ

2
‖v‖2V 1 .

Заметим, что

λτ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

E2
ij(v)

max(δ, | E(v)|)dx > 0
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Тогда получаем оценку:

1

2

d

dt
‖v‖2V 0 + δ‖v‖2V 3 +

µ

2
‖v‖2V 1 6

1

2µ
‖f‖2V −1 . (5.25)

Проинтегрировав последнее неравенство от 0 до t ∈ [0, T ], получим
следующую оценку:

1

2
‖v(t)‖2V 0 − 1

2
‖v(0)‖2V 0 + δ

t
∫

0

‖v(s)‖2V 3ds+
µ

2

t
∫

0

‖v(s)‖2V 1ds

6
1

2µ

t
∫

0

‖f(s)‖2V −1ds 6
1

2µ

T
∫

0

‖f(s)‖2V −1ds =
1

2µ
‖f‖2L2(0,T ;V −1).

Или это можно переписать в виде:

1

2
‖v(t)‖2V 0+δ

t
∫

0

‖v(s)‖2V 3ds+
µ

2

t
∫

0

‖v(s)‖2V 1ds6
1

2µ
‖f‖2L2(0,T ;V −1)+

1

2
‖a‖2V 0 .

Так как каждое слагаемое в левой части последнего неравенства неот-
рицательно, то получаем следующие оценки:

‖v(t)‖2V 0 6
1

µ
‖f‖2L2(0,T ;V −1) + ‖a‖2V 0 6

C

µ
‖f‖2L2(0,T ;V 0) + ‖a‖2V 0

6
CM2

µ
+ ‖a0‖2V 0 ;

µ

t
∫

0

‖v(s)‖2V 1ds 6
1

µ
‖f‖2L2(0,T ;V −1) + ‖a‖2V 0

6
C

µ
‖f‖2L2(0,T ;V 0) + ‖a‖2V 0 6

CM2

µ
+ ‖a0‖2V 0 .

Правые части этих неравенств не зависят от t, поэтому можно перейти
к max по t ∈ [0, T ] в левой части:

ess sup
t∈[0,T ]

‖v(t)‖2V 0 6
CM2

µ
+ ‖a‖2V 0 ; µ

T
∫

0

‖v(s)‖2V 1ds 6
CM2

µ
+ ‖a‖2V 0 .

Отсюда и следуют требуемые неравенства (5.20) и (5.21).
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Теперь применим уравнение к пробной функции Av.

〈v′, Av〉 + δ

∫

Ω

A2vA2vdx+ µ

∫

Ω

∇v : ∇Avdx − λ

n
∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂∆vj
∂xi

dx

+ λτ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(v)
max(δ, |E(v)|)Eij(∆v)dx = λ〈f,Av〉.

Как и раньше преобразуем и оценим слагаемые в последнем равен-
стве.

〈v′, Av〉 = 〈A1/2v′, A1/2v〉 = 1

2

d

dt
‖v‖2V 1 ; δ

∫

Ω

A2vA2vdx = δ‖v‖2V 4 ;

µ

∫

Ω

∇v : ∇Avdx = µ

∫

Ω

∆v∆vdx = µ‖v‖2V 2 ;

λ〈f,Av〉 = λ‖f‖V 0‖Av‖V 0 6 ‖f‖V 0‖v‖V 2 6
µ

8
‖v‖2V 2 +

2‖f‖2V 0

µ
;

−
n
∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂∆vi
∂xj

dx =

n
∑

i,j=1

∫

Ω

∂vi
∂xj

vj∆vidx+

n
∑

i,j=1

∫

Ω

vi
∂vj
∂xi

∆vidx

=

n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

∂vi
∂xj

vj
∂2vi

∂xk∂xk
dx+

n
∑

j=1

∫

Ω

vidivv∆vidx

=
n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

∂2vi
∂xj∂xk

vj
∂vi
∂xk

dx−
n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

∂vi
∂xj

∂vj
∂xk

∂vi
∂xk

dx

= −1

2

n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

vj
∂

∂xj

(

∂vi
∂xk

∂vi
∂xk

)

dx−
n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

∂vi
∂xj

∂vj
∂xk

∂vi
∂xk

dx

=
1

2

n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

∂vj
∂xj

∂vi
∂xk

∂vi
∂xk

dx−
n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

∫

Ω

∂vi
∂xj

∂vj
∂xk

∂vi
∂xk

dx

=
1

2

n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

div v
∂vi
∂xk

∂vi
∂xk

dx −
n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

∂vi
∂xj

∂vj
∂xk

∂vi
∂xk

dx.
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Откуда в силу непрерывного вложения W 1
1 (Ω)

n ⊂ L3/2(Ω)
n получа-

ем:

λ

n
∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂∆vi
∂xj

dx = λ

n
∑

i,j,k=1

∂vi
∂xj

∂vj
∂xk

∂vi
∂xk

dx

6

n
∑

i,j,k=1





∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂vi
∂xj

∣

∣

∣

∣

3

dx





1/3 



∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂vj
∂xk

∣

∣

∣

∣

3

dx





1/3 



∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂vi
∂xk

∣

∣

∣

∣

3

dx





1/3

6 ‖∇v‖3
L3(Ω)n2 =

∥

∥|∇v|2
∥

∥

3/2

L3/2(Ω)
6 C

∥

∥∇|∇v|2
∥

∥

3/2

L1(Ω)n2

6 C‖∇2v‖3/2L2(Ω)n · ‖∇v‖3/2
L2(Ω)n2 6

3µ

4
‖v‖2V 2 +

C4

4µ3
‖v‖6V 1 .

Рассмотрим −λτ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(v)
max(δ,| E(v)|)Eij(∆v)dx. Имеем:

− λτ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(v)
max(δ, | E(v)|)Eij(∆v) dx

= −λτ∗
n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

Eij(v)
max(δ, | E(v)|)

∂2

∂x2
k

Eij(v) dx

= λτ∗
n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

∂

∂xk

Eij(v)
max(δ, | E(v)|)

∂

∂xk
Eij(v) dx.

Далее дифференцируя функцию
Eij(v)

max(δ,| E(v)|) как сложную функцию

от E(v) (суперпозицию функции f(x) = x
max{δ,x} и функции g(v) =

E(v)) получим:

λτ∗
n
∑

i,j,k=1

∫

Ω

∂

∂xk

Eij(v)
max(δ, | E(v)|)

∂

∂xk
Eij(v) dx

= λτ∗
n
∑

i,j,k,p,q=1

∫

Ω

∂

∂Epq
Eij(v)

max(δ, | E(v)|)
∂

∂xk
Epq(v)

∂

∂xk
Eij(v) dx.
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Рассмотрим два случая, первый δ > |E(v)|:

λτ∗
n
∑

i,j,k,p,q=1

∫

Ω

∂

∂Epq
Eij(v)

max(δ, | E(v)|)
∂

∂xk
Epq(v)

∂

∂xk
Eij(v) dx

=
λτ∗

δ

n
∑

i,j,k,p,q=1

∫

Ω

∂

∂Epq
Eij(v)

∂

∂xk
Epq(v)

∂

∂xk
Eij(v) dx

=
λτ∗

δ

n
∑

i,j,k,p,q=1

∫

Ω

δijpq
∂

∂xk
Epq(v)

∂

∂xk
Eij(v) dx =

λτ∗

δ
‖∇E(v‖2L2(Ω) > 0

Второй случай δ 6 |E(v)|:

λτ∗
n
∑

i,j,k,p,q=1

∫

Ω

∂

∂Epq
Eij(v)

max(δ, | E(v)|)
∂

∂xk
Epq(v)

∂

∂xk
Eij(v) dx =

= λτ∗
n
∑

i,j,k,p,q=1

∫

Ω

∂

∂Epq
Eij(v)
| E(v)|

∂

∂xk
Epq(v)

∂

∂xk
Eij(v) dx =

= λτ∗
n
∑

i,j,k,p,q=1

∫

Ω

1

| E(v)|

(

δijpq −
EijEpq
| E(v)|2

)

∂

∂xk
Epq(v)

∂

∂xk
Eij(v) dx > 0

В итоге получим:

λτ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(v)
max(δ, | E(v)|)Eij(∆v)dx > 0

Отсюда имеем оценку:

1

2

d

dt
‖v‖2V 1+µ‖v‖2V 2+δ‖v‖2V 4 6

3µ

4
‖v‖2V 2+

C4

4µ3
‖v‖6V 1+

µ

8
‖v‖2V 2+

2‖f‖2V 0

µ
;

(5.26)

1

2

d

dt
‖v‖2V 1 +

µ

8
‖v‖2V 2 6

2

µ
‖f‖2V 0 +

C4

4µ3
‖v‖6V 1 . (5.27)

Разделим это неравенство на (1 + ‖v‖2V 1)2. Получим

1

2

d

dt
‖v‖2V 1

(1 + ‖v‖2V 1)2
+

µ

8

‖v‖2V 2

(1 + ‖v‖2V 1)2
6

2

µ

‖f‖2V 0

(1 + ‖v‖2V 1)2
+

C4

4µ3

‖v‖6V 1

(1 + ‖v‖2V 1)2
.
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Так как
‖f‖2V 0

(1 + ‖v‖2V 1)2
6 ‖f‖2V 0 , а

‖v‖6V 1

(1 + ‖v‖2V 1)2
6

‖v‖2V 1‖v‖4V 1

(1 + ‖v‖2V 1)2
6 ‖v‖2V 1 ,

то полученное неравенство можно переписать в виде:

1

2

d

dt
‖v‖2V 1

(1 + ‖v‖2V 1)2
+

µ

8

‖v‖2V 2

(1 + ‖v‖2V 1)2
6

2

µ
‖f‖2V 0 +

C4

4µ3
‖v‖2V 1 .

Проинтегрируем последнее неравенство по t от 0 до T :

1

2

T
∫

0

d

dt
‖v(t)‖2V 1

(1 + ‖v(t)‖2V 1)2
dt+

µ

8

T
∫

0

‖v(t)‖2V 2

(1 + ‖v(t)‖2V 1)2
dt

6
2

µ

T
∫

0

‖f(t)‖2V 0dt+
C4

4µ3

T
∫

0

‖v(t)‖2V 1dt

6
2

µ
M2 +

C4

4µ2

(

1

µ2
M2 +

1

µ
‖v(t)‖2V 0

)

.

Воспользуемся тем, что

1

2

T
∫

0

d

dt
‖v(t)‖2V 1

(1 + ‖v(t)‖2V 1)2
dt = −1

2

(

1

(1 + ‖v(T )‖2V 1)2
− 1

(1 + ‖v(0)‖2V 1)2

)

=
1

2

1

(1 + ‖v(0)‖2V 1)2
− 1

2

1

(1 + ‖v(T )‖2V 1)2

и
1

2

1

(1 + ‖v(T )‖2V 1)2
6

1

2
.

Получим неравенство:

T
∫

0

‖v(t)‖2V 2

(1 + ‖v(t)‖2V 1)2
dt 6 C, (5.28)

где C =
8

µ

(

2

µ
M2 +

C4

4µ2

(

1

µ
M2 +

1

µ
‖a‖2V 0

)

+ 1

)

.
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Теперь выберем r, p, q так, чтобы: q ∈ (0, 1
2 ), r = 2

1+2q , а p = 2
r(1−q) ,

1 = 1
p+

1
p′

. По интерполяционному неравенству и неравенству Гёльдера
получаем:

T
∫

0

‖v‖r
W 1+q

2

dx 6

T
∫

0

‖v‖qr
W 2

2

‖v‖r(1−q)

W 1
2

dx

6





T
∫

0

‖v‖rp(1−q)

W 1
2

dx





1
p




T
∫

0

‖v‖qp
′r

W 2
2

dx





1

p′

.

Но мы выбрали коэффициенты так, что rp(1 − q) = 2, а rqp′ = 2
3 .

Поэтому имеем:

T
∫

0

‖v‖
2
3

W 2
2

6 c





T
∫

0

‖v‖2V 2

(1 + ‖v‖2V 1)2
ds





1
3




T
∫

0

(1 + ‖v‖2V 2) ds





2
3

.

Первый множитель ограничен в следствии (5.28), второй из-за (5.25).
Откуда получаем оценку:

‖v‖Lr(0,T ;W1+q2)
6 C. (5.29)

Для получения оценок (5.23) и (5.24) заметим, что если пара (v, f)
является решением операторного уравнения (3.10), то имеет место ра-
венство:

v′ + δA3v + µAv = −λBδ(v) + λK(v) + λf.

Следовательно:
∥

∥v′ + δA3v + µA
∥

∥

L2(0,T ;V −2)
= ‖−λBδ(v) + λK(v) + λf‖L2(0,T ;V −2) .

(5.30)
В силу неравенства (4.16) левую часть можно оценить следующим

образом:

δ‖u‖L2(0,T ;V 4) 6
√
2δ + 1

(

‖a‖V 1 +
∥

∥v′ + δA2v + µA
∥

∥

L2(0,T ;V −2)

)

.

Откуда

∥

∥v′ + δA3v + µA
∥

∥

L2(0,T ;V −2)
>

δ√
2δ + 1

‖v‖L2(0,T ;V 4) − ‖a‖V 1 .
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Правую часть (5.30), в силу неравенств (4.12), (4.15) и условия (Ψ3),
можно оценить следующим образом:

‖−λBδ(v) + λK(v) + λf‖L2(0,T ;V −2)

6 λ ‖Bδ(v)‖L2(0,T ;V −2) + λ ‖K(v)‖L2(0,T ;V −2) + λ ‖f‖L2(0,T ;V −2)

6 ‖Bδ(v)‖L2(0,T ;V −2) + ‖K(v)‖L2(0,T ;V −2) + ‖f‖L2(0,T ;V −2)

6 C + C‖v‖L∞(0,T ;V 0) + ‖v‖L2(0,T ;V 1) + C‖f‖L2(0,T ;V 0)

6 C +
C√
µ

(

CM2

µ
+ ‖a‖2V 0

)

+ CM.

Следовательно,

δ√
2δ + 1

‖v‖L2(0,T ;V 4) 6 C +
C

µ

(

M2

µ
+ ‖a‖2V 0

)

+ CM + ‖a‖V 1 .

Умножая последнее неравенство на
√
2δ + 1, получим

δ‖v‖L2(0,T ;V 4) 6
√
2δ + 1

(

C +
C

µ

(

M2

µ
+ ‖a‖2V 0

)

+ CM + ‖a‖V 1

)

6 2

(

C +
C

µ

(

M2

µ
+ ‖a‖2V 0

)

+ CM + ‖a‖V 1

)

.

Здесь мы воспользовались тем, что δ 6 1. Обозначив последнюю часть
неравенства через C, мы получаем требуемое неравенство (5.23).

Аналогично v′ = −δA3v − µAv − λBδ(v) + λK(v) + λf. Отсюда

‖v′‖L2(0,T ;V −2) =
∥

∥−δA3v − µAv − λBδ(v) + λK(v) + λf
∥

∥

L2(0,T ;V −2)

6 δ‖v‖L2(0,T ;V 4) + µC‖v‖L2(0,T ;V 1) + C +
C√
µ

(

CM2

µ
+ ‖a‖2V 0

)

+ CM

6 C + µC

√

C

µ
M2 + ‖a‖2V 0 + C +

C√
µ

(

CM2

µ
+ ‖a‖2V 0

)

.

Обозначив правую часть последнего неравенства через C, мы получим
требуемую оценку на (5.24). Отметим, что константа C в этой оценке
не зависит от δ.

Теорема существования аппроксимационной задачи. На дан-
ном этапе на основе теории степени вполне непрерывных многознач-
ных векторных полей с компактными выпуклыми значениями будет
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доказано существование решения аппроксимационной задачи. Снача-
ла докажем, что существует решение операторного включения (3.10).

Теорема 5.2. Существует хотя бы одно решение v ∈ W1 оператор-
ного включения (3.10).

Доказательство. Мы воспользуемся теорией топологической степе-
ни для многозначных векторных полей вида I−G, где I — тождествен-
ное отображение, а G — вполне непрерывное многозначное отображе-
ние, определенное на ограниченной области банахова пространства и
имеющее непустые, выпуклые, компактные значения.

По теореме 5.1 все решения семейства операторных включений (3.10)
удовлетворяют априорным оценкам (5.23),(5.24). Следовательно, все
включения этого семейства не имеют решений на границе шара BR ⊂
W1 радиуса R = C + 1 (где C – сумма правых частей из неравенств
(5.24), (5.23)) с центром в нуле, то есть

v /∈ λM(v) для всех (v, λ) ∈ ∂BR × [0, 1].

Следовательно, определена топологическая степень

deg(I − λM, BR, 0), 0 6 λ 6 1.

Используя свойство гомотопической инвариантности степени и свой-
ство нормировки степени, мы получим, что

deg(I −M, BR, 0) = deg(I, BR, 0) = 1.

Так как эта степень отлична от нуля, то существует хотя бы одно
решение v ∈ W1 операторного включения (3.10). �

Поскольку существует хотя бы одно решение v ∈ W1 включения
(3.10), то из вышеприведенных рассуждений следует, что задача (3.8)–
(3.9) имеет хотя бы одно решение (v, f) ∈ W1 × L2(0, T ;V

0), а следо-
вательно и аппроксимационная задача имеет хотя бы одно решение
(v, f) ∈ W1 × L2(0, T ;V

0).

§6. Предельный переход

В этом пункте мы перейдем в аппроксимационной задаче к пределу
при δ → 0. Тем самым будет доказана теорема 2.1.

В силу теоремы 5.2 для каждого δ > 0 существует решение ап-
проксимационной задачи. Т.е. существует пара функций (v, f) ∈ W1 ×
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L2(0, T ;V
0), которая для любого ϕ ∈ V 2 удовлетворяет интегральному

равенству

〈v′δ, ϕ〉+ µ

∫

Ω

∇(vδ) : ∇(ϕ) dx −
n
∑

i,j=1

∫

Ω

vδivδj
∂ϕj

∂xi
dx

+ τ∗
n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(vδ)Eij(ϕ)
max{δ, | E(vδ)|}

dx+ δ

∫

Ω

A2vδAϕdx =

∫

Ω

fδϕdx,

условию обратной связи fδ ∈ Ψ(vδ) и начальному условию vδ(0) = a.
Рассмотрим последовательность δ → 0. В силу априорных оценок

(5.20)–(5.24) имеют место следующие сходимости:

vδ → v слабо в L2(0, T ;V
1); vδ → v сильно в L2(0, T ;L4(Ω)

3);

vδ → v с ильно в Lr(0, T ;V
1); vδ → v′ слабо в L2(0, T ;V

−2);

δvδ → u слабо в L2(0, T ;V
4).

Из указанных сходимостей получим, что

〈v′δ, ϕ〉 → 〈v, ϕ〉 при δ → 0;

µ

∫

Ω

∇(vδ) : ∇ϕdx → µ

∫

Ω

∇v : ∇ϕdx при δ → 0;

n
∑

i,j=1

∫

Ω

(vδ)i(vδ)j
∂ϕj

∂xi
dx →

n
∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂ϕj

∂xi
dx при δ → 0;

δ

∫

Ω

A2vAϕdx →
∫

Ω

A2uAϕdx при δ → 0,

Однако, в смысле распределений δA2v сходится к нулю. Отсюда, в
силу единственности предела, u = 0.

Здесь мы воспользовались тем, что vδ → v сильно в L2(0, T ;L4(Ω)
n),

поэтому (vδ)i(vδ)j сходится сильно к vivj в L1(0, T ;L2(Ω)).

Далее, так как
Eij(vδ)

max{δ, | E(vδ)|}
ограничено сверху константой, не

зависящей от δ, то это выражение сходится к некоторой функции w
слабо, например, в Lp(0, T ;Lp(Ω)) для любого 1 < p < ∞.
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Покажем теперь, что на самом деле

µ

∫

Ω

∇(vδ) : ∇(ϕ) dx +

n
∑

i,j=1

∫

Ω

Eij(vδ)Eij(ϕ)
max{δ, | E(vδ)|}

dx →
∫

Ω

σ : E(ϕ)dx

при δ → 0

для функции σ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)
n, удовлетворяющей при почти всех

(t, x) ∈ QT реологическому соотношению (1.2). Для этого введем функ-
цию

σδ = 2µE(vδ) +
τ∗E(vδ)

max{δ, | E(vδ)|}

и покажем, что она сходится в некотором смысле к функции σ =
2µE(v) + τ∗

|E(v)|E(v).
В силу поточечной сходимости имеем, что при E(vδ) 6= 0 последова-

тельность σδ → σ.
Рассмотрим множество A = QT ∩ {|E(v)| = 0} ∩ {|σ| > τ∗}, и пред-

положим, что mesA = m > 0. Определим:

χij =
σij

|σ| 1A ∈ L∞(QT ), Iδ =

∫

QT

σδ
ijχijdxdt, I =

∫

QT

σijχijdxdt.

Обозначим a = I − mτ∗, заметим что a > 0. Так как Iδ → I (в силу
слабой сходимости σδ → σ), то существует такое δ0, что ∀δ < δ0 вы-

полнено Iδ >
a

2
+mτ∗. Обозначим δ1 = min

(

δ0,
a

24µ|Q|

)

. Разделим A

на три подобласти:

A1 = Q ∩ {|E(vδ)| 6 δ}, A2 = Q ∩ {δ < |E(vδ)| 6 δ1},
A3 = Q ∩ {|E(vδ)| > δ1}.

И разобьем интеграл Iδ а три части Iδ =
3
∑

k=1

∫

Ak

σ : χdx =
3
∑

k=1

Ik.
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Рассмотрим их поотдельности:

I1 =

∫

A1

(

2µ+
τ∗

δ

)

E(vδ) : χdxdt, |I1| 6 2µδ1mesQ + τ∗mesA1 ∩ A,

I2 =

∫

A2

(

2µ+
τ∗

|E(v)|

)

E(vδ) : χdxdt, |I2| 6 2µδ1mesQ+ τ∗mesA2 ∩A,

I3 =

∫

A3

σδ : χdxdt, |I3| 6 C(1 + ‖vδ‖V 1)I(δ, δ),

где I(δ1, δ) = (mes(A ∩ A3))
1/2.

Используя то, что Iδ > a
2 + µτ∗ и |Iδ| 6

∑

k |Ik| получим, что

a

2
+ µτ∗ < |Iδ| 6 4µδ1mesQ+ CI(δ1, δ) +mτ∗ 6 CI(δ1, δ) +mτ∗ +

a

6
.

Получили противоречие с тем, что I(δ1, δ) → 0 при δ → 0, что следует
из того, что |E(vδ)| → 0 почти всюду на A, следовательно |E(vδ)| → 0
по мере. Итак, |σ| 6 τ∗ при |E(v)| = 0.

Положим

B = QT ∩ {E(v) 6= 0}.
В силу выбора σδ имеем что σδ → σ почти всюду на B. Для лю-

бого измеримого множества Q′ ⊂ QT и χij ∈ L∞(QT ) такого, что
χij |QT \B = 0 имеем

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Q′

σδ : χdxdt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 ‖χ‖L∞(QT )(mes(Q′))1/2(1 + ‖vdelta‖L2(0,T ;V 1)).

Следовательно, по теореме Витали
∫

B

σδ : χdxdt →
∫

B

σ : χdxdt.

С другой стороны σδ → σ слабо в L2(QT ). Отсюда и следует выпол-
нение реологического соотношения при |E(v)| 6= 0. Далее, принимая
во внимание априорные оценки на функцию vδ и условия (Ψ1)− (Ψ4),
мы без ограничения общности можем предположить, что существует
f∗ ∈ L2(0, T ;V

0) такое, что

fδ → f∗ ∈ Ψ(v∗) при δ → 0.
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Таким образом, переходя к пределу при δ → 0 в каждом из ин-
тегралов, получим, что тройка (v, σ, f) удовлетворяет при почти всех
t ∈ (0, T ) для любого ϕ ∈ V 2 равенству

〈v′, ϕ〉 −
n
∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂ϕj

∂xi
dx+

∫

Ω

σ : E(ϕ)dx = 〈f, ϕ〉,

реологическому соотношению

σ = 2µE(v) + τ∗
E(v)
|E(v)| для |E(v)| 6= 0,

|σ| 6 τ∗ для |E(v)| = 0,

и условию обратной связи

f ∈ Ψ(v).

§7. Доказательство теоремы 1.2

В силу теоремы 1.1 множество решений рассматриваемой задачи -
Σ не пусто. Следовательно, существует минимизирующая последова-
тельность (vl, σl, fl) ∈ Σ такая что

lim
l→∞

Φ(vl, σl, fl) = inf
(v,σ,f)∈Σ

Φ(v, σ, f).

Отметим, что в силу доказательства теоремы 1.1 для решений име-
ют место следующие оценки:

‖v‖L2(0,T ;V 1) 6 C(v0, f,Ω), ‖v‖L∞(0,T ;V 0) 6 C(v0, f,Ω),

‖v′‖L4/3(0,T ;V −1) 6 C(v0, f,Ω), ‖v‖Lα(0,T ;W 1+β
2

(Ω)n) 6 C(v0, f,Ω).

Здесь 0 < β < 1
2 и 1 < α < 2 некоторые константы, зависящие только

от v0, f, и Ω.
Отсюда как и ранее без ограничения общности и в случае необходи-

мости, переходя к подпоследовательности, мы можем предположить,
что

vl → v∗ слабо в L2(0, T ;V
1); vl → v∗ сильно в L2(0, T ;L4(Ω)

n);

vl → v∗ сильно в Lr(0, T ;V
1); vl → v′∗ слабо в L2(0, T ;V

−2);

σl → σ∗ слабо в L2(0, T ;L2(Ω)
n2

);

fl → f∗ ∈ Ψ(f∗) сильно в L2(0, T ;V
0).
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Тогда как и ранее имеем следующие сходимости

〈v′l, ϕ〉 → 〈v∗, ϕ〉 при l → 0;

µ

∫

Ω

∇(vl) : ∇ϕdx → µ

∫

Ω

∇v∗ : ∇ϕdx при l → 0;

n
∑

i,j=1

∫

Ω

(vl)i(vl)j
∂ϕj

∂xi
dx →

n
∑

i,j=1

∫

Ω

(v∗)i(v∗)j
∂ϕj

∂xi
dx при l → 0;

∫

Ω

σl : E(ϕ)dx →
∫

Ω

σ∗ : E(ϕ)dx при l → 0.

Аналогично предыдущему, переходя к пределу в реологическом со-
отношении (в силу слабой и поточечной сходимостей), получаем, что
предельная тройка функций (v∗, σ∗, f∗) ∈ Σ. В силу второго условия
на функционал качества Φ имеем

Φ(v∗, σ∗, f∗) 6 inf
(v,σ,f)∈Σ

Φ(v, σ, f).

Следовательно (v∗, σ∗, f∗) — требуемое решение.
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The paper is devoted to an optimal feedback control problem for Bing-
ham model with periodic conditions on spatial variables. It is given an
interpretation of the considered feedback control problem in the form of
an operator inclusion with a multi-valued right-hand side. On the base of
the topological approximation approach to the study of hydrodynamics
problems and the degree theory of multivalued vector fields, the solutions
existence of this inclusion is proved. Then it is proved that among the
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solutions of the considered problem there is a solution which minimizes to
a given quality functional.
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