
Записки научных
семинаров ПОМИ

Том 477, 2018 г.

Ю. О. Беляева, А. Л. Скубачевский

ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ПЕРВОЙ
СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ
УРАВНЕНИЙ ВЛАСОВА–ПУАССОНА В
БЕСКОНЕЧНОМ ЦИЛИНДРЕ

§1. Введение

Интерес к изучению уравнений Власова обусловлен многочисленны-
ми приложениями этих уравнений. Как в физике так и в математике
им посвящена обширная литература (см. [1–5, 7–21] и имеющуюся там
библиографию). Кинетические уравнение с самосогласованным элек-
трическим полем (уравнения Власова) без столкновений используются
при моделировании высокотемпературной плазмы и исследовании ее
поведения в управляемом термоядерном реакторе. Уравнения Власо-
ва используются также для описания бесстолкновительного затухания
волн в плазме: эффекта затухания Ландау [18].

Будем рассматривать систему уравнений Власова–Пуассона в бес-
конечном цилиндре:

−∆ϕ(x, t) = 4πe

∫

R3

∑

β

βfβ(x, v, t) dv, x ∈ Q, 0 < t < T, (1.1)

∂fβ

∂t
+ (v,∇xf

β) +
βe

mβ

(
−∇xϕ+

1

c
[v,B],∇vf

β

)
= 0, (1.2)

x ∈ Q, v ∈ R
3, 0 < t < T, β = ±1

с начальными условиями

fβ(x, v, t)
∣∣
t=0

= fβ
0 (x, v), x ∈ Q̄, v ∈ R

3, β = ±1 (1.3)

и краевым условием Дирихле

ϕ(x, t) = 0, x ∈ ∂Q, 0 6 t < T. (1.4)

Здесь Q = G×R, G ⊂ R2 – ограниченная область с границей ∂G ∈ C∞,
∂Q = ∂G×R, fβ = fβ(x, v, t) – функция плотности распределения
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решения, внешнее магнитное поле.
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положительно заряженных ионов, если β = +1, и электронов, если
β = −1, в точке x со скоростью v в момент времени t; ϕ = ϕ(x, t) –
потенциал самосогласованного электрического поля; ∇x и ∇v – гради-
енты по x и v, соответственно; m+1 и m−1 – массы иона и электрона;
e – заряд электрона; c – скорость света; B – индукция внешнего маг-
нитного поля; ( · , · ) – скалярное произведение в R3; [ · , · ] – векторное
произведение в R3.

Можно выделить несколько направлений в исследовании уравне-
ний Власова. Решение уравнения (1.1) может быть записано в виде
ньютоновского потенциала. Подставляя это решение в уравнение (1.2),
мы получим интегро-дифференциальное уравнение, содержащее яд-
ро со слабой особенностью. Глобальная разрешимость описанных вы-
ше уравнений со “сглаженным” ядром в отсутствие магнитного поля
изучалась в работах У. Брауна и К. Хеппа [12], В. П. Маслова [5] и
Р. Л. Добрушина [2].

Существование глобального обобщенного решения задачи Коши для
уравнений Власова–Пуассона было доказано А. А. Арсеньевым [1].
Далее уравнения с сингулярным ядром и существование глобального
обобщенного решения в случае задачи Коши изучались Р. Дж. ДиПер-
на и П. Л. Лионсом [13], Э. Хорстом и Р. Хюнце [16] и др.

Глобальным классическим решениям задачи Коши для системы
уравнений Власова–Пуассона посвящены работы Ю. Батта [11], Э.
Хорста [15], К. Пфаффельмозера [19] и Дж. Шеффера [20], К. Бар-
доса и П. Дегонда [10].

В областях с границей уравнения Власова исследованы значительно
меньше. В случае полупространства глобальные классические реше-
ния изучались Я. Гуо [14] и Х. Дж. Хуангом, Х. Х. Л. Веласкесом [17].
В общей постановке вопрос о существовании классических решений
смешанных задач для системы уравнений Власова–Пуассона является
нерешенной проблемой [4].

Для осуществления управляемого термоядерного синтеза исполь-
зуется высокотемпературная плазма. Наиболее взвешенное и коррект-
ное определение понятия плазмы может быть сформулировано сле-
дующим образом [3]. “Плазма — это ионизованный газ, состоящий из
электронов и полностью или частично ионизованных атомов (ионов),
движение которых и (как следствие) макроскопическое поведение всей
плазмы определяется преимущественно коллективными процессами.”
В большинстве исследований по уравнениям Власова допускается ряд
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упрощений: рассматривается однокомпонентная плазма, магнитное по-
ле B полагается равным нулю. В случае бесконечного цилиндра урав-
нения Власова–Пуассона описывают кинетику плазмы в пробочной
ловушке. Чтобы осуществить удержание плазменного шнура строго
внутри реактора в реальных установках используют достаточно боль-
шое магнитное поле. Поэтому важно рассматривать двукомпонентную
модель плазмы под действием внешнего магнитного поля и исследо-
вать решения, носители которых лежат на некотором расстоянии от
границы области.

Смешанные задачи для уравнений Власова–Пуассона, описываю-
щих двукомпонентную модель плазмы с внешним магнитным полем,
в бесконечном цилиндре и полупространстве впервые исследовалась в
работах [7–9,21]. Получен ряд результатов связанных с существовани-
ем и единственностью классических решений с носителями, лежащими
на некотором расстоянии от границы рассматриваемых областей.

Данная работа посвящена исследованию первой смешанной зада-
чи для системы уравнений Власова–Пуассона с внешним магнитным
полем в бесконечном цилиндре. Показано, что если магнитное поле B
достаточно велико, то характеристики уравнений Власова не пересека-
ют границу рассматриваемой области. Получены новые достаточные
условия существования и единственности решений, носители которых
лежат строго во внутреннем цилиндре.

Статья построена следующим образом. Раздел 2 содержит обозна-
чения и определения используемых функциональных пространств. В
Разделе 3 исследуются траектории движения частиц системы уравне-
ний Власова с фиксированным потенциалом. Показано, что при дей-
ствии достаточно большого магнитного поля характеристики не пере-
секают границу цилиндра. Раздел 4 посвящен построению функций
Fϕ(x, t) =

∫
R3

∑
β=±1

βfβ
ϕ (x, v, t) dv, где fβ

ϕ (x, v, t)-решения системы (1.1)–

(1.2) с фиксированным потенциалом. Далее в разделе 4 показано, что
функции Fϕ(x, t) принадлежат соответствующим пространствам Гель-
дера. В Разделе 5 доказаны существование и единственность решения
задачи (1.1)–(1.4) для достаточно малых начальных функций распре-
деления и достаточно большого магнитного поля.
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§2. Обозначения

Введем некоторые функциональные пространства. Обозначим че-
рез Cs(Rn) (Cs(Q)), s > 0, n ∈ N, пространство Гёльдера функций
непрерывных в R

n (Q) и имеющих непрерывные производные в R
n

(Q) вплоть до k-го порядка, k = [s], с конечной нормой

‖u‖s = max
|α|6k

sup
x

∣∣Dαu(x)
∣∣ для s = k ∈ Z, 0 6 k,

‖u‖s = ‖u‖k + |u|k+σ для s = k + σ, 0 6 k ∈ Z, 0 < σ < 1,

где

|u|k+σ = max
|α|=k

sup
x 6=y

|x− y|−σ
∣∣Dαu(x)−Dαu(y)

∣∣,

Dα =

(
∂

∂x1

)α1

. . .

(
∂

∂xn

)αn

, α=(α1, . . . , αn), |α|=α1+. . .+αn.

Введем пространство C1(Q × R3 × [0, T ]) ограниченных непрерывных
функций в Q×R3 × [0, T ], имеющих в Q×R3 × [0, T ] все производные
первого порядка ограниченные и непрерывные в Q × R3 × [0, T ].

Замечание 2.1. Для любого s > 0 пространства Cs(Rn) и Cs(Q)
банаховы. Если s = k + σ, 0 6 k ∈ Z и 0 < σ < 1, то пространство
Cs(Rn) (Cs(Q)) не является сепарабельным, а множество бесконечно
дифференцируемых функций в Rn(Q) с конечной нормой ‖ · ‖s не
будет всюду плотным в Cs(Rn) (Cs(Q)).

Пусть Ċk(Rn), k, n ∈ N – пространство непрерывно дифференциру-
емых функций в Rn с компактными носителями.

Обозначим через Cs
0(Q̄), s > 0, замыкание множества функций из

Cs(Q̄) с компактными в Q̄ носителями.

Будем обозначать Ĉs(R3) пространство вектор-функций

Y = (Y1, Y2, Y3)
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с координатами Yi ∈ Cs(R3) и нормой

‖Y ‖s = max
06m6k

〈Y 〉m, 〈Y 〉m =

{ 3∑

i=1

max
|α|=m

∥∥DαYi
∥∥2
0

}1
2

для s = k ∈ Z, 0 6 k,

‖Y ‖s = ‖Y ‖k + 〈Y 〉k+σ , 〈Y 〉k+σ =

{ 3∑

i=1

|Yi|2k+σ

}1
2

для s = k + σ, 0 6 k ∈ Z, 0 < σ < 1.

Введем банахово пространство C
(
[0, T ], Cs

0(Q)
)
, s > 0, непрерывных

функций [0, T ] ∋ t 7→ ϕ( · , t) ∈ Cs
0(Q) с нормой

‖ϕ‖s,T = sup
06t6T

∥∥ϕ( · , t)
∥∥
s
.

Рассмотрим также банахово пространство L1

(
(0, T ), Cs

0(Q)
)
, s > 0,

измеримых по Лебегу функций (0, T ) ∋ t 7→ ϕ( · , t) ∈ Cs
0(Q) с нормой

‖ϕ‖L1((0,T ),Cs
0
(Q)) =

T∫

0

∥∥ϕ( · , t)
∥∥
s
dt.

Будем обозначать W k
p (Q), k ∈ N, p > 2, пространство Соболева функ-

ций из v ∈ Lp(Q) имеющих все обобщенные производные ∂αx v ∈ Lp(Q),
|α| 6 k, с нормой

‖v‖Wk
p (Q) =

{ ∑

|α|6k

∫

Q

∣∣∂αx v(x)
∣∣pdx

}1/p

. (2.1)

Обозначим W
k− 1

p
p (∂Q), k > 1, пространство следов на ∂Q функций из

W k
p (Q) с нормой

‖g‖
W

k−
1
p

p (∂Q)
= inf

ω
‖ω‖Wk

p (Q) (ω|∂Q = g). (2.2)

Обозначим

Ms,R =
{
ϕ ∈ C

(
[0, T ], Cs

0(Q)
)
: ‖ϕ‖L1((0,T ),Cs

0
(Q)) 6 R

}
,

R > 0, s > 0. Очевидно, что Ms,R – полное метрическое пространство
с метрикой ρs,R(ϕ, ψ) = ‖ϕ− ψ‖s,T .
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Определение 2.1. Вектор-функцию {ϕ, fβ},

ϕ ∈ C([0, T ], C2+σ
0 (Q)),

fβ ∈ C1(Q× R
3 × [0, T ])

мы назовем классическим решением задачи (1.1)–(1.4), в случае ес-

ли {ϕ, fβ} удовлетворяет уравнениям (1.1), (1.2), начальным услови-

ям (1.3) и краевому условию (1.4).

Пусть

Br(x0) = {x ∈ R
3 : |x− x0| < r}, Br = Br(0), |Br| = 4πr3/3

и

Gδ = {x′ ∈ G : dist(x′, ∂G) > δ},
Qδ = {x ∈ Q : dist(x, ∂Q) > δ},

где δ > 0. Предположим, что G2δ 6= ∅.
Сформулируем теперь условия, которым должны удовлетворять

магнитное поле B и начальные плотности распределения fβ
0 (x, v).

Условие 2.1. Пусть B ∈ Ĉ1+σ(Q), и пусть B(x) = (0, 0, h) для x ∈
Qδ/4, где

16c

eδ
ψ(T )

(
ρ+

√
3 eR

)
< h, (2.3)

δ, ρ, R, h > 0 не зависят от x, а ψ ∈ C
(
[0,∞), [0, 1]

)
неубывающая функ-

ция, заданная по формуле

ψ(t) =





2−
1
2

(
1− cos

(
eh

cm−1
t

))1
2
, t ∈

[
0,
m−1cπ

eh

]
,

1, t ∈
[m−1cπ

eh
,∞
)
.

Обозначим

D0 =
(
Qδ0 ∩Bκ0

)
×Bρ0

, (2.4)

где δ0,κ0,κ, ρ0 > 0 таковы, что 3δ/2 < δ0 < κ0 < κ − δ/8, ρ0 < ρ,
Qδ0 ∩Bκ0

6= ∅ .

Условие 2.2. Пусть fβ
0 ∈ Ċ1+σ(R6) и пусть supp fβ

0 ⊂ D0.
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§3. Характеристики уравнений Власова с

фиксированным потенциалом

Предположим, что выполняются условия 2.1 и 2.2. Для заданной
функции ϕ ∈ M2+σ,R, уравнение (1.2) с начальным условием (1.3)
можно решить, используя метод характеристик. Для этого рассмот-
рим систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

dXβ
ϕ

dτ
= V β

ϕ , 0 < τ < T, β = ±1, (3.1)

dV β
ϕ

dτ
= − βe

mβ
∇xϕ

(
Xβ

ϕ , τ
)
+

βe

mβc

[
V β
ϕ , B(Xβ

ϕ)
]
, (3.2)

0 < τ < T, β = ±1

с начальными условиями

Xβ
ϕ

∣∣
τ=0

= x, β = ±1, (3.3)

V β
ϕ

∣∣
τ=0

= v, β = ±1, (3.4)

где x ∈ Q, v ∈ R3.

Поскольку ϕ ∈ C
(
[0, T ], C2+σ

0 (Q)
)
, из теоремы о непродолжаемых

решениях следует, что для любых x ∈ Q и v ∈ R3 существует един-
ственное непродолжаемое решение задачи (3.1)–(3.4) на некотором по-
луинтервале

[
0, T β

ϕ (x, v)
)

с T β
ϕ (x, v) 6 T . Обозначим это решение через(

Xβ
ϕ(x, v, τ), V

β
ϕ (x, v, τ)

)
.

Лемма 3.1. Пусть ϕ ∈M2+σ,R. Тогда
∣∣V β

ϕ (x, v, t)
∣∣ < ρ1, β = ±1 (3.5)

для всех x ∈ Q, 0 < t < T β
ϕ (x, v), и |v | < ρ, где ρ1 = ρ+ 3

1
2 e

m−1
R.

Доказательство. Умножим уравнение (3.2) на V β
ϕ . Тогда мы имеем

1

2

d

dτ

∣∣V β
ϕ (x, v, τ)

∣∣2 = − βe

mβ

(
∇xϕ

(
Xβ

ϕ , τ
)
, V β

ϕ (x, v, τ)
)
.

Отсюда из неравенства Коши–Буняковского мы получим

1

2

d

dτ

∣∣V β
ϕ (x, v, τ)

∣∣2 6
e

m−1

∣∣∇xϕ
(
Xβ

ϕ , τ
)∣∣∣∣V β

ϕ (x, v, τ)
∣∣.
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Следовательно,

d

dτ

∣∣V β
ϕ (x, v, τ)

∣∣ 6 e

m−1

∣∣∇xϕ
(
Xβ

ϕ , τ
)∣∣. (3.6)

Интегрируя (3.6) от 0 до t по dτ , имеем

∣∣V β
ϕ (x, v, t)

∣∣ 6 |v|+ e

m−1

t∫

0

∣∣∇xϕ
(
Xβ

ϕ , τ
)∣∣ dτ

6 ρ+ 31/2
e

m−1

t∫

0

‖ϕ( · , τ)‖1 dτ.

(3.7)

Поскольку ϕ ∈M2+σ,R, из (3.7) следует (3.5). �

Введем матрицу

R(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, θ ∈ R.

Умножение на матрицу R(θ) соответствует вращению на угол θ на
плоскости. Следующее утверждение позволяет применить свойства
этого оператора к исследованию траекторий заряженных частиц при
наличии ненулевого магнитного поля в (3.2). В [9] доказаны следую-
щие свойства матрицы R(θ).

Лемма 3.2. (a) R(θ1)R(θ2) = R(θ1 + θ2), θ1, θ2 ∈ R.

(b) R(θ)m = R(mθ), θ ∈ R, m ∈ Z.

(c)
d

dθ
R(θ) = R(π/2)R(θ) = R(θ + π/2), θ ∈ R.

(d) |R(θ)x| = |x|, θ ∈ R, x ∈ R2.

(e) exp(tR(θ)) = exp(t cos θ)R(t sin θ).

Обозначим x′ = (x1, x2) и

Xβ′

ϕ (x, v, τ) =
(
Xβ

ϕ1(x, v, τ), X
β
ϕ2(x, v, τ)

)
.

Лемма 3.3. Пусть при некоторых δ, ρ, R, h > 0, выполняется усло-

вие 2.1, и пусть δ′, таково, что δ′>δ/2. Тогда для всех ϕ∈M2+σ,R ре-

шение
(
Xβ

ϕ(x, v, τ), V β
ϕ (x, v, τ)

)
задачи (3.1)–(3.4) на интервале
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[
0, T β

ϕ (x, v)
) (

T β
ϕ (x, v) 6 T

)
обладает следующими свойствами: ес-

ли x′ ∈ Gδ′ , v ∈ Bρ, то T β
ϕ (x, v) = T ,

∣∣Xβ′

ϕ (x, v, τ) − x′
∣∣ < δ/8, а

V β
ϕ (x, v, τ) ∈ Bρ1

для всех τ ∈ [0, T ).

Доказательство. 1. Докажем, что T β
ϕ (x, v) = T и

∣∣Xβ′

ϕ (x, v, τ)−x′
∣∣ <

δ/8 для всех τ ∈
[
0, T β

ϕ (x, v)
)
.

Предположим противное: либо T β
ϕ (x, v) < T , либо

∣∣Xβ′

ϕ (x, v, τ0)− x′
∣∣ > δ/8

для некоторого τ0 ∈ [0, T β
ϕ (x, v)

)
.

Заметим, что неравенство T β
ϕ (x, v) < T влечет выполнение следую-

щего соотношения lim
τ→Tβ

ϕ (x,v)−0
dist

(
Xβ′

ϕ (x, p, τ), ∂G
)
= 0. Следователь-

но,
∣∣Xβ′

ϕ (x, v, τ0) − x′
∣∣ > δ/8 для некоторого τ0 ∈ [0, T β

ϕ ). Поскольку

Xβ′

ϕ (x, v, 0) = x′, то для некоторого τ1, 0 < τ1 < T β
ϕ (x, v), мы имеем

∣∣Xβ′

ϕ (x, v, τ1)− x′
∣∣ = δ/8,

∣∣Xβ′

ϕ (x, v, τ) − x′
∣∣ < δ/8, τ ∈ [0, τ1).

(3.8)

В силу условия 2.1, мы можем переписать уравнение (3.2) в виде

dV β
ϕ (τ)

dτ
=− βe

mβ
∇xϕ(X

β
ϕ , τ) +

βe

mβc




0 h 0
−h 0 0
0 0 0


V β

ϕ (τ), τ ∈(0, τ1).

Следовательно,

d

dτ

(
V β
ϕ1(τ)

V β
ϕ2(τ)

)
+
βeh

mβc
R
(π
2

)(V β
ϕ1(τ)

V β
ϕ2(τ)

)
= − βe

mβ
∇(x1,x2)ϕ(X

β
ϕ , τ),

τ ∈ (0, τ1).

Умножая последнее уравнение на exp
(
τ
βeh

mβc
R
(π
2

))
, мы получим

d

dτ

[
exp

(
τ
βeh

mβc
R
(π
2

))(V β
ϕ1(τ)

V β
ϕ2(τ)

)]

= − βe

mβ
exp

(
τ
βeh

mβc
R
(π
2

))
∇(x1,x2)ϕ

(
Xβ

ϕ , τ
)
, τ ∈ (0, τ1). (3.9)
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Интегрируя (3.9) от 0 до t, t ∈ (0, τ1), мы имеем

exp

(
t
βeh

mβc
R
(π
2

))(V β
ϕ1(t)

V β
ϕ2(t)

)
−
(
v1
v2

)

= − βe

mβ

t∫

0

exp

(
τ
βeh

mβc
R
(π
2

))
∇(x1,x2)ϕ

(
Xβ

ϕ , τ
)
dτ.

Из леммы 3.2 (e) следует, что

exp

(
τ
βeh

mβc
R
(π
2

))
= exp

(
τ
βeh

mβc
cos

π

2

)
R

(
τ
βeh

mβc
sin

π

2

)

= R

(
τ
βeh

mβc

)
,

умножая предыдущее уравнение на R
(
−t βehmβc

)
, мы получим

(
V β
ϕ1(t)

V β
ϕ2(t)

)
= R

(
−t βeh

mβc

)(
v1
v2

)

− βe

mβ

t∫

0

R

(
(τ − t)

βeh

mβc

)
∇(x1,x2)ϕ

(
Xβ

ϕ , τ
)
dτ.

Поэтому из (3.1) мы получим
(
Xβ

ϕ1(τ1)

Xβ
ϕ2(τ1)

)
=

(
x1
x2

)
+ I1 + I2, (3.10)

где

I1 =

τ1∫

0

R

(
−t βeh

mβc

)(
v1
v2

)
dt,

I2 = − βe

mβ

τ1∫

0

t∫

0

R

(
(τ − t)

βeh

mβc

)
∇(x1,x2)ϕ

(
Xβ

ϕ , τ
)
dτdt.

Вычислим I1 и I2.
В силу леммы 3.2 (c) мы имеем

R

(
−t βeh

mβc

)
= −mβc

βeh

d

dt

(
R

(
−t βeh

mβc
− π

2

))
.
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Отсюда

I1 =
mβc

βeh

[
−R

(
−t βeh

mβc
− π

2

)]∣∣∣∣
t=τ1

t=0

(
v1
v2

)

=
mβc

βeh

{
−R

(
−τ1

βeh

mβc
− π

2

)
+R(−π

2
)

}(
v1
v2

)

=
mβc

βeh

{
−R

(
−τ1

βeh

mβc

)
+R(0)

}
R
(
− π

2

)(v1
v2

)

=
mβc

βeh



1−cos

(
τ1
βeh

mβc

)
− sin

(
τ1
βeh

mβc

)

sin

(
τ1
βeh

mβc

)
1−cos

(
τ1
βeh

mβc

)



(

0 1
−1 0

)(
v1
v2

)

=
mβc

βeh




sin

(
τ1
βeh

mβc

)
1− cos

(
τ1
βeh

mβc

)

−
(
1− cos

(
τ1
βeh

mβc

))
sin

(
τ1
βeh

mβc

)



(
v1
v2

)

=
mβc

βeh




β sin

(
τ1

eh

mβc

)
v1 +

(
1− cos

(
τ1

eh

mβc

))
v2

−
(
1− cos

(
τ1

eh

mβc

))
v1 + β sin

(
τ1

eh

mβc

)
v2


 .

Таким образом, мы имеем

|I1|=
mβc

eh

×
√

(

β sin

(

τ1
eh

mβc

)

v1+

(

1−cos

(

τ1
eh

mβc

))

v2

)2

+

(

−
(

1−cos

(

τ1
eh

mβc

))

v1+β sin

(

τ1
eh

mβc

)

v2

)2

=
mβc

eh

√

√

√

√

(

v21 + v22
)

(

(

1−cos

(

τ1
eh

mβc

))2

+ sin2
(

τ1
eh

mβc

)

)

=
mβc

eh
|v|

√
2

√

1− cos

(

τ1
eh

mβc

)

6
2c

eh
ψ(τ1)|v| 6

2c

eh
ψ(T )|v|. (3.11)

С другой стороны, используя лемму 3.2 (c), мы видим, что

I2 = −
βe

mβ

τ1
∫

0

{ τ1
∫

τ

R

(

(τ − t)
βeh

mβc

)

dt

}

∇(x1,x2)ϕ
(

X
β
ϕ , τ

)

dτ
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=
c

h

τ1
∫

0

{

R

(

(τ − τ1)
βeh

mβc

)

−R(0)

}

R
(

−
π

2

)

∇(x1,x2)ϕ
(

X
β
ϕ , τ

)

dτ

=
c

h

τ1
∫

0









cos

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

−1 −sin

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

sin

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

cos

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

−1









(

0 1
−1 0

)





∂ϕ

(

Xβ
ϕ,τ

)

∂x1

∂ϕ

(

Xβ
ϕ,τ

)

∂x2



dτ

=
c

h

τ1
∫

0









sin

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

cos

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

−1

1−cos

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

sin

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)













∂ϕ

(

Xβ
ϕ,τ

)

∂x1

∂ϕ

(

Xβ
ϕ,τ

)

∂x2



 dτ

=
c

h

τ1
∫

0









sin

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

∂ϕ

(

Xβ
ϕ,τ

)

∂x1
+

(

cos

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

−1

)

∂ϕ

(

Xβ
ϕ,τ

)

∂x2

(

1−cos

(

(τ−τ1)
eh

mβc

))

∂ϕ

(

Xβ
ϕ,τ

)

∂x1
+sin

(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

∂ϕ

(

Xβ
ϕ,τ

)

∂x2









dτ

Тогда аналогично (3.11) мы имеем

|I2|=
c

h

τ1
∫

0

×

√

√

√

√

(

(

1−cos

(

(τ−τ1)
eh

mβc

))2

+sin2
(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

)

((

∂ϕ
(

X
β
ϕ , τ
)

∂x1

)2

+

(

∂ϕ
(

X
β
ϕ , τ
)

∂x2

)2)

dτ

=
c

h

τ1
∫

0

(

(

1− cos

(

(τ−τ1)
eh

mβc

))2

+sin2
(

(τ−τ1)
eh

mβc

)

)

1
2∣
∣

∣∇(x1,x2)ϕ
(

Xβ
ϕ , τ

)

∣

∣

∣ dτ

6
2c

h
ψ(T )

τ1
∫

0

∣

∣

∣
∇(x1,x2)ϕ

(

Xβ
ϕ , τ

)

∣

∣

∣
dτ 6

2
√
2c

h
ψ(T )

T
∫

0

∥

∥ϕ( · , τ)
∥

∥

1
dτ. (3.12)

Из (3.8), (3.10)–(3.12) следует, что

δ

8
=
∣∣Xβ′

ϕ (x, v, τ1)− x′
∣∣ 6 |I1|+ |I2|

6 ψ(T )
2c

eh

(
ρ+ 2

1
2 e

T∫

0

∥∥ϕ( · , τ)
∥∥
1
dτ

)

6 ψ(T )
2c

eh

(
ρ+ 2

1
2 eR

)
.

(3.13)
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С другой стороны, (2.3) влечет за собой неравенство

2c

eh
ψ(T )

(
ρ+ 3

1
2 eR

)
<
δ

8
.

Это противоречит (3.13). Таким образом, мы доказали, что

T β
ϕ (x, v) = T и

∣∣Xβ′

ϕ (x, v, τ) − x′
∣∣ < δ/8 для всех τ ∈ [0, T ).

2. В силу леммы 3.1,
∣∣V β

ϕ (x, v, t)
∣∣ < ρ1 для всех x′ ∈ Gδ′ , v ∈ Bρ и

t ∈ [0, T ). �

Следствие 3.1. Предположим, что выполняется следующее усло-

вие:

Условие 3.1. Пусть B ∈ Ĉ1+σ(Q), и пусть B(x) = (0, 0, h) для x ∈
Qδ/4, где

16c

eδ

(
ρ+

√
3 eR

)
< h, (3.14)

δ, ρ, R, h > 0 не зависят от x.

Тогда для любых ϕ ∈ M2+σ,R, x ∈ Q7δ/8 и v ∈ Bρ, мы имеем

T β
ϕ (x, v) = ∞ и Xβ

ϕ(x, v, τ) ∈ Q3δ/4, V
β
ϕ (x, v, τ) ∈ Bρ1

для всех τ ∈
[0,∞).

Рассмотрим теперь систему дифференциальных уравнений (3.1),
(3.2) на интервале (0, t), 0 < t 6 T , с начальными условиями

Xβ
ϕ

∣∣
τ=t

= y (β = ±1), (3.15)

V β
ϕ

∣∣
τ=t

= q (β = ±1). (3.16)

В силу теоремы о непродолжаемых решениях для любых y ∈ Q и
q ∈ R3 существует единственное непродолжаемое решение задачи (3.1),
(3.2), (3.15), (3.16) для

τ ∈
(
T β
ϕ (y, q, t), t

]
, 06T β

ϕ (y, q, t) < t.

Обозначим это решение через
(
Xβ

ϕ(y, q, t, τ) V
β
ϕ (y, q, t, τ)

)
.

Аналогично лемме 3.3 можно доказать следующее утверждение.

Лемма 3.4. Пусть при некоторых δ, ρ, R, h > 0, выполняется условие

2.1 и пусть δ′, таково, что δ′>δ/2. Тогда для всех ϕ∈M2+σ,R решение(
Xβ

ϕ(y, q, t, τ), V
β
ϕ (y, q, t, τ)

)
задачи (3.1), (3.2), (3.15), (3.16) на интер-

вале
(
T β
ϕ (y, q, t), t

]
(06T β

ϕ (y, q, t)) обладает следующими свойствами:
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если y′ ∈ Gδ′ , q ∈ Bρ1
, то T β

ϕ (y, q, t)=0,
∣∣Xβ′

ϕ (y, q, t, τ) − y′
∣∣ < δ/8, а

V β
ϕ (y, q, t, τ) ∈ Bρ2

для всех τ ∈ (0, t], где ρ2 = ρ1 +
3
1
2 e

m−1
R.

Следствие 3.2. Пусть выполняется условие 3.1. Тогда для любых

ϕ ∈ M2+σ,R, y ∈ Q7δ/8, q ∈ Bρ1
и 0 < t 6 T мы имеем T β

ϕ (y, q, t) = 0,

Xβ
ϕ(y, q, t, τ) ∈ Q3δ/4 и V β

ϕ (y, q, t, τ) ∈ Bρ2
.

§4. Плотности распределения заряженных частиц

Обозначим
Ω0 =

(
Q3δ/4 ∩Bκ1

)
×Bρ1

, (4.1)

где κ1 = κ + Tρ1.
Пусть выполняется условие 2.1, и пусть ϕ ∈ M2+σ,R. Тогда из лем-

мы 3.4 следует, что для любых (y, q) ∈ Ω0 и 0 < t 6 T существу-
ет единственное непродолжаемое решение

(
Xβ

ϕ(y, q, t, τ), V
β
ϕ (y, q, t, τ)

)

задачи (3.1), (3.2), (3.15), (3.16) на полуинтервале (0, t]. Продолжая
функции Xβ

ϕ(y, q, t, τ), V
β
ϕ (y, q, t, τ) по непрерывности в τ = 0, мы бу-

дем полагать X̂β
ϕ(y, q, t) = Xβ

ϕ(y, q, t, 0), V̂
β
ϕ (y, q, t) = V β

ϕ (y, q, t, 0).
Для произвольно заданного 0 < t 6 T рассмотрим отображение

Ŝβ
ϕ,t(y, q) : Ω0 → Ωβ

ϕ,t = {(x, v) : (x, v) = Ŝϕ,t(y, q), (y, q) ∈ Ω0}, заданное
по формуле

Ŝβ
ϕ,t(y, q) =

(
X̂β

ϕ(y, q, t), V̂
β
ϕ (y, q, t)

)
.

Поскольку ϕ ∈ M2+σ,R и B ∈ Ĉ1+σ(Q), то согласно теореме о диф-

ференцируемости решений по начальным данным функция Ŝβ
ϕ,t(y, q)

непрерывно дифференцируема по y и q на множестве Ω0.

Положим Ŝβ
ϕ,0(x, v) = (x, v).

Очевидно, для любого 0 6 t < T отображение Sβ
ϕ,t : Ω

β
ϕ,t → Ω0,

заданное по формуле

Sβ
ϕ,t(x, v) =

(
Xβ

ϕ(x, v, t), V
β
ϕ (x, v, t)

)

является обратным к Ŝβ
ϕ,t, т. е.

Ŝβ
ϕ,t

(
Sβ
ϕ,t(x, v)

)
= (x, v), (x, v) ∈ Ωβ

ϕ,t. (4.2)

Продолжим отображение Sβ
ϕ,t по непрерывности в t = T .

Поскольку ϕ ∈ M2+σ,R и B ∈ Ĉ1+σ(Q), то согласно теореме о диф-
ференцируемости решений по начальным данным функция Sϕ,t(x, v)
непрерывно дифференцируема по x, v и t для любых t ∈ [0, T ] и
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(x, v) ∈ Ωβ
ϕ,t. Поэтому из (4.2) и непрерывной дифференцируемости

Ŝβ
ϕ,t по y и q следует, что функция Ŝβ

ϕ,t, y, q ∈ Ω0, непрерывно диффе-
ренцируема по t.

Лемма 4.1. Пусть выполнено условие 2.1, и пусть ϕ ∈M2+σ,R. Тогда

∣∣∣∣
∂X̂β

ϕ(x, v, t)

∂xj

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∂V̂ β

ϕ (x, v, t)

∂xj

∣∣∣∣ 6 c0,

(x, v) ∈ Ω0, 0 < t < T, j = 1, 2, 3,

(4.3)

где

c0 = exp

(
max

{
3eR

m−1
+

√
3 eρ2
cm−1

〈B〉1T, T
})

. (4.4)

Доказательство. Пусть (x, v) ∈ Ω0. Рассмотрим уравнения в вариа-
циях для системы (3.1), (3.2).

d

dτ

(
∂Xβ

ϕ

∂xj

)
=
∂V β

ϕ

∂xj
(0 < τ < t), (4.5)

d

dτ

(
∂V β

ϕ

∂xj

)
= − βe

mβ

3∑

k=1

∇Xβ
ϕ

(
∂ϕ
(
Xβ

ϕ , τ
)

∂Xβ
ϕk

)
∂Xβ

ϕk

∂xj

+
βe

mβc

{[
∂V β

ϕ

∂xj
, B
(
Xβ

ϕ

)]
+

[
V β
ϕ ,

3∑

k=1

∂B
(
Xβ

ϕ

)

∂Xβ
ϕk

∂Xβ
ϕk

∂xj

]}
, (4.6)

0 < τ < t.

В силу (3.15), (3.16) с y = x и q = v начальные условия для систе-
мы (4.5), (4.6) примут вид

∂Xβ
ϕi

∂xj

∣∣∣∣
τ=t

= δij ,
∂V β

ϕi

∂xj

∣∣∣∣
τ=t

= 0, i = 1, 2, 3. (4.7)

Рассмотрим сначала уравнение (4.5). Перейдем к новой переменной
ξ = τ и проинтегрируем (4.5) по ξ от τ до t:

t∫

τ

d

dξ

(
∂Xβ

ϕ(ξ)

∂xj

)
dξ =

t∫

τ

∂V β
ϕ (ξ)

∂xj
dξ, 0 < τ < t.
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Отсюда из (4.7) получим

Aj −
∂Xβ

ϕ(τ)

∂xj
=

t∫

τ

∂V β
ϕ (ξ)

∂xj
dξ, 0 < τ < t,

где Aj ∈ R3 - вектор с элементами aij = δij(i = 1, 2, 3).
Перейдем к новым переменным s = t− ξ, τ1 = t− τ :

Aj −
∂Xβ

ϕ(t− τ1)

∂xj
=

τ1∫

0

∂V β
ϕ (t− s)

∂xj
ds, 0 < τ < t.

Полагая X̃β
ϕ(s) = Xβ

ϕ(t− s), Ṽ β
ϕ (s) = V β

ϕ (t− s), получим:

∂X̃β
ϕ(τ1)

∂xj
= Aj −

τ1∫

0

∂Ṽ β
ϕ (s)

∂xj
d(s), 0 < τ1 < t.

Отсюда вытекает следующее неравенство:

∣∣∣∣
∂X̃β

ϕ(τ1)

∂xj

∣∣∣∣ 6 1 +

τ1∫

0

∣∣∣∣
∂Ṽ β

ϕ (s)

∂xj

∣∣∣∣ ds, 0 < τ1 < t. (4.8)

Рассмотрим теперь уравнение (4.6). Умножим обе части (4.6) на
∂V β

ϕ

∂xj
. Тогда

1

2

d

dτ

∣∣∣∣
∂V β

ϕ

∂xj

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
∂V β

ϕ

∂xj

∣∣∣∣
d

dτ

∣∣∣∣
∂V β

ϕ

∂xj

∣∣∣∣

=− βe

mβ

3∑

k=1

∇Xβ
ϕ

(
∂ϕ
(
Xβ

ϕ , τ
)

∂Xβ
ϕk

)
∂Xβ

ϕk

∂xj

∂V β
ϕ

∂xj

+
βe

mβc

([
V β
ϕ ,

3∑

k=1

∂B
(
Xβ

ϕ

)

∂Xβ
ϕk

∂Xβ
ϕk

∂xj

]
,
∂V β

ϕ

∂xj

)
, 0 < τ < t.

Перейдем к новой переменной ξ = τ и проинтегрируем полученное
неравенство по ξ от τ до t с учетом начальных условий (4.7). Тогда мы
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имеем

∣∣∣∣
∂V β

ϕ (τ)

∂xj

∣∣∣∣6
3e

mβ

t∫

τ

‖ϕ( · , ξ)‖2
∣∣∣∣
∂Xβ

ϕ(ξ)

∂xj

∣∣∣∣dξ+
√
3eρ2
mβc

〈B〉1
t∫

τ

∣∣∣∣
∂Xβ

ϕ(ξ)

∂xj

∣∣∣∣dξ.

Переходя к новым переменным s = t− ξ, τ1 = t− τ мы получим

∣∣∣∣
∂Ṽ β

ϕ (τ1)

∂xj

∣∣∣∣ 6
3e

mβ

τ1∫

0

∥∥ϕ( · , t− s)
∥∥
2

∣∣∣∣
∂X̃β

ϕk(s)

∂xj

∣∣∣∣ds

+
e

mβc

√
3ρ2〈B〉1

τ1∫

0

∣∣∣∣
∂X̃β

ϕk(s)

∂xj

∣∣∣∣ds, 0 < τ1 < t.

(4.9)

Из неравенств (4.8), (4.9) следует
∣∣∣∣
∂Xβ

ϕ(τ)

∂xj

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∂V β

ϕ (τ)

∂xj

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∂Xβ

ϕ(t− τ1)

∂xj

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∂V β

ϕ (t− τ1)

∂xj

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∂X̃β

ϕ(τ1)

∂xj

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∂Ṽ β

ϕ (τ1)

∂xj

∣∣∣∣ 6 1 +

τ1∫

0

∣∣∣∣
∂Ṽ β

ϕ (s)

∂xj

∣∣∣∣ ds

+
3e

mβ

τ1∫

0

∥∥ϕ( · , t− s)
∥∥
2

∣∣∣∣
∂X̃β

ϕ(s)

∂xj

∣∣∣∣ds

+
e

mβc

√
3ρ2〈B〉1

τ1∫

0

∣∣∣∣
∂X̃β

ϕ(s)

∂xj

∣∣∣∣ds.

Тогда из леммы Гронуолла будет следовать

∣∣∣∣
∂X̃β

ϕ(τ1)

∂xj

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∂Ṽ β

ϕ (τ1)

∂xj

∣∣∣∣

6 exp

(
max

{
3eR

m−1
+

√
3 eρ2
cm−1

〈B〉1T, T
})

. (4.10)

Полагая τ = 0 в функциях
∣∣∣∣
∂Xβ

ϕ(τ)

∂xj

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∂Xβ

ϕ(x, v, t, τ)

∂xj

∣∣∣∣ и

∣∣∣∣
∂V β

ϕ (τ)

∂xj

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∂V β

ϕ (x, v, t, τ)

∂xj

∣∣∣∣,

из (4.10) мы выводим (4.3). �
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Обозначим
D1

0 =
(
Q7δ/8 ∩Bκ1−δ/8

)
×Bρ1

(4.11)

где κ1 > 0 задано по формуле (4.1).

Лемма 4.2. Пусть выполняются условия 2.1, 2.2. Тогда для любых

ϕ ∈M2+σ,R и 0 < t 6 T , мы имеем

supp fβ
0

(
Ŝβ
ϕ,t(x, v)

)
⊂ D1

0.

Доказательство. Достаточно доказать, что Sβ
ϕ,t(supp f

β
0 ) ⊂ D1

0 . В

силу условия 2.2 supp fβ
0 ⊂ D0. Докажем, что Sβ

ϕ,t(D0) ⊂ D1
0. Пусть

(x, v) ∈ D0. Тогда из леммы 3.3 следует, что Sβ
ϕ,t(x, v) ∈ Q7δ/8 × Bρ1

.

По условию |x| < κ − δ/8. Поэтому, т. к.
∣∣V β

ϕ (x, v, τ)
∣∣ 6 ρ1 (0 6 τ 6 t),

из (3.1) мы получим

∣∣Xβ
ϕ(x, v, t)

∣∣ 6 |x|+
t∫

0

∣∣V β
ϕ (x, v, τ)

∣∣ dτ < κ − δ

8
+ Tρ1 = κ1 −

δ

8
. �

Пусть выполняются условия 2.1 и 2.2.
Определим функцию fβ

ϕ(x, v, t) по формуле

fβ
ϕ (x, v, t)=





fβ
0

(
Ŝβ
ϕ,t(x, v)

)
, (x, v) ∈ D1

0 , 0 6 t 6 T,

0, (x, v) ∈
(
Q× R3

)
\ D1

0 ,

0 6 t 6 T,

(4.12)

где ϕ ∈M2+σ,R.

В силу леммы 4.2, supp fβ
0

(
Ŝβ
ϕ,t(x, v)

)
⊂ D1

0. Следовательно, ис-
пользуя метод характеристик и непрерывную дифференцируемость

функций Ŝβ
ϕ,t(x, v) по x, v, t, мы видим, что для заданной функции

ϕ ∈ M2+σ,R существует единственное решение задачи (1.2), (1.3) в

C1
(
Q× R3 × [0, T ]

)
. Это решение задается формулой (4.12).

Обозначим

Fϕ(x, t) =

∫

R3

∑

β=±1

βfβ
ϕ (x, v, t) dv (x ∈ Q, 0 6 t 6 T ). (4.13)

Замечание 4.1. В силу леммы 4.2 и формулы (4.11),

supp fβ
0

(
Ŝβ
ϕ,t(x, v)

)
⊂
(
Q7δ/8 ∩Bκ1−δ/8

)
×Bρ1

.

Следовательно в (4.13) мы интегрируем по Bρ1
. Поэтому интеграл

в (4.13) существует.
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Далее мы покажем, что функция Fϕ(x, t) принадлежит соответству-
ющим пространствам Гельдера. Будем обозначать

ms = max
β

‖fβ
0 ‖s, s > 0.

Лемма 4.3. Пусть δ > 0 таково, что G2δ 6= ∅. Предположим, что

выполняются условия 2.1, 2.2, и пусть ϕ ∈M2+σ,R. Тогда справедливы

следующие утверждения.

1) Для любой ϕ ∈ M2+σ,R мы имеем Fϕ ∈ C([0, T ], Cσ
0 (Q)), при

этом

‖Fϕ‖L1((0,T ),Cσ
0
(Q)) 6 c1mσ, (4.14)

где c1 = 2|Bρ1
|
(
1 + 3σ/2cσ0

)
T , c0 > 0 – постоянная из леммы 4.1.

2) Для любых ϕ1, ϕ2 ∈M2+σ,R и 0 6 t 6 T мы имеем
∥∥Fϕ1

( · , t)− Fϕ2
( · , t)

∥∥
σ
6 c2m1+σ‖ϕ1 − ϕ2‖L1((0,t),C2(Q)), (4.15)

где c2 = c2(T, δ, ρ, R, ‖B‖1+σ, σ) > 0 не зависит от ϕ1 и ϕ2.

Доказательство утверждения 1) аналогично доказательству леммы
3.3. в [8]. Оценку (4.14) можно получить аналогично оценке (5.1) в
лемме 5.2 из [9]. Доказательство утверждения 2) аналогично доказа-
тельству леммы 5.3. в [9].

§5. Однозначная разрешимость задачи

Рассмотрим вспомогательную задачу для уравнения Пуассона с ус-
ловием Дирихле в бесконечном цилиндре.

−∆u(x) = f(x), x ∈ Q, (5.1)

u(x) = 0, x ∈ ∂Q. (5.2)

Введем линейный ограниченный оператор

L : W 2
2 (Q) → W0

2 (Q, ∂Q) = L2(Q)×W
3/2
2 (∂Q),

ассоциированный с задачей (5.1), (5.2) по формуле

Lu =
(
−∆u, u|∂Q

)
. (5.3)

Используя преобразование Фурье по переменной x3, из (5.1), (5.2)
мы получим

λ2û(x′, λ)−∆x1,x2
û(x′, λ) =f̂(x, λ), x ∈ G. (5.4)

û(x, λ) = 0, x ∈ ∂G. (5.5)
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Здесь û(x′, λ) = (2π)−1/2
+∞∫
−∞

u(x, τ)e−iλx3dx3 преобразование Фурье

функции u(x) по переменной x3.

Определим операторно-значную функцию C ∋ λ 7→ L̂(λ) соответ-
ствующую задаче (5.4), (5.5). Значениями этой функции являются ли-

нейные ограниченные операторы L̂(λ) : W 2
2 (G) → W0

2 (G, ∂G) опреде-
ляемые по формуле

L̂(λ)v =
(
λ2v −∆x1,x2

, v|∂G
)
. (5.6)

Очевидно, операторно-значная функция L̂(λ) не имеет действитель-
ных собственных значений. Поэтому из теоремы 6.3 в [6] вытекает
следующее утверждение.

Лемма 5.1. Для любой функции f ∈ Cσ
0 (Q̄) существует единствен-

ное решение задачи (5.1), (5.2) u ∈ C2+σ
0 (Q̄) и

‖u‖C2+σ
0

(Q̄) 6 c3‖f‖Cσ
0
(Q̄), (5.7)

где c3 > 0 не зависит от f .

Сформулируем и докажем основной результат работы.

Теорема 5.1. Пусть выполняются условия 2.1 и 2.2. Предположим

также, что выполняется следующее неравенство:

4πec1c3mσ < R, (5.8)

где c1, c3 > 0 – константы из лемм 4.1, 5.1.

Тогда существует единственное классическое решение задачи

(1.1)–(1.4) такое, что ϕ ∈ M2+σ,R и supp fβ( · , · , t) ⊂ D1
0 для всех

t ∈ [0, T ].

Доказательство. 1. Для каждой функции ϕ ∈M2+σ,R мы обозначим
через uϕ классическое решение задачи (5.1), (5.2) с f = 4πeFϕ(x, t),
где функция Fϕ(x, t) задана по формуле (4.13). В силу лемм 4.2, 4.3

Fϕ ∈ C
(
[0, T ], Cσ

0 (Q)
)
. Поэтому из леммы 5.1 следует, что

uϕ ∈ C
(
[0, T ], C2+σ

0 (Q)
)
.

Обозначим uϕ через Aϕ.
В силу (4.14) и (5.7), мы имеем

‖Aϕ‖2+σ,T 6 4πec3‖Fϕ‖σ,T 6 4πec1c3mσ < R

для ϕ ∈M2+σ,R.
(5.9)
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Следовательно, оператор A отображает пространство M2+σ,R в себя.

2. В полном метрическом пространстве M2+σ,R введем эквивалент-
ную метрику по формуле

ρ′2+σ,R(ϕ1, ϕ2) = sup
0<t<T

(
‖ϕ1( · , t)− ϕ2( · , t)‖2+σ exp(−kt)

)
,

где k > 0 достаточно велико, ϕ1, ϕ2 ∈M2+σ,R.
Из лемм 5.1 и 4.3 следует, что

∥∥(Aϕ1 −Aϕ2)( · , t)
∥∥
2+σ

6 4πec3
∥∥(Fϕ1

− Fϕ2
)( · , t)

∥∥
σ

6 4πem1+σc2c3‖ϕ1 − ϕ2‖L1((0,t),C2(Q))

(5.10)

для любых ϕ1, ϕ2 ∈M2+σ,R.
Очевидно,

‖ϕ1 − ϕ2‖L1((0,t),C2(Q)) exp(−kt)

6

t∫

0

∥∥(ϕ1 − ϕ2)( · , s)
∥∥
2+σ

exp(−ks) exp
(
k(s− t)

)
ds

6 ρ′2+σ,R(ϕ1, ϕ2)

t∫

0

exp
(
k(s− t)

)
ds 6

1

k
ρ′2+σ,R(ϕ1, ϕ2).

Умножим (5.10) на exp(−kt) и возьмем супремум при t ∈ (0, T ),
тогда

ρ′2+σ,R(Aϕ1, Aϕ2) 6
4πem1+σc2c3

k
ρ′2+σ,R(ϕ1, ϕ2).

Пусть k = 8πem1+σc2c3. Тогда мы имеем

ρ′2+σ,R(Aϕ1, Aϕ2) 6
1

2
ρ′2+σ,R(ϕ1, ϕ2). (5.11)

Из (5.9) и (5.11) следует, что оператор A : M2+σ,R → M2+σ,R имеет
единственную неподвижную точку ϕ ∈M2+σ,R. Таким образом, задача
(1.1)–(1.4) имеет единственное классическое решение {ϕ, fβ

ϕ}, где ϕ –

неподвижная точка оператора A, а fβ
ϕ задается по формуле (4.12). Из

леммы 4.2 мы получим supp fβ
ϕ ( · , · , t) ⊂ D1

0 для всех t ∈ [0, T ]. �
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