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§1. Введение

Настоящая работа посвящена комбинаторным вопросам теории кла-
ссических узлов и, конкретнее, изучению разбиений на простые дуги
(т. е. дуги без самопересечений) диаграмм узлов (определения диа-
грамм и других относящихся к классической теории узлов понятий
читатель найдет в разделе 1.1). Эта область исследований затрагива-
лась многими авторами: см., например, [1, 3, 4, 6, 9, 10, 15, 16]. Один из
центральных результатов в данном направлении – существование у
любого узла диаграммы, составленной из двух гладких простых дуг
(или, иначе говоря, полумеандрической диаграммы) – несколько раз
независимо переоткрывался с использованием различных методов: в
частности, в работах [3, 4, 10, 15] (подробную историческую справку
читатель может найти в [6]). Из этого результата, очевидно, следует,
что у каждого узла найдется диаграмма, составленная из k гладких
простых дуг, где k – любое натуральное число, большее единицы. Воз-
никает естественный вопрос: насколько для фиксированного узла его
диаграмма, составленная из k гладких простых дуг, отличается от ми-
нимальной диаграммы этого узла? Введем следующее определение:

Определение. Минимальное число перекрестков среди всех диаг-
рамм узла K, составленных из не более чем k гладких простых дуг,
назовем k-дуговым числом перекрестков узла K (обозначение crk(K)).
При этом 2-дуговое число перекрестков также называют полуме-
андрическим числом перекрестков.

В настоящей работе исследуется связь между k-дуговыми числами
перекрестков и классическим числом перекрестков узла. Для полуме-
андрического числа перекрестков первый результат в этом направле-
нии был получен в работе [5], где доказано, что для каждого узла K
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выполняется неравенство cr2(K) 6
√
3
cr(K)

. В настоящей работе дока-
зывается более сильное утверждение, а именно

Теорема 1. Для любого узла K справедливо неравенство

cr2(K) 6
4
√
6
cr(K)

.

Доказательству этой теоремы посвящен раздел 2.
Насколько нам известно, связь между k-дуговыми числами пере-

крестков до настоящего момента в литературе не обсуждалась. В раз-
деле 3 приводится доказательство следующего утверждения:

Теорема 2. Для любого узла K и для любого натурального k > 2
справедливо неравенство

crk(K) 6 crk+1(K) +
(crk+1(K))2

2(k + 1)2
.

1.1. Предварительные сведения. За исключением введенных вы-
ше определений, а также ряда технических моментов в доказательстве
теоремы 1, используемая в настоящей работе терминология стандарт-
на (см. [8, 11, 17]).

В настоящей работе узлом называется гладкое вложение окружно-
сти S1 в трехмерное пространство R

3 (или трехмерную сферу S3) и его
образ, рассматриваемый с точностью до (не обязательно сохраняюще-
го ориентацию) автодиффеоморфизма объемлющего пространства.

Диаграммой узла называют гладкую кривую общего положения,
являющуюся проекцией узла на плоскость или двумерную сферу и
снабженную дополнительной информацией о проходах и переходах в
двойных точках (их называют перекрестками диаграммы). Диаграм-
ма узла называется минимальной, если ни одна другая диаграмма,
представляющая тот же узел, не имеет меньшего числа перекрестков,
чем данная.

Числом перекрестков узла (обозначение cr(K)) называется число
перекрестков в его минимальной диаграмме.
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§2. Доказательство теоремы 1

Доказательство строится в два этапа. Сперва будут описаны преоб-
разования, позволяющие из произвольной диаграммы получить полу-
меандрическую диаграмму того же узла. Используя эти преобразова-
ния, покажем, как из минимальной диаграммы получить полумеанд-

рическую, количество перекрестков которой не превышает 4
√
6
cr(K)

.

2.1. Методы построения полумеандрической диаграммы.

Пусть дана диаграмма D некоторого узла K. Зафиксируем парамет-
ризацию этой диаграммы отрезком – F : [0, 1] → D, такую что F (0) =
F (1) и F (0) не является перекрестком диаграммы. Кроме того, вы-
берем интервал [a, b] ⊂ (0, 1), такой что J = F ([a, b]) – это простая
дуга, ни одна из концевых точек которой не является перекрестком
диаграммы. Пусть n – число перекрестков диаграммы D, а m – коли-
чество перекрестков, лежащих на дуге J . Если m = n, то диаграмма
уже полумеандрическая. В противном случае (если m < n) покажем,
что найдется диаграмма D′ узла K, содержащая дугу J и такая, что
число перекрестков диаграммы D′, лежащих на D′ \ J , не превышает
n − m − 1 (при этом общее количество перекрестков диаграммы D′

может превышать n). Далее приведено два различных метода постро-
ения D′, которые мы называем приемом I и приемом II. В сущности,
для получения полумеандрической диаграммы достаточно приема I,
однако для доказательства неравенства из теоремы 1 его уже недоста-
точно.

Рис. 1. Пример применения приема I.

Прием I. Итак, пусть n > m. Тогда существует t ∈ (0, 1) такое, что
либо F (b+ t) – перекресток, лежащий на D \ J , а дуга F ([a, b+ t)) не
содержит перекрестков, лежащих на D \ J , либо F (a− t) – перекре-
сток, лежащий на D \J , а дуга F ((a− t, b]) не содержит перекрестков,



ПОЛУМЕАНДРИЧЕСКОЕ ЧИСЛО ПЕРЕКРЕСТКОВ УЗЛА 23

Рис. 2. Пример применения приема II.

лежащих на D\J . Далее мы проводим рассуждения лишь для первого
случая, но они практически дословно переносятся и на второй. Заме-
тим, что в рассматриваемом случае дуга F ([b, b + t]) проста. Пусть
Λ – настолько малая регулярная окрестность этой дуги, что ее грани-
ца ∂Λ – это простая замкнутая кривая, пересекающая диаграмму D

рядом с перекрестком F (b+ t) ровно в трех точках (положим, что эти
точки пересечения суть точки F (b + t + ε), F (p) и F (q)), а остальные
точки пересечения кривой ∂Λ с диаграммой D лежат на дуге J . Обо-
значим за A дугу на диаграмме D, соединяющую точки F (p) и F (q) и
не содержащую J , а за A′ – дугу на кривой ∂Λ, соединяющую точки
F (p) и F (q) и не содержащую точку F (b+t+ε). Пусть теперь D′ – диа-
грамма, полученная из диаграммы D заменой дуги A дугой A′ (со сгла-
живанием в точках F (p) и F (q)) и расстановкой проходов/переходов в
новых перекрестках по следующему правилу: если дуга A проходила
“над” (соответственно “под”) в точке F (b+ t), то A′ проходит “над” (со-
ответственно “под”) во всех новых перекрестках (см. пример на рис. 1).
Очевидно, что диаграмма D′ представляет тот же узел K, содержит
дугу J , а количество ее перекрестков, не лежащих на D′ \J , на едини-
цу меньше, чем n−m. Заметим, что если дуга F ([b, b+ t)) содержала
ровно r перекрестков диаграммы D, то количество перекрестков на
диаграмме D′ составляет в точности n+ 2r.

Прием II. Пусть n>m и пусть, кроме того, существуют t1, t2∈(0; 1),
такие что F (t1) = F (t2), а дуга F ((t1, t2)) проста и не содержит пере-
крестков диаграммы D, лежащих на D \ J . Выберем настолько малое
ε>0, что множество перекрестков, лежащих на дуге F ((t1 − ε, t2 − ε)),
совпадает со множеством перекрестков, лежащих на дуге F ((t1, t2]).
Пусть теперь Λ – малая регулярная окрестность дуги F ((t1−ε, t2−ε))
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такая, что ее граница ∂Λ – это простая замкнутая кривая со следующи-
ми свойствами: (i) ∂Λ пересекает диаграмму D рядом с точкой F (t1−ε)
ровно в трех точках: F (t1−ε−δ), F (t2−δ) и F (t2+δ), (ii) ∂Λ пересекает
диаграмму D рядом с точкой F (t2−ε) в единственной точке F (t2−ε+δ)
и (iii) остальные точки пересечения кривой ∂Λ и диаграммы D лежат
на дуге J . Обозначим через A дугу диаграммы D, соединяющую точки
F (t2− δ) и F (t2 − ε+ δ) и не содержащую перекрестков диаграммы D,
а через A′ – дугу на ∂Λ, соединяющую точки F (t2 − δ) и F (t2 − ε+ δ)
и не содержащую ни точки F (t1 − ε− δ), ни точки F (t2 − δ). Обозна-
чим теперь через D′ диаграмму, полученную из диаграммы D заменой
дуги A на дугу A′ так же, как это сделано в приеме I (см. пример на
рис. 2). В этом случае количество перекрестков, не лежащих на D′ \J ,
на единицу меньше, чем n−m. При этом, если дуга F ((t1, t2)) содер-
жала ровно r перекрестков диаграммы D, то количество перекрестков
диаграммы D′ составляет в точности n+ r− 1. Заметим, что прием II
применим не к каждой диаграмме (в отличие от приема I).

2.2. Построение полумеандрической диаграммы из минима-

льной. Прежде чем приступать ко второму этапу доказательства, вве-
дем ряд вспомогательных понятий и конструкций.

Хордовая диаграмма степени n – это ориентированная окружность,
в которой проведены n хорд, все концы которых различны (см. [2]).
Хордовые диаграммы рассматриваются с точностью до сохраняющих
ориентацию гомеоморфизмов окружности. С такой точки зрения хор-
довая диаграмма – это то же самое, что слово длины 2n над алфавитом
из n букв, в котором каждая буква встречается ровно два раза, рас-
сматриваемое с точностью до циклических сдвигов и замены алфавита
(и перестановок букв в алфавите). Такие классы слов называют также
циклическими словами. Пусть γ : S1 → R

2 – плоская гладкая кривая
общего положения. Соединив хордами прообразы двойных точек кри-
вой γ, мы получаем хордовую диаграмму кривой γ; отвечающие этой
хордовой диаграмме циклические слова называют гауссовыми кодами
кривой γ. Нас интересует случай, когда кривая γ является диаграммой
узла.

Далее нам будет удобнее пользоваться упрощенными хордовыми
диаграммами, которые получаются следующим образом. Пусть дана
хордовая диаграмма X , на которой выделена дуга J окружности со
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следующим свойством: для каждой хорды не более чем одна ее кон-
цевая точка лежит на дуге J . Пусть m – число хорд, у которых кон-
цевая точка лежит на дуге J . Теперь совершим следующие действия:
(i) удалим все хорды, один конец которых лежит на дуге J , (ii) кон-
цы оставшихся хорд и концы дуги J разбивают окружность на связ-
ные компоненты, каждой из этих компонент припишем вес – число,
равное количеству концевых точек хорд, лежащих на этой дуге в ис-
ходной хордовой диаграмме X . Получившийся объект мы будем назы-
вать упрощенной относительно дуги J хордовой диаграммой. В даль-
нейшем мы будем опускать слова “относительно дуги J”, так как из
контекста ясно, о какой дуге идет речь. Отметим, что в упрощенной
хордовой диаграмме суммарный вес всех дуг, отличных от J , равен m.
Упрощенной хордовой диаграмме так же, как и обычной, можно со-
поставить циклическое слово, вставляя при этом на соответствующие

места в слове (i) символ [m], отвечающий дуге J , и (ii) для каждой дуги
веса r – символ [r]. Такие циклические слова, отвечающие упрощен-
ным хордовым диаграммам, мы будем называть α-строками. Сложно-
стью α-строки A (обозначение Comp(A)) будем называть количество
различных хорд в соответствующей упрощенной хордовой диаграмме,
а длину α-строки (обозначение Len(A)) определим как m+ Comp(A).
Кроме того, α-строки, полученные из диаграмм узлов, мы будем на-
зывать упрощенными гауссовыми кодами.

За тем, как изменяется диаграмма в результате применения прие-
мов I или II, легко следить, пользуясь языком упрощенных гауссовых
кодов. Пусть дана диаграмма узла (не являющаяся полумеандриче-

ской) с выделенной простой дугой и упрощенным гауссовым кодом G̃.
Тогда, применяя к ней один из приемов I или II, мы получаем новую
диаграмму, упрощенный гауссов код которой получается из G̃ одним
из трех возможных способов:

I : S1[m][r]αS2αS3 → S1[m+ 2r + 1][r]S2[2r + 1]S3, (1)

I : S1αS2α[r][m]S3 → S1[2r + 1]S2[r][m+ 2r + 1]S3, (2)

II : S1[m]S2α[r]αS3 → S1[m+ r]S2[2r]S3. (3)

Здесь α отвечает перекрестку диаграммы, не лежащему на выделенной
дуге, а S1, S2 и S3 – некоторые подстроки. Более детальный анализ
приемов I или II позволяет заметить следующие факты:
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Факт 1. Если упрощенный гауссов код содержит подстроку вида

α1[r1]α2[r2] . . . αk−1[rk−1]αk[rk]αk[rk+1]αk−1 . . . [r2k−2]α2[r2k−1]α1,

то прием II можно применить k раз таким образом, чтобы добавилось
не более чем

krk +

k−1∑

j=1

j(rj + r2k−j)

перекрестков. Для этого достаточно проводить все возможные упро-
щающие (т. е. уменьшающие количество перекрестков) движения Рей-
демейстра типа I или II после каждого применения приема II.

Факт 2. Если упрощенный гауссов код содержит подстроку вида

[m][r1]α1[r2]α1[r3]α2[r4]α3 . . . [rk+1]αk

или подстроку вида

αk[rk+1] . . . α3[r4]α2[r3]α1[r2]α1[r1][m],

то, применив сперва прием II для α1, затем можно применить прием I
для α2, α3, . . . , αk так, чтобы добавилось не более чем

k+1∑

i=3

2k+2−iri + 2k−1r1 + (2k−1 + 1)r2

перекрестков. Как и выше, этого можно добиться, проводя упрощаю-
щие движения Рейдемейстра после каждого применения приема I.

Будем проводить преобразования вида (1)–(3) вместе с фактами 1
и 2, приведенными выше, на произвольных α-строках в точности так
же, как на упрощенных гауссовых кодах. При этом мы сохраним за
этими преобразованиями прежние названия – прием I и прием II.

Перейдем, наконец, к построению полумеандрической диаграммы.
Пусть нам дана диаграмма D с n перекрестками, представляющая
узел K. Выделим на диаграмме D гладкую простую дугу J , содержа-
щую m перекрестков. Рассмотрим несколько случаев, в зависимости
от того, чему равно n−m.

Случай n−m = 1. В этом случае упрощенный гауссов код диаграм-

мы D имеет вид [r1]α1[r2][m][r3]α1, и полумеандрическую диаграмму
можно получить одним из трех способов: применив прием I слева или

справа от [m], или применив прием II к α1. Выберем тот из них, в



ПОЛУМЕАНДРИЧЕСКОЕ ЧИСЛО ПЕРЕКРЕСТКОВ УЗЛА 27

результате применения которого добавится наименьшее число пере-
крестков (напомним, что r1 + r2 + r3 = m). Получаем, что количество
перекрестков на новой диаграмме не превышает

n+min{r1 − 1, 2r2, 2r3} 6
3n

2
− 1.

Случай n−m = 2. Рассмотрим произвольную α-строку A сложности
два. Она имеет один из трех возможных видов:

(1) [r1]α1[r2]α2[r3][m][r4]α1[r5]α2,

(2) [r1]α1[r2]α2[r3][m][r4]α1[r5]α2,

(3) [r1]α2[r2]α2[r3][m][r4]α1[r5]α1.

Нетрудно видеть, что, пользуясь приемами I и II, каждую из этих
α-строк можно перевести в α-строку нулевой сложности и длины не
более 3Len(A) − 4: для первого и второго варианта нужно либо два-

жды использовать прием I слева от [m], либо дважды использовать

его справа от [m], а для третьего варианта нужно два раза применить
прием II. Это значит, что если нам дана диаграмма (с выделенной
гладкой простой дугой), для которой выполнено n − m = 2, то най-
дется полумеандрическая диаграмма того же узла с не более 3n − 4
перекрестками.

Случай n−m = 3. Рассмотрим все возможные α-строки сложности
три. С этого момента перебор всех возможных α-строк заданной слож-
ности осуществлялся с помощью компьютерной программы, код кото-
рой можно найти в [7]. Различных α-строк сложности три всего 15.
Заметим, что если в такой α-строке A есть подстрока вида

[m][r1]αi1 [r2]αi2 [r3]αi3 ,

где все ik, k = 1, 2, 3, различны, то, используя прием I три раза (слева

или справа от [m]), можно получить α-строку нулевой сложности и
длины не более 4Len(A)− 9. Кроме того, если к α-строке A применим
прием II, то, очевидно, она может быть приведена к α-строке нулевой
сложности и длины не более 3Len(A) (см. факт 2 выше). Остается
рассмотреть единственный вариант с α-строкой вида

[r1]α1[r2]α2[r3]α1[r4][m][r5]α3[r6]α2[r7]α3.

Как нетрудно видеть, эта α-строка не является упрощенным гауссовым
кодом (в противном случае существовал бы узел с гауссовым кодом
α1α2α1α3α2α3, а такого узла не существует). В результате получаем,
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что если нам дана диаграмма узла (с выделенной гладкой простой
дугой), для которой выполнено n−m = 3, то найдется полумеандри-
ческая диаграмма того же узла с не более 4n− 9 перекрестками.

Случай n−m > 4. Каждая α-строка сложности четыре или выше
содержит подстроку вида

αi1 [r1]αi2 [r2]αi3 [r3]αi4 [r4][m][r5]αi5 [r6]αi6 [r7]αi7 [r8]αi8 .

Такие подстроки (состоящие ровно из 17 символов) мы будем называть
центральными. Воспользовавшись компьютерным перебором, мы по-
лучаем, что существует в точности 764 центральные подстроки. Пе-
рейдем к анализу возможных вариантов.

• Если в α-строке A сложности четыре или выше имеется под-
строка вида

αj1 [r1]αj2 [r2]αj3 [r3]αj4 [r4][m][r1]αi1 [r2]αi2 [r3]αi3 [r4]αi4 ,

где все jk, k = 1, 2, 3, 4, различны и все ik, k = 1, 2, 3, 4, раз-
личны, или подстрока вида

αi1 [r1]αi2 [r2][m][r3]αi3 [r4]αi4 ,

где все ik, k = 1, 2, 3, 4, различны, то, применяя прием I четы-
режды к α-строке A, можно получить новую α-строку слож-
ности Comp(A)− 4 и длины не более Len(A) + 4m.

• Если в α-строке A сложности четыре или выше имеется под-
строка вида

αi1 [r1][m][r2]αi2 [r3]αi3 [r4]αi4 ,

или
αi1 [r1]αi2 [r2]αi3 [r3][m][r4]αi4 ,

где все ik, k=1, 2, 3, 4, различны, то, используя прием I четыре-
жды, можно получить новую α-строку сложности Comp(A)−4
и длины не более Len(A) + 5m.

• Если к центральной подстроке α-строки A примени́м прием II,
то, проведя его, мы получаем новую α-строку на единицу мень-
шей сложности и длины не более Len(A) + m − 1. Принимая
во внимание факты 1 и 2, мы заключаем, что, используя прие-
мы I и II, из α-строки A можно получить α-строку сложности
Comp(A)− 4 и длины не более

Len(A) +m− 1 + 4m = Len(A) + 5m− 1.
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• Перейдем теперь к тем центральным подстрокам, которые не
охватываются ни одним из рассмотренных выше случаев. С
точностью до обращения порядка, всего таких подстрок три:

(1) α5[r1]α4[r2]α2[r3]α4[r4][m][r5]α1[r6]α2[r7]α1[r8]α3,

(2) α3[r1]α4[r2]α2[r3]α4[r4][m][r5]α1[r6]α2[r7]α3[r8]α1,

(3) α5[r1]α1[r2]α5[r3]α2[r4][m][r5]α1[r6]α2[r7]α3[r8]α4.
При этом, как нетрудно видеть, подстроки 1 и 2 не содержатся
ни в каком упрощенном гауссовом коде, а α-строку A, содер-
жащую подстроку 3, можно привести к α-строке сложности
Comp(A)− 4 длины не более

Len(A) + min{8r5, 14r4 + 2r5 + 4, 6r5 + 2r4 + 1} 6 Len(A) + 5m.

Из приведенных выше рассуждений следует, что если дана диаграм-
ма узла с n перекрестками и гладкая простая дуга на ней, содержащая
m перекрестков, то можно сперва сделать ⌊n−m

4 ⌋ итераций, каждая из
которых уменьшает сложность соответствующего упрощенного гаус-
сова кода на 4 (увеличивая при этом вес простой дуги не более чем
на 5m+4), а затем до трех дополнительных действий для оставшихся
перекрестков. В результате получаем следующую оценку:

cr2(K) 6 4

((

m+
4

5

)

6⌊
cr(k)−m

4 ⌋ + 3

)

− 9 6 3 + 4

(

m+
4

5

)

4
√
6
cr(k)−m

.

(4)
Кроме того, в работе [1] доказано, что у каждого узла, число пере-

крестков которого превышает 10, найдется минимальная диаграмма,
на которой можно выделить простую дугу, содержащую по меньшей
мере 8 перекрестков. Используя это, получаем, что для узла K, число
перекрестков которого первышает 10, выполнено неравенство

cr2(K) 6 3 +
44

45
4
√
6
cr(K)

6
4
√
6
cr(K)

.

Для узлов с меньшим числом перекрестков это неравенство тоже вы-
полнено: см. [14], где найдены полумеандрические диаграммы узлов с
малым числом перекрестков. Теорема доказана.

§3. Доказательство теоремы 2

Пусть дана диаграмма D некоторого узла K, составленная из k+1
гладкой простой дуги и минимальная по числу перекрестков среди та-
ких диаграмм (т. е. число перекрестков на D есть в точности crk+1(K)).
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Разобьем диаграмму D на k + 1 гладкую простую дугу и выберем из
них дугу J , минимальную по числу перекрестков, лежащих на ней.

Как нетрудно видеть, дуга J содержит по большей мере crk+1(K)
k+1 пе-

рекрестков. Исходя из того, что k + 1 > 3, можно заключить, что ду-
ги, соседние с дугой J , различны; обозначим их через Jl и Jr. Пусть,
для определенности, число точек пересечения между дугами J и Jl
не больше, чем число точек пересечения между дугами J и Jr. Тогда,
используя аналог приема I из доказательства теоремы 1, мы можем по-
лучить диаграмму того же узла, полученную заменой дуги Jl простой
дугой, не пересекающей J (см. рис. 3).

Рис. 3. Аналог приема I.

Обозначив за m число пересечений между J и Jl, мы видим, что
количество перекрестков новой диаграммы не превышает

crk+1(K) + 2m

(
crk+1(K)

k + 1
−m

)

6 crk+1(K) +
(crk+1(K))2

2(k + 1)2
.

Кроме того, очевидно, что получившаяся диаграмма может быть со-
ставлена из k гладких простых дуг. Доказательство закончено.

§4. Заключительные комментарии

Замечание. Можно получать и более тонкие, чем в теореме 1, оцен-
ки на полумеандрическое число перекрестков, если в доказательстве
рассматривать больше случаев: n−m = 5, 6, . . . . Однако этот подход
не позволяет уйти от экспоненциальной оценки, в то время как даль-
нейшее углубление перебора сопряжено со значительным увеличением
вычислительных трудностей.

Замечание. Очевидно, что для фиксированного узла K числа crk(K)
образуют невозрастающую последовательность. Приняв обозначение

p∗(K) = min{k | crk(K) = cr(K)},
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получаем следующую цепочку неравенств:

cr2(K) > cr3(K) > . . . > crp∗(K)−1(K)

> crp∗(K)(K) = crp∗(K)+1(K) = . . .
︸ ︷︷ ︸

=cr(K)

В этом контексте удобно интерпретировать cr(K) как cr∞(K).

Рис. 4. Примеры узлов, для которых p∗(K) = cr(K)
3 .

Замечание. Отметим, что верхняя оценка на p∗(K) не может быть
меньше, чем линейная по cr(K). Это доказывают примеры на рис. 4:
диаграммы, изображенные там (и подобные им), являются единствен-
ными (с точностью до изотопии) минимальными диаграммами соот-
ветствующих узлов (по третьей гипотезе Тейта, см. [12,13]), но ни одну

из этих диаграмм нельзя разбить менее чем на cr(K)
3 гладких простых

дуг.

Замечание. Используя теорему 2, можно улучшить оценку на полу-
меандрическое число перекрестков для некоторых классов узлов. А
именно, если рассмотреть узлы, у которых p∗(K) 6 n, где n – неко-
торое фиксированное число, то для них cr2(K) может быть оценено
полиномом степени не выше 2n−2 от cr(K). Это, однако, не позволяет
улучшить оценку на полумеандрическое число перекрестков для всех
узлов (см. предыдущее замечание).
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Belousov Yu. S. The semimeander crossing number of knots and related
invariants.

The minimum number of crossings among all of the diagrams of a
knot K composed of at most k smooth simple arcs is called the k-arc
crossing number of K. This number is denoted by crk(K). The 2-arc
crossing number is also called the semimeander crossing number. The
article studies connections of the k-arc crossing numbers with the classical
crossing number cr(K) of K. It is proved that for each knot K, the following

inequalities are fulfilled: cr2(K) 6
4
√
6
cr(K)

and crk(K) 6 crk+1(K) +
(crk+1(K))2

2(k+1)2 .
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