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§1. Введение

Под графом в данной работе понимается конечный неориентирован-
ный граф без петель и кратных ребер. В основном мы будем исполь-
зовать обозначения, принятые в работах [2, 6, 7]. Ниже мы приведем
основные определения и обозначения, принятые в данной работе.

Множество вершин графа G традиционно обозначается V (G), а мно-
жество ребер – E(G). Количество вершин и ребер графа G мы будем
обозначать через v(G) и e(G), соответственно. Степень вершины v в
графе G обозначается через dG(v). Там, где это не может приводить
к неоднозначности, мы вместо dG(v) будем писать просто d(v). Наи-
меньшая из степеней вершин графа G обозначается через δ(G), а наи-
большая из степеней его вершин – через ∆(G).

Пусть A ⊂ V (G). Через G(A) обозначается индуцированный под-
граф графа G на множестве A. Для X ⊂ V (G) ∪ E(G) через G − X
мы будем обозначать граф, полученный из G удалением всех вершин
и ребер множества X , а также всех ребер, инцидентных вершинам из
X (в частности, при A ⊂ V (G) мы получаем G − A = G(V (G) \ A),
а при B ⊂ E(G) получаем, что G − B – граф с множеством вершин
V (G) и множеством ребер E(G) \ B). Для x ∈ V (G) ∪ E(G) положим
G− x = G− {x}.

Окрестностью вершины v ∈ V (G) мы будем называть множество
NG(v) всех вершин, смежных с v. Аналогично, окрестностью множе-
ства A ⊂ V (G) мы будем называть множество NG(A), состоящее из
всех вершин графа G, которые смежны хотя бы с одной из вершин
множества A и не лежат в A.

Мы будем называть две вершины графа G связанными, если между
ними существует путь. Подмножество S ⊂ V (G) мы будем называть
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связным, если любые две его вершины связаны. Под компонентой
связности графа в данной работе подразумевается максимальное по
включению связное подмножество множества его вершин. В дальней-
шем, для удобства изложения, вместо “компонента связности” будем
говорить просто “компонента”.

Замечание 1. Отметим, что приведенное выше определение компо-
ненты связности отличается от общепринятого: как правило, в работах
по теории графов компонентой связности называют максимальный по
включению связный подграф данного графа.

1.1. Разделяющие множества и разрезы.

Определение 1. Пусть S ⊂ V (G) ∪ E(G).
1) Пусть X ⊂ V (G). Множество S разделяет множество X , если не

все вершины из X \ S лежат в одной компоненте графа G− S.
2) Пусть U,W ⊂ V (G). Множество S отделяет множество U от

множества W , если U 6⊂ S, W 6⊂ S и никакие две вершины u ∈ U \ S и
w ∈ W \ S не лежат в одной компоненте графа G− S.

В случае, когда U = {u}, мы будем говорить, что S отделяет вер-
шину u от множества W . Если же U = {u} и W = {w}, то мы будем
говорить, что S отделяет вершину u от вершины w.

Определение 2. Вершинной связностью графа G называется мощ-
ность наименьшего подмножества S ⊂ V (G), такого, что граф G − S
несвязен или тривиален (т. е. состоит ровно из одной вершины). Вер-
шинная связность графа G обозначается κ(G). Граф G называется
k-связным, если κ(G) > k.

Пусть κ(G) = k, V (G) = V и E(G) = E. Введем следующие обозна-
чения.

Mi(G) = {S | S ⊂ V ∪E, |S| = k, |S ∩ E| = i и граф G− S несвязен},

M(G) =
k
⋃

i=1

Mi(G) и M
+(G) =

k
⋃

i=0

Mi(G).

Определение 3. Множество S ∈ M0(G) мы будем называть k-разде-
ляющим множеством, а множество T ∈ M(G) – разрезом графа G.
Для множества всех k-разделяющих множеств графа G мы наряду с
M0(G) будем также использовать обозначение Rk(G).

Замечание 2. Легко видеть (см. например [4, замечание 1]), что для
любого разреза S графа G граф G − S имеет ровно две компоненты,
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причем концы любого ребра e ∈ S принадлежат разным компонен-
там. Кроме того, никакая вершина v ∈ S не может быть инцидентна
никакому ребру e ∈ S.

Определение 4. Множество S ∈ M
+(G) можно дополнить ребром

xy, если x ∈ S и множество (S \ {x}) ∪ {xy} является разрезом.
Будем говорить, что множество S ∈ M

+(G) содержится в разрезе
M ∈ M(G), если M можно получить из S последовательно дополняя
его одним или несколькими ребрами.

Множество S ∈ M
+(G) мы будем называть максимальным, если

его нельзя дополнить никаким ребром. Множество всех максимальных
элементов M

+(G) мы будем обозначать M
∗(G).

Лемма 1 (см. [6, лемма 5]). Пусть x ∈ M ∈ M
+(G), xy ∈ E(G) и

H – компонента графа G −M , содержащая y. Тогда множество M
можно дополнить ребром xy, если и только если y – единственная
вершина компоненты H, смежная с x.

Лемма 2 (см. [6, следствие 8]). Два максимальных разреза могут
иметь не более одного общего ребра.

Определение 5. Пусть M ∈ M
+(G). Тогда множество всех входя-

щих в M вершин мы будем обозначать через V0(M), а множество всех
вершин, входящих в M либо инцидентных ребрам из M – через V (M).

Замечание 3. В частности, для R ∈ M0(G) имеем V (R) = V0(R) = R.

1.2. Части разбиения. Понятие части разбиения k-связного графа
набором его k-разделяющих множеств было введено в работе [1]. В
работах [4, 7] были даны некоторые обобщения этого понятия.

1.2.1. Разбиение графа одним множеством.

Определение 6. Пусть S ∈ M
+(G) и U1, . . . , Um – компоненты графа

G − S. Назовем множества Hi = Ui ∪ V0(S) частями разбиения гра-
фа G множеством S. Мы будем использовать обозначение PartG(S) =
{H1, . . . , Hm}. Элементы множества PartG(S) мы также будем назы-
вать частями S-разбиения графа G.

Границей части Hi мы будем называть множество Bound(Hi) =
Hi ∩ V (S), внутренностью части Hi – множество Int(Hi) = Hi \ V (S)
и окрестностью части Hi – множество Nb(Hi) = Hi ∪ V (S).
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Замечание 4. 1) Если множество S является разрезом, то, как уже
отмечалось в замечании 2, граф G − S имеет ровно две компоненты.
Следовательно, частей S-разбиения также будет две. Очевидно, что
граница любой из этих частей будет содержать все вершины разреза
S и ровно по одному концу каждого из ребер S. Тем не менее, грани-
ца части может содержать менее k вершин, поскольку ребра S могут
иметь общие концы.

2) Если S ∈ M0(G), то границы всех частей S-разбиения совпадают
с множеством S. В этом случае каждая часть S-разбиения совпадает
со своей окрестностью, а ее внутренностью является соответствующая
компонента связности графа G− S.

Определение 7. Пусть S ∈ M(G) и PartG(S) = {H1, H2}.
1) Разрез S называется невырожденным, если Int(H1) 6= ∅ и

Int(H2) 6= ∅ и вырожденным в противном случае.
2) Разрез S ∈ M(G) называется тривиальным, если одна из компо-

нент графа G−S состоит из единственной вершины и нетривиальным
в противном случае.

Замечание 5. Легко видеть, что ребра нетривиального разреза не
могут иметь общих концов. Следовательно, в этом случае обе границы
разреза состоят ровно из k вершин.

Следующая лемма включает в себя ряд утверждений о разрезах
трехсвязного графа, которые были доказаны в работе [6, лемма 6 и
следствие 10]. Отметим, что аналогичные утверждения верны и для
k-связных графов при всех k. Однако в данной работе мы будем ис-
пользовать только случай k = 3.

Лемма 3. Пусть κ(G) = 3, S ∈ M(G) – нетривиальный разрез,
PartG(S) = {H1, H2}, Bound(Hi) = Ti при i ∈ {1, 2}. Тогда выпол-
няются следующие утверждения.

1) Если множество R ⊂ V (S), отличное от T1, T2, содержит все
вершины разреза S и ровно по одному концу каждого из ребер S, то
R ∈ M0(G), причем множество R делит граф G ровно на две части,
одна из которых содержит H1, а другая – H2.

2) Если Int(Hi) 6= ∅, то Ti ∈ M0(G), причем Nb(H3−i) ∈ Part(Ti),
а объединение остальных частей Part(Ti) совпадает с Hi. В част-
ности, если разрез S невырожден, то обе его границы являются 3-
разделяющими множествами.
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3) Любое 3-разделяющее множество, содержащееся в V (S), содер-
жит все вершины и ровно по одному концу каждого из ребер разре-
за S.

Замечание 6. Тем самым, трехвершинное множество R, содержащее
все вершины разреза S и ровно по одному концу каждого ребра из S
может быть либо 3-разделяющим множеством, либо границей пустой
части Part(S) и, более того, все 3-разделяющие множества, содержа-
щиеся в V (S) имеют такой вид. Очевидно, что любое из полученных
разделяющих множеств можно дополнить одним или несколькими реб-
рами до разреза S. То есть, согласно терминологии из определения 4,
любое из этих множеств содержится в разрезе S.

Определение 8. Пусть S – разрез в k-связном графе G. Назовем гра-
ницами разреза S границы частей из Part(S). Внутренними множе-
ствами разреза S назовем k-разделяющие множества, содержащиеся
в разрезе S, но не являющиеся его границами. Множество всех внут-
ренних множеств разреза S мы будем обозначать через R(S).

Легко видеть, что граница пустой части S-разбиения не является
разделяющим множеством. Тем не менее, мы в дальнейшем будем го-
ворить, что такие множества также содержатся в S.

1.2.2. Разбиение графа несколькими множествами.

Определение 9. Пусть S ⊂ M
+(G). Назовем квазичастями разбие-

ния графа G набором S множества вида

H =
⋂

S∈S

HS , где HS ∈ PartG(S). (1)

Частями разбиения графа G наборомS мы назовем все максимальные
по включению квазичасти. Множество всех частей разбиения графа
G набором S будем обозначать через PartG(S). Элементы множества
PartG(S) мы также будем называть частями S-разбиения графа G.
В случае, когда ясно, какой граф разбивается, мы вместо PartG(S) и
PartG(S) будем писать Part(S) и Part(S), соответственно.

Определение 10. Пусть S ⊂ M
+(G) и H ∈ Part(S). Границей части

H назовем множество

Bound(H) = H ∩

(

⋃

S∈S

V (S)

)

.
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Внутренностью части H назовем множество Int(H) = H \ Bound(H).
Вершины, принадлежащие границе части, мы будем называть гра-

ничными, а вершины, принадлежащие внутренности – внутренними.

Определение 11. Назовем часть A пустой, если Int(A) = ∅, и непу-
стой в противном случае. Назовем часть A малой, если |A| < k, и
нормальной, если |A| > k.

Замечание 7. Легко видеть (см. также [4, замечание 3]), что пересече-
ние двух различных частей H1, H2 ∈ Part(S) является подмножеством
множества V0(S) для некоторого S ∈ S.

Лемма 4. Граница Bound(H) части H ∈ Part(S) состоит из всех
вершин части H, имеющих смежные вершины вне H. В случае, если
Int(H) 6= ∅, Bound(H) отделяет Int(H) от V (G) \H.

Доказательство. Пусть x ∈ Bound(H). Тогда существует множество
S ∈ S, такое, что x ∈ H∩V (S). Рассмотрим часть HS ∈ Part(S), такую,
что H ⊂ HS . Тогда x ∈ Bound(HS). Докажем, что вершина x смежна с
вершиной, не лежащей в HS (а, следовательно, и в H). Действительно,
если вершина x инцидентна ребру xy ∈ S, то y /∈ HS и требуемая
вершина найдена. Если же x ∈ V0(S), то рассмотрим множество S′ =
S \ {x}. Поскольку |S′| < k, множество S′ не может отделять HS от
V (G)\HS . Но в графе G−S′ вершина x – единственная из множества
HS \ S′ может быть смежна с вершиной не из HS .

Обратно, если x ∈ Int(H) и y смежна с x, то для любого S ∈ S

имеем x ∈ Int(HS) и, следовательно, y ∈ HS . Таким образом, y ∈ H .
Наконец, если Int(H) 6= ∅, то по доказанному выше ни одна верши-

на из Int(H) не может быть смежна ни с одной вершиной из V (G)\H .
Это и означает, что Bound(H) отделяет Int(H) от V (G) \H . �

Замечание 8. Утверждения из леммы 4 для случая, когда S состо-
ит только из k-разделяющих множеств, были доказаны в [2, теоре-
ма 2 и следствие 2]. Аналогичное, но совсем иначе сформулированное
утверждение для случая, когда S состоит из разрезов, было доказано
в [4, лемма 2].

1.3. Зависимые и независимые множества. Понятие независи-
мых k-разделяющих множеств впервые было введено в работах [5,12]:
k-разделяющие множества S и T называются независимыми, если S
не разделяет T и T не разделяет S. В работе [4] было дано определение
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независимых разрезов, а в работе [7] это определение было применено
к произвольным множествам из M

+(G).

Определение 12. Множества S, T ∈ M
+(G) называются независи-

мыми, если можно так задать нумерацию частей S- и T -разбиения
Part(S) = {A1, A2, . . . , Am}, Part(T ) = {B1, B2, . . . , Bn}, что

A1 ⊃

m
⋃

i=2

Bi и B1 ⊃

n
⋃

i=2

Ai.

В противном случае множества S и T называются зависимыми.

Замечание 9. 1) В случае, если S, T ∈ M0(G), данное определение
полностью согласуется с классическим: легко видеть, что множества
S и T будут независимы тогда и только тогда, когда ни одно из них
не разделяет другое.

2) Несколько сложнее дело обстоит с разрезами. Разрез S, незави-
симый с разрезом T , может разделять множество V (T ). Но при этом S
не будет разделять как минимум одну из границ разреза T , а именно
в терминологии определения 12 разрез S не будет разделять границу
части B2.

Определение 13. Множество T ∈ M0(G) называется одиночным, ес-
ли оно независимо со всеми остальными множествами из M0(G).

Разбиение графа парой зависимых k-разделяющих множеств опи-
сывается следующей леммой.

Лемма 5 (см. [2, лемма 7]). Пусть G – k-связный граф, а множества
S, T ∈ M0(G) зависимы. Пусть Part(S) = {F1, . . . , Fn}, а Part(T ) =
{H1, . . . , Hm}. Для всех i ∈ {1, . . . , n} и j ∈ {1, . . . ,m} введем обозна-
чения

P = S ∩ T, Sj = S ∩ Int(Hj), Ti = T ∩ Int(Fi), Gi,j = Fi ∩Hj .

Тогда

Part({S, T }) = {Gi,j}i∈{1,...,n}, j∈{1,...,m}, Bound(Gi,j) = P ∪ Ti ∪ Sj ,

причем Ti 6= ∅ для всех i ∈ {1, . . . , n} и Sj 6= ∅ для всех j ∈ {1, . . . ,m}.

Замечание 10. Из леммы 5 легко следует (см. также [6, следствие 2]),
что если κ(G)=3 и множества S, T ∈M0(G) зависимы, то в Part({S, T })
есть хотя бы одна малая часть. Любая малая часть в Part({S, T }),
состоит из двух смежных вершин, которые можно обозначить u и v
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так, что u ∈ T , v ∈ S и каждое из множеств S и T можно дополнить
ребром uv.

1.4. Ромашки в трехсвязном графе. Пусть G – трехсвязный граф
и m > 4. Рассмотрим набор F = (p; q1, . . . , qm) вершин трехсвязно-
го графа G (m > 4). Вершины q1, . . . , qm считаются циклически упо-
рядоченными, то есть их номера будем считать вычетами по моду-
лю m. Также будем считать, что циклическая перестановка множе-
ства q1, . . . , qm и замена циклического порядка на противоположный
не меняет набора F . Пусть Qi,j = {qi, qj , p} и R(F ) – набор, состоящий
из множеств Qi,j для всех пар различных несоседних в циклическом
порядке индексов i и j.

Определение 14. Набор F = (p; q1, . . . , qm) называется ромашкой,
если существует такой набор S ⊂ R(F ), что разбиение Part(S) состо-
ит из m частей G1,2, G2,3, . . . , Gm,1, причем Bound(Gi,i+1) = Qi,i+1.
Множество V (F ) = {p, q1, . . . , qm} называется множеством вершин
ромашки F . Вершина p называется центром, а вершины q1, . . . , qm –
лепестками ромашки F .

Будем говорить, что набор S порождает ромашку F .

Введем обозначение Gi,j =
j−1
⋃

x=i

Gx,x+1 (индекс x пробегает значения

от i до j − 1 в циклическом порядке). Положим также Gx,x = ∅.

В работе [2] доказано (см. теорему 6 и следствия из нее), что мно-
жество Qi,j отделяет Gi,j от Gj,i, а при j 6∈ {i, i+ 1, i− 1}, более того,
Part(Qi,j) = {Gi,j , Gj,i}.

Определение 15. Множества Q1,2, Q2,3, . . . , Qm,1 называются грани-
цами, а остальные множества Qi,j – внутренними множествами ро-
машки F .

Разбиением графа G ромашкой F называется множество Part(F ) =
{G1,2, G2,3, . . . , Gm,1}.

Легко видеть, что Part(F ) = Part(R(F )). При этом ни одна из ча-
стей Part(F ) не может быть малой. Также очевидно (см. [6, замеча-
ние 2]), что если часть Gi,i+1 пуста, то вершины qi и qi+1 смежны.

Заметим также, что для любого i выполняется Gi+1,i ∈ Part(Qi,i+1),
а Gi,i+1 есть объединение всех отличных от Gi+1,i частей Part(Qi,i+1).
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Замечание 11. Как уже отмечалось выше, ромашка сохраняется при
смене нумерации ее лепестков q1, . . . , qm, которая сохраняет их цикли-
ческий порядок, либо заменяет его не противоположный. То есть фак-
тически ромашка не изменяется при действии диэдральной группы Dn

на множество ее лепестков. Отметим, что при таком преобразовании
изменятся также и множества, обозначаемые Qi,j и Gi,j . Однако эти
множества также будут переставляться циклически с возможной сме-
ной ориентации. Само же множество Part(F ) при этом не изменится,
поменяются только номера его элементов.

Далее мы будем считать, что для каждой ромашки задана неко-
торая фиксированная нумерация ее лепестков и обудем использовать
именно эту нумерацию.

Определение 16. Будем говорить, что разрез M содержится в ро-
машке F , если V (M) ⊂ V (F ), и наоборот ромашка F содержится в
разрезе M , если V (F ) ⊂ V (M).

Назовем ромашку F невырожденной, если она не содержится ни в
каком разрезе M ∈ M3(G), и вырожденной в противном случае.

Лемма 6 (см. [6, лемма 16]). Пусть максимальный нетривиальный
разрез M и S ∈ R3(G) \R(M) таковы, что S разделяет V (M). Тогда
|Part(S)| = 2 и выполняется одно из следующих двух утверждений.

1◦ Разрез M содержится в ромашке, порожденной набором S =
R(M) ∪ {S, T1, T2}, где T1 и T2 – границы разреза S.

2◦ Множество S содержится в окрестности одной из частей H1 ∈
Part(M). Более того, существует такое ребро x1x2 ∈ M , что x1 ∈
Bound(H1), S отделяет x1 от остальных вершин множества V (M)\S
и при этом S \H1 = {x2}.

1.4.1. Максимальные ромашки.

Определение 17. Будем говорить, что ромашка F содержит ромаш-
ку F ′, если у них общий центр и V (F ′) ⊂ V (F ). Назовем ромашку F
максимальной, если она не содержится ни в какой другой ромашке.

Лемма 7 ((см. [6, лемма 14])). Пусть F = (p; q1, . . . , qm) – макси-
мальная ромашка и {qi, p, qjx} ∈ M(G). Тогда выполняется одно из
следующих двух утверждений.

1◦ Вершина x – один из соседних с qj лепестков F , причем {qj, p, x}
– пустая часть Part(F ).

2◦ Выполняются соотношения {i, j} = {k, k + 1} и x ∈ Int(Gk,k+1),
причем, если |Part(Qk,k+1)| = 2, то вершины qk и qk+1 смежны.
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Следствие 1. Пусть F = (p; q1, . . . , qm) – максимальная ромашка и
ее лепесток qj имеет степень 3. Тогда, как минимум, одна из частей
Gj−1,j и Gj,j+1 пуста.

Доказательство. Пусть qi – произвольный лепесток, не соседний с
qj . Тогда Part(Qi,j) = {Gi,j , Gj,i} и обе эти части непусты. Поскольку
d(qj) = 3, вершина qj смежна ровно с одной внутренней вершиной од-
ной из этих частей. Тогда по лемме 1 множество Qi,j можно дополнить
до разреза {qi, p, qjx}. Так как лепестки qi и qj – несоседние, утвержде-
ние 2◦ леммы 7 выполнено быть не может. Следовательно, выполнено
утверждение 1◦, откуда {qj , p, x} – пустая часть Part(F ). �

1.4.2. Особые ромашки.

Определение 18. Назовем ромашку F = (p; q1, . . . , qm) особой, если
d(p) = 3 и неособой в противном случае. Окрестностью центра особой
ромашки назовем множество T (p), состоящее из вершин, смежных с p.

Лемма 8 (см. [6, лемма 20]). Пусть F – невырожденная особая ро-
машка. Тогда внутренность любой непустой части Part(F ) содер-
жит ровно одну вершину множества T (p), а ее граница не пересека-
ется с T (p).

В [6, замечание 16] была дана подробная классификация всех невы-
рожденных особых ромашек.

1.5. Критические k-связные графы.

Определение 19. k-связный граф G с v(G) > k + 2 называется кри-
тическим, если для любой вершины x ∈ V (G) граф G−x не является
k-связным.

Известно (см. [10]), что любой критический трехсвязный граф со-
держит хотя бы две вершины степени 3. Нашей целью является опи-
сание структуры всех критических трехсвязных графов, содержащих
ровно две вершины степени 3. В первой части работы (см. [8]) мы сде-
лали это для случая, когда вершины степени 3 смежны. Сейчас мы
будем исследовать общий случай.

Для начала напомним несколько утверждений, доказанных в рабо-
те [8].

Лемма 9 (см. [8, лемма 3]). Пусть G – критический трехсвязный
граф, содержащий ровно две вершины степени 3, R ∈ M

+(G) и H ∈
Part(R). Тогда часть H содержит вершину степени 3.
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Следствие 2 (см. [8, следствие 2]). Любое 3-разделяющее множество
графа G делит его ровно на две части.

§2. Структура критического трехсвязного графа ровно

с двумя вершинами степени 3

Всюду начиная с этого места через G будет обозначаться критиче-
ский трехсвязный граф, содержащий ровно две вершины степени 3.
Вершины степени 3 графа G мы обозначим через u и v.

2.1. Ромашки в графе G. В этом разделе мы исследуем вопрос о
том, какие ромашки могут быть в графе G.

Лемма 10. Пусть F = (p; q1, . . . , qm) – максимальная ромашка в гра-
фе G. Тогда выполняются следующие утверждения.

1) Пусть Gi,i+1 ∈ Part(F ) – непустая часть. Тогда в Gi,i+1 есть
отличная от p вершина степени 3.

2) Пусть Gi,i+1 и Gj,j+1 – две непустые части Part(F ); x ∈ Gi,i+1

и y ∈ Gj,j+1 – отличные от p вершины степени 3. Тогда x 6= y.

Доказательство. 1) Если d(p) > 3, требуемая вершина существует
по лемме 9. Пусть d(p) = 3. Тогда по лемме 8 вершина p смежна ровно
с одной внутренней вершиной t ∈ Int(Gi,i+1). Следовательно, множе-
ство Qi,i+1 можно дополнить ребром pt и Gi,i+1 \ {p} будет частью
разбиения графа G получившимся разрезом. Тогда по лемме 9 в мно-
жестве Gi,i+1 \ {p} есть вершина степени 3.

2) Предположим противное, тогда части Gi,i+1 и Gj,j+1 – соседние
и x – их общий лепесток. Но в этом случае по следствию 1 одна из
частей Gi,i+1 и Gj,j+1 пуста, что противоречит условию. �

Лемма 11. В графе G нет невырожденных особых ромашек.

Доказательство. Предположим противное. Пусть F =(p; q1,. . ., qm) –
максимальная невырожденная особая ромашка и T (p) = {t1, t2, t3}.
Рассмотрим произвольную вершину ti ∈ T (p). Поскольку по лемме 8
вершина ti не может принадлежать границе непустой части Part(F ),
возможны следующие два случая: ti может быть либо внутренней вер-
шиной непустой части Hi ∈ Part(F ), либо лепестком, к которому при-
мыкают две пустые части. Рассмотрим эти случаи более подробно.

1. Пусть ti ∈ Int(Hi), где Hi ∈ Part(F ). Тогда по лемме 10 в Hi

есть отличная от p вершина степени 3. Обозначим ее через si. Отме-
тим, что по лемме 8 в каждой непустой части Part(F ) лежит ровно
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одна вершина множества T (p). В каждой такой части мы выбираем
соответствующую ей вершину si. По лемме 10 эти вершины будут раз-
личны.

2. Пусть ti – лепесток, к которому примыкают две пустые части.
Тогда d(ti) = 3 и мы положим si = ti.

Таким образом, мы получили четыре различные вершины степени
3 (p, s1, s2, s3), что противоречит условию. �

Лемма 12. Любая ромашка F в графе G содержит ровно четыре
лепестка. При этом в Part(F ) ровно две непустые части и эти части
не могут быть соседними.

Доказательство. Заметим сначала, что мы можем рассматривать
только максимальные ромашки F . Действительно, любая ромашка со-
держится в какой-либо максимальной и если мы докажем, что макси-
мальная ромашка не может содержать больше четырех лепестков, из
этого будет следовать, что все ромашки графа G максимальны.

Итак, пусть ромашка F = (p; q1, . . . , qm) максимальна. Рассмотрим
следующие случаи: в Part(F ) может быть ноль, одна, или хотя бы две
непустые части.

1. Пусть все части Part(F ) пусты. Тогда все лепестки ромашки F
имеют степень 3. Но у F хотя бы четыре лепестка. Противоречие.

2. Пусть в Part(F ) ровно одна непустая часть (не умаляя общности
будем считать, что это часть G1,2). Тогда в ней есть вершина степени 3.
Но лепестки q3 и q4 также имеют степень 3. Противоречие.

3. Пусть в Part(F ) хотя бы две непустые части. В каждой из них по
лемме 10 есть отличная от p вершина степени 3, причем эти вершины
различны. Тогда непустых частей ровно две и других вершин степени
3 (кроме тех, что выбраны в непустых частях Part(F )) в графе G
нет. Следовательно, в Part(F ) не может быть соседних пустых частей.
Тогда m = 4 и непустые части Part(F ) также не могут быть соседними.

�

Рассмотрим теперь ромашку F (p; q1, q2, q3, q4), удовлетворяющую
условиям леммы 12. Нумерацию ее лепестков можно выбрать так, что-
бы части G1,2 и G3,4 были пустыми, а части G2,3 и G4,1 – непустыми.
Заметим, что тогда множество M = {q1q2, p, q4q3} является разрезом,
причем V (M) = V (F ) и Part(M) совпадает с множеством непустых ча-
стей Part(F ). Отметим, что разрез M может быть как максимальным
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(и тогда ромашка F невырождена), так и не максимальным (тогда его
можно дополнить до разреза из M3(G) и ромашка F – вырождена).

Итак, любая ромашка графа G содержится в некотором максималь-
ном разрезе. Поэтому далее мы не будем рассматривать ромашки и
займемся изучением максимальных разрезов графа G.

2.2. Максимальные разрезы и 3-разделяющие множества в

графе G. В этом разделе мы изучим взаимное расположение мно-
жеств из M

∗(G). Напомним, что в M
∗(G) входят максимальные раз-

резы графа G и те его 3-разделяющие множества, которые нельзя до-
полнить ни одним ребром.

Лемма 13. Пусть R ∈ M
∗(G). Тогда {u, v}∩ V0(R) = ∅ и вершины u

и v лежат в разных частях R-разбиения графа G.

Доказательство. Предположим, что u ∈ V0(R) (случай v ∈ V0(R)
аналогичен). Поскольку R ∈ M

∗(G), множество R нельзя дополнить
никаким ребром. Следовательно, вершина u должна быть смежна хо-
тя бы с двумя вершинами каждой из компонент графа G−R. Но это
противоречит тому, что d(u) = 3. Полученное противоречие доказыва-
ет, что {u, v}∩V0(R) = ∅. Тогда каждая из вершин u и v лежит ровно
в одной части R-разбиения графа G, откуда по лемме 9 они лежат в
разных частях. �

Лемма 14. В M
∗(G) есть ровно два тривиальных разреза: один из

них состоит из всех ребер, инцидентных вершине u, а другой – из
всех ребер, инцидентных v. Все остальные разрезы из M

∗(G) невы-
рождены.

Доказательство. Очевидно, что описанные в условии множества ре-
бер действительно являются максимальными тривиальными разреза-
ми. Докажем, что любой вырожденный (а, следовательно, и любой
тривиальный) разрез из M

∗(G) совпадает с одним из двух описанных
выше разрезов.

Пусть R ∈ M
∗(G) – вырожденный разрез, Part(R) = {H1, H2} и

Int(H1) = ∅. Тогда одной из компонент графа G−R будет множество
F1 = H1 \ V0(R). Очевидно, что все вершины F1 имеют степень 3. С
другой стороны, по лемме 13 компонента F1 содержит ровно одну из
вершин u и v (пусть, не умаляя общности, u). Тогда F1 = {u} и разрез
R состоит из всех ребер, инцидентных u. �

Лемма 15. Пусть S, T ∈ M
∗(G). Тогда S и T независимы.
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Доказательство. В случае, если S или T является тривиальным раз-
резом, утверждение леммы очевидно. Поэтому согласно лемме 14 до-
статочно рассмотреть случай, когда каждое из множеств S и T являет-
ся либо 3-разделяющим множеством, либо невырожденным разрезом.
Это означает, что все части разбиения из Part(S) и Part(T ) непусты.
Кроме того, если S или T разрез, то обе его границы являются разде-
ляющими множествами.

Введем обозначения Part(S) = {F1, F2}, Part(T ) = {H1, H2}, Si =
Bound(Fi) и Ti = Bound(Hi), где i ∈ {1, 2}.

Предположим, что множества S и T зависимы. Далее, мы рассмот-
рим два случая: 1. S, T ∈ M0(G); 2. хотя бы одно из множеств S и T
является разрезом.

1. Пусть S, T ∈ M0(G). Докажем, что тогда каждое из множеств
S и T можно дополнить некоторым ребром. Тем самым мы получим
противоречие с максимальностью S и T и докажем невозможность
данного случая.

В случае S ∩ T = ∅ это непосредственно следует из замечания 10.
Если же S ∩T 6= ∅, эти множества порождают ромашку, в которой по
лемме 12 есть пустые части. Но тогда по лемме 1 каждое из множеств
S и T можно дополнить ребром, соединяющим лепестки пустой части.

S

F2

H2

H1

F1

T

x2 x1

Рис. 1. Разбиение графа G двумя максимальными множествами.
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2. Пусть, не умаляя общности, S ∈ M(G). Докажем сначала, что
внутренность одной из частей F1 и F2 не пересекается с V (T ). Дей-
ствительно, пусть x ∈ Int(F1) ∩ V (T ) и y ∈ Int(F2) ∩ V (T ). Поскольку
вершины x и y, очевидно, несмежны, они не могут быть концами одно-
го ребра, входящего в T . Тогда существует такая вершина z, что мно-
жество T ′ = {x, y, z} либо совпадает с T , либо содержится в нем (т. е.
является либо внутренним множеством, либо границей разреза T ). В
любом из этих случаев, T ′ – 3-разделяющее множество, зависимое с S1

и S2. Тогда по лемме 6 набор R(S) ∪ {S1, S2, T
′} порождает ромашку,

содержащую хотя бы 5 лепестков, что противоречит лемме 12.
Итак, пусть не умаляя общности Int(F2) ∩ V (T ) = ∅. Заметим, что

тогда T не разделяет F2. Действительно, Int(F2) является компонен-
той связности графа G−S2, которая останется связной после удаления
T , а любая вершина из S2 \T будет смежна хотя бы с одной вершиной
этой компоненты. Следовательно, F2 содержится в одной из частей
Part(T ). Пусть не умаляя общности F2 ⊂ H1. Тогда H2 ⊂ Nb(F1). Но,
поскольку мы предположили что S и T зависимы, H2 6⊂ F1. То есть
существует такая вершина x2 ∈ Nb(F1) \ F1 = S2 \ S1, что x2 ∈ H2.
Поскольку x2 ∈ S2 \ S1, существует такая вершина x1 ∈ S1 \ S2, что
x1x2 ∈ S (см. рисунок 1). С другой стороны, x2 ∈ S2 ⊂ F2 ⊂ H1, откуда
x2 ∈ H1 ∩H2 ⊂ V0(T ). Но тогда x1 – единственная вершина, смежная
с x2, которая не лежит в F2. Рассмотрим компоненту U2 графа G−T ,
которая содержится в H2. Заметим, что U2 ∩ F2 ⊂ U2 ∩H1 = ∅. Сле-
довательно, x1 – единственная вершина, смежная с x2, лежащая ком-
поненте U2. Тогда по лемме 1 множество T можно дополнить ребром
x1x2, что противоречит его максимальности. �

Теорема 1. Пусть в M
∗(G) помимо двух тривиальных разрезов есть

еще m множеств. Тогда можно ввести обозначения

M
∗(G) = {S0, S1, . . . , Sm, Sm+1}

и

Part(Si) = {Li, Ri} при i ∈ {0, 1, . . . ,m,m+ 1}

так, чтобы S0 был тривиальным разрезом, отделяющим вершину u,
Sm+1 – тривиальным разрезом, отделяющим v, и выполнялись сле-
дующие свойства:

{u} = L0 ( L1 ( L2 ( . . . ( Lm ( Lm+1 = V (G) \ {v}
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и

V (G) \ {u} = R0 ) R1 ) R2 ) . . . ) Rm ) Rm+1 = {v}.

Доказательство. Для каждого множества S ∈ M
∗(G) обозначим че-

рез L(S) ту из частей S-разбиения, которая содержит вершину u (по
лемме 13 такая часть ровно одна) и через R(S) – ту из частей, что
содержит v.

Пусть S, T ∈ M
∗(G) – различные множества. Заметим, что тогда

L(S) 6= L(T ). Действительно, в противном случае S и T можно по-
лучить, дополнив границу части L(S) всеми ребрами, не лежащими в
этой части. А это можно сделать единственным способом. Аналогично,
R(S) 6= R(T ).

Далее, поскольку S и T независимы, одна из частей T -разбиения
должна либо содержать L(S), либо содержаться в ней. Очевидно, что
такой частью не может быть R(T ). Тогда мы имеем либо L(S) ( L(T )
и R(S) ) R(T ), либо наоборот L(S) ) L(T ) и R(S) ( R(T ).

Таким образом, мы можем упорядочить все множества из M
∗(G) по

возрастанию |L(S)| и обозначить их через S0, S1, . . . , Sm, Sm+1 именно
в таком порядке. Тогда все строгие включения из условия теоремы,
очевидно, будут выполнены.

Рассмотрим, наконец, максимальный тривиальный разрез, отделя-
ющий вершину u. Для него часть разбиения, содержащая вершину u,
будет состоять из одной лишь этой вершины. То есть для данного раз-
реза эта часть будет наименьшей. Следовательно, этот разрез будет
именно S0 и будут выполнены равенства L0 = {u} и R0 = V (G) \ {u}.
Случай максимального тривиального разреза, отделяющего v, рас-
сматривается аналогично: это разрез Sm+1 и для него выполнены ра-
венства Lm+1 = V (G) \ {v} и Rm+1 = {v}. �

Далее, мы будем всюду использовать обозначения, введенные в тео-
реме 1. Также мы введем обозначения для границ разрезов и частей
разбиения. А именно, пусть Pi = Bound(Li) и Qi = Bound(Ri) при
i ∈ {0, 1, . . . ,m,m + 1}. Очевидно, что тогда P0 = {u} и Qm+1 = {v}.
Все остальные множества Pi и Qj являются 3-разделяющими, но неко-
торые из этих множеств могут совпадать.

Замечание 12. Пусть m = 0. В этом случае единственными двумя
3-разделяющими множествами графа G являются окрестности вершин
u и v. Поскольку G – критический трехсвязный граф, из этого следу-
ет, что v(G) 6 6 и при этом вершины u и v смежны. Такие графы
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были описаны в первой части нашей работы (см. [8]). Из доказанного
в [8] следует, что в этом случае граф G имеет вид, изображенный на
рисунке 2.

Далее мы не будем рассматривать этот тривиальный случай и будем
считать, что m > 0.

u v

Рис. 2. Случай m = 0.

Лемма 16. Пусть i < k < j. Тогда Si ∩Sj ⊂ Sk (т. е. любая вершина
или ребро, общая для Si и Sj, лежит и в Sk).

Доказательство. Пусть x – вершина, общая для Si и Sj . Тогда x ∈
Li ⊂ Lk и x ∈ Rj ⊂ Rk. Следовательно, x ∈ Lk ∩Rk = V0(Sk).

Li Lk Lj Rj

x1 x2

Рис. 3. Части Li, Lk, Lj и Rj .

Далее, пусть x1x2 – общее для Si и Sj ребро. Не умаляя общности
будем считать, что x1 ∈ Li. Тогда x1 ∈ Lk и x1 ∈ Lj. Поскольку
x1x2 ∈ Sj , из x1 ∈ Lj следует, что x2 ∈ Rj и x2 /∈ Lj . Но тогда и
x2 /∈ Lk (см. рис. ??). Рассуждая аналогично, из x2 ∈ Rj выведем, что
x2 ∈ Rk и x1 /∈ Rk. Но такое возможно только если x1x2 ∈ Sk. �
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2.2.1. Соседние множества в M
∗(G). Пусть 0 6 i 6 m. Введем обо-

значение Hi,i+1 = Ri ∩ Li+1.

Лемма 17. Пусть 0 6 i 6 m. Тогда выполняются следующие утвер-
ждения.

1) Hi,i+1 ∈ Part(M∗(G));
2) Int(Hi,i+1) = ∅;
3) Hi,i+1 ⊂ Pi+1 ∪Qi.

Доказательство. 1) Заметим сначала, что Hi,i+1 является квазича-
стью. Действительно, по теореме 1 имеем Rj ⊃ Ri при j < i и Li+1 ⊂ Lj

при j > i+ 1. Следовательно,

Hi,i+1 = R0 ∩ . . . ∩Ri ∩ Li+1 ∩ . . . ∩ Lm+1,

что и является определением квазичасти.
Далее, рассмотрим квазичасть F , содержащую Hi,i+1. Нам нужно

доказать, что F = Hi,i+1, тогда по определению Hi,i+1 будет частью

M
∗(G)-разбиения графа G. Пусть F = ∩m+1

j=0 Fj , где ∀j Fj ∈ Part(Sj).

Докажем, что Fj = Rj при j 6 i (то, что Fj = Lj при j > i, доказыва-
ется аналогично).

Пусть j 6 i. Рассмотрим вершину x ∈ Li+1 \ Li. Такая вершина
существует, поскольку Li ( Li+1 по теореме 1. Тогда x ∈ Ri, следова-
тельно, x ∈ Hi,i+1 ⊂ F . С другой стороны, поскольку x /∈ Li и Lj ⊂ Li,
мы получаем, что Fj 6= Lj . Следовательно, Fj = Rj .

2,3) Очевидно, что Int(Hi,i+1) = Int(Ri) ∩ Int(Li+1). Предположим,
что это множество непусто и x ∈ Int(Hi,i+1). Поскольку G – критиче-
ский трехсвязный граф, вершина x принадлежит некоторому 3-разде-
ляющему множеству T , которое можно дополнить до максимального
множества Sj . Тогда, поскольку V (Sj) содержит внутреннюю вершину
части Ri, мы получаем, что j > i. С другой стороны, поскольку V (Sj)
содержит внутреннюю вершину части Li+1, имеем j < i. Полученное
противоречие доказывает пункт 2 леммы. Пункт 3 непосредственно
следует из пункта 2 и того, что граничные вершины части Hi,i+1 яв-
ляются граничными для хотя бы одной из частей Ri и Li+1. �

Следствие 3. Пусть 0 6 i 6 m. Тогда выполняются следующие
утверждения.

1) Hi,i+1 = (Pi+1 ∩Ri) ∪ (Qi ∩ Li+1);
2) x ∈ (Pi+1 ∪Qi)\Hi,i+1 тогда и только тогда, когда существует

инцидентное x ребро e ∈ Si ∩ Si+1;
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3) Li+1 \ Li ⊂ Hi,i+1 и Ri \Ri+1 ⊂ Hi,i+1.

Доказательство. 1) Поскольку Pi+1 ⊂ Li+1, в Hi,i+1 входят те и
только те вершины множества Pi+1, которые входят в Ri. Аналогично,
в Hi,i+1 входят те и только те вершины множества Qi, которые входят
в Li+1. По пункту 3 леммы 17 других вершин в Hi,i+1 нет.

2) Пусть x ∈ (Pi+1∪Qi)\Hi,i+1. Не умаляя общности будем считать,
что x ∈ Pi+1. Тогда по предыдущему пункту x /∈ Ri и, следовательно,
x /∈ Ri+1. Таким образом, x – граничная вершина части Li+1, не ле-
жащая в части Ri+1. Это означает, что x является концом одного из
ребер разреза Si+1. Обозначим это ребро через e = xt. Далее, посколь-
ку x /∈ Ri, мы получаем, что x ∈ Li, причем x – граничная вершина
этой части, поскольку t /∈ Li+1 ⊃ Li. Следовательно, e = xt ∈ Si.

Обратно, пусть e = xt ∈ Si ∩ Si+1. Не умаляя общности, будем
считать, что x ∈ Li. Тогда x ∈ Li+1 и t /∈ Li+1. Следовательно, x ∈
Pi+1. С другой стороны, поскольку x ∈ Li и xt ∈ Si получаем x /∈ Ri.
Таким образом, x ∈ (Pi+1 ∪Qi) \Hi,i+1.

3) Пусть x ∈ Li+1 \ Li. Тогда x ∈ Li+1 и x ∈ Ri, то есть x ∈ Hi,i+1.
Следовательно, Li+1 \ Li ⊂ Hi,i+1. То, что Ri \Ri+1 ⊂ Hi,i+1, доказы-
вается аналогично. �

Замечание 13. По лемме 2 множества Si и Si+1 не могут иметь более
одного общего ребра. Тогда возможны следующие две ситуации: либо
Si и Si+1 общих ребер не имеют и тогда Hi,i+1 = Pi+1 ∪ Qi, либо они
имеют одно общее ребро и тогда в каждом из множеств Pi+1, Qi есть
ровно по одной вершине, не принадлежащей Hi,i+1.

Лемма 18. Множество S1 содержит ровно одно ребро, инцидент-
ное с u (и, соответственно, входящее в S0). При этом, Q0 ∩ P1 =
∅ и можно ввести обозначения так, что Q0 = {x1, y1, z1}, P1 =
{u, y2, z2}, S0 ∩ S1 = {ux1}, {y1z1, y1z2, z1y2, y1y2, z1z2} ⊂ E(G), x1y1 /∈
E(G), x1z1 /∈ E(G). Более того, вершины y2 и z2 могут быть несмеж-
ны только в том случае, если S1 ∈ M1(G) (см. рис. 4).

Аналогичные утверждения выполнены и для разрезов Sm+1 и Sm

(см. рис. 5).

Доказательство. Докажем утверждение леммы для разрезов S0 и
S1. Для Sm+1 и Sm доказательство аналогично.
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Рис. 4. Разрезы S0 и S1: (a) случай, когда разрез S1 со-
держит единственное ребро ux1, вершины y2 и z2 могут
быть как смежны, так и несмежны; (b) случай, когда
в S1 более одного ребра, вершины y2 и z2 смежны.

Lm
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Lm

(b)
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y1
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z2t

Рис. 5. Разрезы Sm+1 и Sm.

Поскольку G – критический трехсвязный граф, в нем есть 3-разде-
ляющее множество T , содержащее вершину u. Очевидно, что T зави-
симо с Q0 = NG(u). Тогда в одной из компонент графа G − T будет
ровно одна вершина из NG(u). Обозначим эту вершину через x1, а
оставшиеся две вершины NG(u) – через y1 и z1. Тогда множество T
можно дополнить ребром ux1. Дополнив полученный разрез до мак-
симального, получим разрез Si, где i > 0. Тогда по лемме 16 ребро
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ux1 входит также и в разрез S1. Следовательно, u ∈ P1. Отметим так-
же, что разрез S1 нетривиален и поэтому не может содержать других
ребер, инцидентных u.

Пусть Q0 ∩ P1 6= ∅. Тогда эти два множества порождают ромашку
и вершина u является ее лепестком, к которому примыкают две пу-
стые части. Но по лемме 12 ромашка в графе G не может содержать
двух соседних пустых частей. Полученное противоречие доказывает,
что Q0 ∩ P1 = ∅. Обозначим отличные от u вершины множества P1

через y2 и z2.
Докажем, что Int(L1) = {y1, z1}. Действительно, разрез S1 не со-

держит ребер uy1, uz1, следовательно, вершины y1 и z1 лежат в ча-
сти L1. Кроме того, {y1, z1} ∩ Bound(L1) ⊂ Q0 ∩ P1 = ∅, то есть
{y1, z1} ⊂ Int(L1). С другой стороны, по лемме 17 имеем

H0,1 = R0 ∩ L1 ⊂ P1 ∪Q0.

Тогда, поскольку R0 = V (G)\{u}, мы получаем, что L1 = {y1, z1, y2, z2, u}.
Следовательно, других вершин, кроме y1 и z1, в Int(L1) нет.

Таким образом, вершины y1 и z1 могут быть смежны только с вер-
шинами части L1 = {y1, z1, u, y2, z2}. Но степени вершин y1 и z1 хотя
бы 4, то есть каждая из них должна быть смежна со всеми остальными
вершинами части L1. Из доказанного выше следует, что

{y1z1, y1z2, z1y2, y1y2, z1z2} ⊂ E(G), x1y1 /∈ E(G) и x1z1 /∈ E(G).

Предположим теперь, что разрез S1 содержит более одного ребра.
Это означает, что множество P1 можно дополнить как минимум одним
ребром, отличным от ux1. Не умаляя общности будем считать, что это
ребро z2t (см. рисунок 4b). Очевидно, что вершина t лежит в той же
компоненте связности графа G − P1, что и x1. Более того, t является
единственной смежной с z2 вершиной этой компоненты. Кроме нее
смежными с z2 могут быть только вершины части L1. Но при этом z2
не смежна с u, то есть NG(z2) ⊂ {y1, y2, z1, t}. Поскольку d(z2) > 3, все
перечисленные вершины должны быть смежны с z2 и, в частности,
y2z2 ∈ E(G). �

Далее мы рассмотрим соседние множества из M
∗(G), ни одно из

которых не тривиально (т. е. не совпадает с S0 и Sm+1).

Лемма 19. Пусть 1 6 i 6 m− 1. Тогда

Qi+1 ∩ Int(Ri) 6= ∅ и Pi ∩ Int(Li+1) 6= ∅.
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Доказательство. Докажем первое из двух утверждений, второе до-
казывается аналогично. Рассмотрим вершину x ∈ Ri \ Ri+1. Такая
вершина существует, поскольку Ri ) Ri+1 по теореме 1. Тогда мно-
жество Qi+1 отделяет вершину x от Int(Ri+1), то есть Qi+1 разделяет
Ri. Но множество, разделяющее часть Ri, очевидно должно содержать
как минимум одну внутреннюю вершину этой части. �

2.2.2. Разрезы, содержащие общее ребро.

Лемма 20. Если разрезы Si и Sj имеют общее ребро, то они не име-
ют других общих элементов.

Доказательство. Согласно лемме 16 достаточно доказать утвержде-
ние для пары соседних разрезов Si и Si+1. Для пар S0, S1 и Sm, Sm+1

утверждение следует из леммы 18. Поэтому достаточно рассмотреть
случай 1 6 i 6 m− 1.

Итак, пусть разрезы Si и Si+1, где 1 6 i 6 m − 1, имеют общее
ребро x1x2. Согласно лемме 2 они не могут иметь других общих ребер.
Поэтому предположим, что разрезы Si и Si+1 имеют общую вершину y.
Не умаляя общности будем считать, что x1 ∈ Li. Тогда x1 ∈ Li+1.
Поскольку каждый из разрезов Si и Si+1 разделяет вершины x1 и x2,
имеем x1 /∈ Ri, x1 /∈ Ri+1, x2 ∈ Ri, x2 ∈ Ri+1, x2 /∈ Li, x2 /∈ Li+1.

Рассмотрим множества Pi и Pi+1. Из сказанного выше очевидно, что
оба эти множества содержат вершины x1 и y. То есть эти множества
имеют вид Pi = {x1, y, z1} и Pi+1 = {x1, y, z2}.

x1 x2

y

z1 z2

LiLi+1

(a)

x1 x2

y

z1 t z2

LiLi+1

(b)

x1 x2

y

z1 z2 z3

LiLi+1

(c)

Рис. 6. Разрезы, содержащие общее ребро x1x2 и об-
щую вершину y.

Докажем, что Si ∈ M2(G). Действительно, пусть Si = {x1x2, y, z1} ∈
M1(G). Тогда Qi= {x2, y, z1}, откуда по следствию 3 получаем Hi,i+1

= {y, z1, z2} и Li+1 \Li = {z2} (см. рисунок 6a). Заметим, что вершина
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z1 является граничной для части Li, но по лемме 19 она является
внутренней для части Li+1 (вершины x и y1 внутренними для Li+1,
очевидно, не являются). Тогда все смежные с z1 вершины лежат в
Li+1, но по лемме 4 вершина z1 должна быть смежна с вершиной,
не лежащей в Li. Следовательно, вершина z1 смежна ровно с одной
вершиной не лежащей в Li – с вершиной z2. По лемме 1 это означает,
что разрез Si можно дополнить ребром z1z2, что противоречит его
максимальности.

Далее докажем, что Si = {x1x2, y, z1z2}. Предположим противное:
пусть Si = {x1x2, y, z1t}, где t 6= z2 (см. рисунок 6b). Тогда Qi =
{x2, y, t}, откуда по следствию 3 получаем что Hi,i+1 = {y, t, z2} и
Li+1 \ Li = {t, z2}. В этом случае, t ∈ Int(Li+1), то есть t может быть
смежна только с вершинами z1, z2, y и d(t) 6 3, что невозможно.

Итак Si = {x1x2, y, z1z2}. Это в частности означает, что z2 ∈ Ri и
Qi = {x2, y, z2}. Пусть Qi+1 = {x2, y, z3} (см. рисунок 6c). Рассуждая
аналогично, можно доказать, что Si+1 = {x1x2, y, z2z3}. Но это озна-
чает, что вершина z2 может быть смежна только с тремя вершинами:
z1, z3 и y, что невозможно, поскольку z2, очевидно, не совпадает с u и
v. Противоречие. �

Замечание 14. В предыдущей лемме мы доказали, что разрезы Si и
Si+1, имеющие общее ребро x1x2, не имеют других общих элементов
(вершин или ребер). Однако, при этом множество V (Si)∩ V (Si+1) мо-
жет содержать и другие вершины, помимо x1 и x2. А именно, ребро
разреза Si может быть инцидентно вершине разреза Si+1 и наоборот
ребро разреза Si+1 может быть инцидентно вершине разреза Si. Эта
ситуация будет описана более подробно в следующей лемме.

Лемма 21. Пусть 1 6 i < m и Si, Si+1 – разрезы, имеющие общее
ребро x1x2, где x1 ∈ Li. Тогда выполняется ровно один из следующих
двух случаев.

1◦ Если Pi+1 ∩ Qi = ∅, то можно ввести обозначения так, что
Pi+1 = {x1, y2, z2}, Qi = {x2, y1, z1}, Hi,i+1 = {y1, y2, z1, z2} и
{y1y2, y1z2, z1y2, z1z2} ⊂ E(G). Вершины y1 и z1 могут быть несмеж-
ны только если Si ∈ M1(G). Аналогично, вершины y2 и z2 могут
быть несмежны только если Si+1 ∈ M1(G) (см. рисунок 7a).

2◦ Если Pi+1 ∩ Qi 6= ∅, то можно ввести обозначения так, что
Si = {x1x2, y1y2, z1} и Si+1 = {x1x2, y2, z1z2}. При этом, Hi,i+1 =
{y2, z1} и вершины z1 и y2 смежны (см. рисунок 7c).
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Рис. 7. Разрезы Si и Si+1, имеющие общее ребро x1x2:
(a) случай, когда Pi+1 ∩ Qi = ∅, здесь вершины y1 и
z1 смежны, поскольку tz1 ∈ Si, а вершины y2 и z2 мо-
гут быть как смежны, так и несмежны; (b) невозмож-
ный случай, когда вершина y2 инцидентна ребрам обо-
их разрезов Si и Si+1; (c) случай, когда Pi+1 ∩Qi 6= ∅,
здесь Si = {x1x2, y1y2, z1}, Si+1 = {x1x2, y2, z1z2} и вер-
шины z1 и y2 смежны.

Доказательство. Рассмотрим два случая:

Pi+1 ∩Qi = ∅ и Pi+1 ∩Qi 6= ∅.

1. Пусть Pi+1 ∩ Qi = ∅. Введем обозначения Pi+1 = {x1, y2, z2},
Qi = {x2, y1, z1}. Тогда по следствию 3 имеем Hi,i+1 = {y1, y2, z1, z2}.

Рассмотрим вершину z1. Она является граничной для части Ri и,
следовательно, по лемме 4 должна быть смежна хотя бы с одной внут-
ренней вершиной этой части. С другой стороны, z1 ∈ Int(Li+1), то
есть z1 может быть смежна только с вершинами части Li+1. Таким
образом, внутренними вершинами части Ri, с которыми может быть
смежна z1, могут быть только вершины y2 и z2. Предположим, что z1
смежна только с одной из них: не умаляя общности, пусть это z2. Тогда
множество Qi можно дополнить ребром z1z2 и получившийся разрез
будет разделять вершины z1 и z2. Но тогда и содержащий его макси-
мальный разрез будет разделять эти вершины. То есть найдется разрез
из M∗(G), разделяющий Hi,i+1. Но это невозможно, так как Hi,i+1 ∈
Part(M∗(G)) по лемме 17. Итак, мы доказали, что {z1y2, z1z2} ⊂ E(G).
Аналогично доказывается, что {y1y2, y1z2} ⊂ E(G).

Предположим, что Si /∈ M1(G). Тогда в разрезе Si должно быть
ребро, инцидентное одной из вершин y1, z1. Пусть не умаляя общности
tz1 ∈ Si. Докажем, что тогда y1z1 ∈ E(G). Для этого рассмотрим
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вершину z1. В части Li она может быть смежна только с вершиной
t, а за пределами этой части – только с вершинами из Hi,i+1. То есть
NG(z1) ⊂ {t, y1, y2, z2}. Тогда, поскольку d(z1) > 4, вершина z1 должна
быть смежна со всеми указанными вершинами. В частности, y1z1 ∈
E(G).

2. Пусть y2 ∈ Pi+1∩Qi. Поскольку по лемме 20 разрезы Si и Si+1 не
имеют других общих элементов, кроме ребра x1x2, как минимум для
одного из этих двух разрезов вершина y2 является концом входящего
в этот разрез ребра. Тем самым, данный случай распадается на два
подслучая: ребра, инцидентные вершине y2 могут быть либо в обоих
разрезах Si и Si+1, либо ровно в одном из них (не умаляя общности,
пусть в Si).

2.1. Пусть y1y2 ∈ Si и y2y3 ∈ Si+1 (см. рисунок 7b). Тогда верши-
на y2 может быть смежна только с вершиной y1 в части Li, только с
вершиной y3 части Pi+1 и кроме этого еще с вершинами из Hi,i+1. Вве-
дем обозначения Pi+1 = {x1, y2, z2}, Qi = {x2, y2, z1}. Тогда Hi,i+1 =
{y2, z1, z2}. Поскольку d(y2) > 4, вершины z1 и z2 различны. Но то-
гда z2 – единственная внутренняя вершина части Ri, которая может
быть смежна с z1. Следовательно, {x2, y2, z1z2} – разрез, разделяю-
щий Hi,i+1. Но это противоречит лемме 17. Таким образом, данный
подслучай невозможен.

2.2. Пусть y1y2 ∈ Si и y2 ∈ Si+1 (см. рисунок 7c). Введем обозначе-
ния Pi+1 = {x1, y2, z

′
1}, Qi = {x2, y2, z1} и докажем, что вершины z1 и

z′1 совпадают. Действительно, в противном случае, Hi,i+1 = {y2, z1, z
′
1}

и z′1 – единственная внутренняя вершина части Ri, которая может
быть смежна с z1. Следовательно, {x2, y2, z1z

′
1} – разрез, разделяю-

щий Hi,i+1, что невозможно по лемме 17. Итак, Pi+1 = {x1, y2, z1},
Qi = {x2, y2, z1} и Hi,i+1 = {y2, z1}. Тогда вершина z1 должна быть
инцидентна ребру разреза Si+1, иначе разрез Si+1 содержится в раз-
резе Si и не является максимальным. Следовательно, мы можем ввести
обозначения так, что Si+1 = {x1x2, y2, z1z2}. Ранее мы доказали (см.
случай 2.1.), что различные ребра разрезов Si и Si+1 не могут иметь
общих концов. Следовательно, z1 ∈ Si и тогда Si = {x1x2, y1y2, z1}.
Наконец, вершины z1 и y2 должны быть смежны, поскольку в про-
тивном случае оба разреза Si и Si+1 будут содержаться в разрезе
{x1x2, y1y2, z1z2} и не будут максимальными. �

Определение 20. Назовем куском максимальную по включению по-
следовательность разрезов (Sk, Sk+1, . . . , Sl), где k < l, содержащих
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общее ребро. Кусок, начинающийся с разреза Sk и заканчивающийся
Sl, мы будем обозначать через Sk,l, а общее ребро разрезов из Sk,l –
через ek,l.

Замечание 15. 1) В рассмотренном в предыдущей части данной ра-
боты (см. [8]) случае смежных вершин u и v все максимальные разрезы
графа G образовывали один кусок. В случае несмежных u и v кусков
как минимум два: по лемме 18 каждая из пар разрезов S0, S1 и Sm,
Sm+1 содержит общее ребро и эти ребра – разные. Следовательно, по-
следовательность (Si) начинается и заканчивается куском.

2) Рассмотрим кусок Sk,l. Пусть ek,l = x1x2, причем x1 ∈ Lk и
x2 ∈ Rl. Для всех i ∈ {k, k + 1, . . . , l} введем обозначения

Vi = V (Si) \ {x1, x2}, P ′
i = Pi \ {x1} и Q′

i = Qi \ {x2}.

Тогда все множества P ′
i и Q′

i (кроме P ′
0 и Q′

m+1 в случае, если рас-
сматриваемый кусок является крайним) двухэлементны. Из леммы 21
следует, что две вершины множества P ′

i или Q′
i могут быть несмежны

только в двух случаях: либо если это множество является одним из
крайних в данном куске (т. е. Pk или Ql), либо если Si ∈ M1(G) (в
этом случае P ′

i = Q′
i). Отметим также, что Vi = P ′

i ∪ Q′
i при k 6 i 6 l

и Hi,i+1 = Q′
i ∪ P ′

i+1 при k 6 i < l.
Построим граф Gk,l следующим образом. Рассмотрим индуцирован-

ный подграф G(
l
⋃

i=k

Vi) и соединим ребрами пары вершин в тех множе-

ствах P ′
i и Q′

i, в которых они не были соединены в графе G.

Далее мы опишем структуру куска Sk,l в обозначениях и терминах
из замечания 15.

Лемма 22. Рассмотрим кусок Sk,l и будем использовать обозначе-
ния из замечания 15. Тогда выполняются следующие свойства.

1) Множество Vi (где k 6 i 6 l) может состоять из двух, трех
или четырех вершин. Если |Vi|>2, то индуцированный подграф Gk,l(Vi)
является простым циклом.

2) Множество Hi,i+1 (где k 6 i < l) может состоять из двух или
четырех вершин.

3) Если |Hi,i+1| = 4, то разрезы Si и Si+1 образуют конфигурацию,
описанную в случае 1◦ леммы 21. При этом, индуцированный подграф
Gk,l(Hi,i+1) изоморфен K4.
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4) Если |Hi,i+1| = 2, то Si, Si+1 ∈ M2(G) и эти разрезы образуют
конфигурацию, описанную в случае 2◦ леммы 21.

Доказательство. 1) Заметим, что |Vi| = |V (Si)| − 2 6 4. При Si ∈
M1(G) имеем |Vi| = 2. То же самое верно для крайних разрезов S0 и
Sm+1, если они попадают в Sk,l. В остальных случаях при Si ∈ M3(G)
имеем |Vi| = 4 и Gk,l(Vi) является циклом длины 4, образованным реб-
рами разреза Si, отличными от ek,l, и ребрами, соединяющими верши-
ны из P ′

i и Q′
i. В случае Si ∈ M2(G) аналогично получаем, что |Vi| = 3

и Gk,l(Vi) является циклом длины 3.
2) Непосредственно следует из леммы 21: в случае 1◦ этой леммы

имеем |Hi,i+1| = 4, а в случае 2◦ получаем |Hi,i+1| = 2.
3) Как было показано в случае 1◦ леммы 21, можно ввести обозна-

чения так, чтобы P ′
i+1 = {y2, z2}, Q

′
i = {y1, z1}, Hi,i+1 = {y1, y2, z1, z2}

и {y1y2, y1z2, z1y2, z1z2} ⊂ E(G) ⊂ E(Gk,l). Кроме того, {y1z1, y2z2} ⊂
E(Gk,l) по построению графа Gk,l.

4) Непосредственно следует из случая 2◦ леммы 21. �

Лемма 23. Пусть Sk,l – кусок, k 6 i < l и |Hi,i+1| = 4. Тогда выпол-
няются следующие утверждения.

1) При всех j > i имеем Q′
i ∩ Vj = Q′

i ∩Hj,j+1 = ∅.
2) При всех j < i имеем P ′

i+1 ∩ Vj = Pi+1 ∩Hj,j+1 = ∅.

Доказательство. Докажем утверждение 1 (утверждение 2 доказы-
вается аналогично). Поскольку |Hi,i+1| = 4, из пункта 3 леммы 22 и
случая 1◦ леммы 21 следует, что P ′

i+1 ∩ Q′
i = ∅. Тогда Q′

i ⊂ Int(Li+1)
и, следовательно, Q′

i ∩ Nb(Ri+1) = ∅. Но при j > i мы получаем
Hj,j+1 ⊂ Rj ⊂ Nb(Ri+1) и Vj ⊂ Nb(Rj) ⊂ Nb(Ri+1). Таким образом,
Q′

i ∩ Vj = Q′
i ∩Hj,j+1 = ∅. �

Теорема 2. Множество V (Gk,l) можно представить в виде объеди-
нения подмножеств

V (Gk,l) = F1 ∪ F2 ∪ . . . ∪ Fs,

обладающих следующими свойствами.
1) Каждый индуцированный подграф Bj = Gk,l(Fj) является ли-

бо полным графом на четырех вершинах, либо простым циклом на
трех или четырех вершинах. При этом цикл на четырех вершинах
в данной последовательности может быть соседним только с K4.

2) Любое ребро графа Gk,l входит либо в один, либо в два подгра-
фа Bj.
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3) Пусть 1 6 j < s и Tj,j+1 = Fj ∩ Fj+1. Тогда |Tj,j+1| = 2. Более
того, две вершины множества Tj,j+1 смежны в графе Gk,l. В графе
G эти вершины могут быть несмежны только в том случае, если
оба подграфа Bj и Bj+1 изоморфны K4.

4) Множество Tj,j+1 является 2-разделяющим в графе Gk,l. Оно
отделяет Fp от Fq при p 6 j < j + 1 6 q.

5) Пусть 1 6 j < s−1. Тогда |Fj∩Fj+2 | 6 1. Более того, |Fj∩Fj+2| =
1 тогда и только тогда, когда подграф Bj+1 является треугольником.

6) При t− j > 2 множества Ft и Fj не пересекаются.

Доказательство. Рассмотрим следующую последовательность мно-
жеств: Vk, Hk,k+1, Vk+1, . . . , Hl−1,l, Vl. По лемме 22 каждое из этих мно-
жеств может содержать от двух до четырех вершин. Докажем, что
в этой последовательности нет двух идущих подряд двухэлементных
множеств, а также что любое двухэлементное множество этой после-
довательности содержится в любом из своих соседей. Действительно,
из леммы 22 следует, что |Hi,i+1| = 2 только в одном случае: если
Si, Si+1 ∈ M2(G). Но в этом случае |Vi| = |Vi+1| = 3 и Hi,i+1 = P ′

i+1 =
Q′

i = Vi ∩ Vi+1. Если же |Vi| = 2, то Si ∈ M1(G). В этом случае множе-
ства Hi−1,i и Hi,i+1 четырехэлементны и содержат Vi (точнее говоря,
речь здесь идет о тех из множеств Hi−1,i и Hi,i+1, что входят в нашу
последовательность, то есть при i ∈ {k, l} мы будем рассматривать
только одно множество, а не два).

Выкинем из этой последовательности все двухэлементные множе-
ства, а оставшиеся занумеруем натуральными числами 1, 2, . . . , s в
том порядке, в котором они записаны в этой последовательности и
обозначим их через F1, F2, . . . , Fs. Докажем, что получившаяся после-
довательность удовлетворяет всем указанным условиям.

1) По лемме 22 если |Vi| > 2, то индуцированный подграф Gk,l(Vi)
является простым циклом. Если же |Hi,i+1| > 2, то по той же лемме
|Hi,i+1| = 4, и индуцированный подграф Gk,l(Hi,i+1) изоморфен K4.

Далее заметим, что если Bj является циклом длины 4, то Bj со-
ответствует множеству Vi, такому, что Si ∈ M3(G). Поскольку Si /∈
M2(G), для пары из Si и соседнего с ним разреза Si±1 не может вы-
полняться утверждение 4 леммы 22. Но тогда из утверждений 2 и 3
той же леммы следует, что соседнее с Bj элементы нашей последова-
тельности должны быть изоморфны K4.

2) Очевидно, что любое ребро графа G либо входит в один из раз-
резов Si, либо оба его конца принадлежат одной из частей разбиения
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Hi,i+1 ∈ Part(M∗(G)). Это же верно и для ребер графа Gk,l: его ребро
может быть либо ребром графа G, либо быть добавленным ребром,
соединяющим вершины одного из множеств P ′

i или Q′
i, где k 6 i 6 l.

Но каждое такое множество содержится в одной из частей разбиения.
Ребро графа Gk,l, входящее в разрез Si, очевидно, принадлежит

ровно одному из подграфов Bj , а именно тому, для которого Fj = Vi.
Рассмотрим ребро e, оба конца которого принадлежат части Hi,i+1 =
P ′
i+1 ∪Q′

i. По пункту 2 леммы 22 возможны два случая: 1. |Hi,i+1| = 2
и 2. |Hi,i+1| = 4. Рассмотрим эти случаи более подробно.

1. Пусть |Hi,i+1| = 2. Тогда по пункту 4 леммы 22 имеем |Vi| =
|Vi+1| = 3 и e входит ровно в два подграфа Bj и Bj+1, где Fj = Vi и
Fj+1 = Vi+1.

2. Пусть |Hi,i+1| = 4. Тогда e заведомо входит в подграф Bj , такой,
что Fj = Hi,i+1. Далее, заметим, что при p > j множество Fp имеет
вид Vt или Ht,t+1, где t > i. Следовательно, по лемме 23 получаем,
что, Q′

i ∩ Fp = ∅ при p > j. Аналогично, P ′
i+1 ∩ Fp = ∅ при p < j.

Таким образом, если ребро e входит в какой-либо еще подграф Bp, где
p 6= j, то оно должно соединять две вершины одного из множеств Q′

i

или P ′
i+1.

Предположим, что e соединяет две вершины множества Q′
i (случай

множества P ′
i+1 аналогичен). Тогда e может лежать только в подгра-

фах Fp, где p 6 j. Нам требуется доказать, что это возможно только
при p > j−1, то есть что Q′

i 6⊂ Fp при p < j−1. Отметим, что в случае
i = k доказываемое утверждение очевидно, поскольку тогда j 6 2 и
подграфов Bp, где p < j − 1, просто не существует. Так что далее мы
будем считать, что i > k. Рассмотрим два подслучая: Si ∈ M1(G) и
Si /∈ M1(G).

2.1. Пусть Si ∈ M1(G). Тогда P ′
i = Q′

i = Vi и |Vi| = 2. Следователь-
но, по лемме 22 имеем |Hi−1,i| = 4 и Fj−1 = Hi−1,i. Но тогда, аналогич-
но доказанному выше, из леммы 23 следует, что Q′

i ∩Fp = P ′
i ∩Fp = ∅

при p < j − 1.
2.2. Пусть Si /∈ M1(G). Тогда |Vi| > 2 и Fj−1 = Vi. Но в этом случае

Q′
i 6⊂ Li и Fp ⊂ Li при p < j − 1. Таким образом, и в этом случае

получаем Q′
i 6⊂ Fp при p < j − 1.

3) Из доказанного выше очевидно, что множество Tj,j+1 совпадает с
одним из множеств P ′

i или Q′
i. Следовательно, это множество двухэле-

ментно и его вершины смежны в графе Gk,l. Заметим также, что это
множество не может быть крайним (то есть совпадать с Pk или Ql). Из



166 А. В. ПАСТОР

леммы 21 следует (см. также замечание 15), что вершины множества
P ′
i или Q′

i могут быть несмежны только в случае, если Si ∈ M1(G).
Но тогда Fj = Hi−1,i и Fj+1 = Hi,i+1. Поскольку Si /∈ M2(G), по пунк-
там 2 и 4 леммы 22 мы получаем, что |Hi−1,i| = |Hi,i+1| = 4 и тогда по
пункту 3 той же леммы подграфы Bj и Bj+1 изоморфны K4.

4) Не умаляя общности, пусть Tj,j+1 = P ′
i . Тогда в графе G мно-

жество Pi является 3-разделяющим и отделяет Fp от Fq при p 6 j <
j + 1 6 q. Следовательно, P ′

i отделяет Fp от Fq в графе Gk,l.
5) Рассмотрим множество Fj+1. По построению, оно совпадает либо

с Hi,i+1, либо с Vi при некотором i.
В первом случае имеем Tj,j+1 = Q′

i, Tj+1,j+2 = P ′
i+1. Кроме того,

в этом случае |Hj,j+1| = 4 и тогда по лемме 21 имеем Q′
i ∩ P ′

i+1 = ∅.
Поскольку каждое из множеств Q′

i и P ′
i+1 отделяет Fj от Fj+2, мы

получаем Fj ∩ Fj+2 = Q′
i ∩ P ′

i+1 = ∅.
Во втором случае Tj,j+1 = P ′

i и Tj+1,j+2 = Q′
i и, рассуждая анало-

гично, мы получим Fj ∩Fj+2 = P ′
i ∩Q′

i. Но P ′
i ∩Q′

i 6= ∅ тогда и только
тогда, когда |Vi| = 3, а это равносильно тому, что Bj – треугольник.

6) По пункту 4 данной теоремы, каждое из множеств Tj,j+1, Tj+1,j+2,
Tj+2,j+3 отделяет Ft от Fj . Тогда для того, чтобы Ft∩Fj 6= ∅ необходи-
мо Tj,j+1 ∩ Tj+1,j+2 ∩ Tj+2,j+3 6= ∅. Но, рассуждая аналогично доказа-
тельству предыдущего пункта, получим, что Tj,j+1 ∩Tj+1,j+2 6= ∅ воз-
можно только при Fj+1 = Vi, где Si ∈ M2(G). Аналогично, Tj+1,j+2 ∩
Tj+2,j+3 6= ∅ возможно только при Fj+2 = Vi+1, где Si+1 ∈ M2(G).
Но тогда Tj,j+1 = P ′

i и Tj+2,j+3 = Q′
i+1, а из леммы 21 следует, что в

таком случае P ′
i ∩Q′

i+1 = ∅. Противоречие. �

Замечание 16. Описанная выше структура графа Gk,l очень похожа
на структуру, описанную в первой части данной работы (см. [8]). Там
фигурировала такая же последовательность из K4 и циклов длины 3 и
4. Отличие состояло только в том, какие блоки могут быть на концах
данной последовательности.

2.2.3. Пересекающиеся куски. В этом разделе мы изучим ситуацию,
когда два куска содержат общий разрез.

Лемма 24. Два различных куска могут содержать не более одного
общего разреза. Если разрез Sl входит в два куска, то эти куски име-
ют вид Sk,l и Sl,n, где k < l < n. При этом ребра ek,l и el,n различны,
а разрез Sl содержит минимум два ребра.
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Доказательство. Заметим сначала, что различные куски имеют раз-
личные общие ребра, поскольку, если ребро e является общим для
каких-либо разрезов, то мы можем обозначить наименьший номер раз-
реза, содержащего e, через k и наибольший такой номер – через l. Тогда
по лемме 16 ребро e входит во все разрезы Si, где k 6 i 6 l. То есть
все разрезы, содержащие ребро e, образуют один единственный кусок.

Далее, предположим, что два различных куска Sk,l и St,n содержат
два различных разреза Si и Sj . Тогда каждый из этих разрезов содер-
жит как ребро ek,l, так и ребро et,n, и эти ребра различны. То есть
разрезы Si и Sj имеют два общих ребра, что невозможно по лемме 2.
Противоречие.

Итак, любые два куска имеют не более одного общего разреза. Сле-
довательно, если Sl – их единственный общий разрез, то он должен
находиться в начале одного из кусков и в конце другого. То есть, эти
куски имеют вид Sk,l и Sl,n, где k < l < n, а их общие ребра – соответ-
ственно ek,l и el,n. Как уже было доказано выше, эти ребра различны
и разрез Sl содержит их оба. Таким образом, разрез Sl содержит ми-
нимум два ребра. �

Замечание 17. Из леммы 24, в частности, следует, что все куски
можно упорядочить по номеру первого входящего в кусок разреза.
Тогда для любых двух кусков Sk,l и St,n верно, что если t > k, то
t > l. Соответственно, если эти куски являются соседними при данном
упорядочении, то возможны следующие две ситуации: либо t = l и
Sl – общий разрез этих кусков, либо t > l и между кусками находится
последовательность Sl, Sl+1, . . . , St разрезов, никакие два из которых
не имеют общих ребер. В следующем разделе мы займемся описанием
таких разрезов.

2.2.4. Соседние множества из M
∗(G), не имеющие общих ребер. Рас-

смотрим множества Si, Si+1 ∈ M
∗(G), не имеющие общих ребер. Отме-

тим, что в этом случае множества Si и Si+1 не обязательно являются
разрезами: одно из них или даже они оба могут быть 3-разделяющими
множествами, которые невозможно дополнить никаким ребром. Заме-
тим также, что множества Qi и Pi+1 в этом случае могут быть либо
совпадающими, либо независимыми. Кроме того, по следствию 3 име-
ем Hi,i+1 = Qi ∪ Pi+1.

Теорема 3. Пусть множества Si и Si+1 не имеют общих ребер.
Тогда выполнены следующие утверждения.
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Рис. 8. Si и Si+1 не имеют общих ребер: (a) невозмож-
ный случай, когда |Qi ∩Pi+1| = 2; (b) Qi = Pi+1 и вер-
шина z инцидентна ребрам обоих разрезов Si и Si+1;
(c) Qi = Pi+1, вершина z инцидентна ребру разреза
Si, а y – Si+1; (d) случай |Qi ∩ Pi+1| = 1; (e) случай
Qi ∩ Pi+1 = ∅.

1) |Qi ∩ Pi+1| 6= 2.
2) Если Qi = Pi+1, то оба множества Si и Si+1 являются разреза-

ми. Если при этом какая-либо вершина множества Qi инцидентна
ребрам обоих разрезов Si и Si+1, то она смежна с обеими оставши-
мися вершинами множества Qi. Если же две вершины множества
Qi инцидентны ребрам различных разрезов (одна из них инцидент-
на ребру Si, а другая – ребру Si+1), то эти вершины смежны (см.
рисунки 8b и 8c).
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3) Если |Qi ∩ Pi+1| = 1, то можно ввести обозначения так, что
Qi = {x, y1, z1}, Pi+1 = {x, y2, z2} и {y1y2, y1z2, z1y2, z1z2} ⊂ E(G) (см.
рисунок 8d).

4) Если Qi ∩ Pi+1 = ∅, то можно ввести обозначения так, что
Qi = {x1, y1, z1}, Pi+1 = {x2, y2, z2} и {x1x2, y1y2, z1z2, x1y2, y1z2, z1x2}
⊂ E(G) (см. рисунок 8e).

Доказательство. 1) Предположим противное: пусть Qi = {x, y, z1}
и Pi+1 = {x, y, z2} (см. рисунок 8a). Тогда единственной вершиной
из Int(Ri), которая может быть смежна с z1, является z2. Но в этом
случае множество {x, y, z1z2} является разрезом, разделяющим z1 и
z2, что невозможно.

2) Пусть Qi = Pi+1 = {x, y, z}. Поскольку множества Si и Si+1

различны, как минимум одно из них не совпадает с {x, y, z}. Но тогда и
другое тоже не совпадает с {x, y, z}, иначе оно не будет максимальным.

Предположим, что z1z ∈ Si и zz2 ∈ Si+1 (см. рисунок 8b). Тогда z1 –
единственная смежная с z вершина, не лежащая в Pi, а z2 – единствен-
ная смежная с z вершина, не лежащая в Li+1. Кроме этих двух вершин
z может быть смежна только с вершинами из Hi,i+1, то есть с верши-
нами x и y. Тогда, поскольку d(z) > 4, вершина z должна быть смежна
со всеми перечисленными вершинами и, в частности, {xz, yz} ⊂ E(G).

Далее, предположим, что z1z ∈ Si и yy2 ∈ Si+1 (см. рисунок 8c).
Тогда yz ∈ E(G), поскольку в противном случае мы получим разрез
M = {x, yy2, z1z}, не совпадающий ни с Si, ни с Si+1 и имеющий общие
ребра с каждым из этих разрезов, причем эти общие ребра – разные.
Это невозможно, поскольку в противном случае разрез M можно до-
полнить до максимального разреза Sj, имеющего различные общие
ребра с соседними разрезами Si и Si+1. Но тогда Sj будет общим
разрезом кусков, содержащих Si и Si+1, и тогда по лемме 24 имеем
i < j < i+ 1. Противоречие.

3) Пусть x – единственная общая вершина множеств Qi и Pi+1. Обо-
значим остальные вершины этих множеств через y1, z1, y2, z2 так, что-
бы Qi = {x, y1, z1} и Pi+1 = {x, y2, z2} (см. рисунок 8d). Нам нужно
доказать, что {y1y2, y1z2, z1y2, z1z2} ⊂ E(G). Предположим противное:
пусть, не умаляя общности, z1y2 /∈ E(G). Тогда {x, y1, z1z2} – разрез,
разделяющий множество Hi,i+1 = {x, y1, y2, z1, z2}, что невозможно.

4) Пусть Qi∩Pi+1 = ∅ (см. рисунок 8e). Рассмотрим ребра, соединя-
ющие множества Qi и Pi+1. Заметим, что каждая вершина множества
Qi должна быть смежна как минимум с двумя вершинами множества
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Pi+1, в противном случае, множество Qi можно дополнить одним из
ребер до разреза, разделяющего Hi,i+1, что невозможно. Аналогично,
каждая вершина множества Pi+1 должна быть смежна как минимум с
двумя вершинами множестваQi. Тогда легко видеть, что в множествах
Qi и Pi+1 поровну вершин, смежных со всем тремя вершинами проти-
воположного множества. Разбив такие вершины на пары и удалив в
каждой паре соединяющее ее ребро, мы получим двудольный граф с
долями Qi и Pi+1, в котором каждая вершина имеет степень 2. Очевид-
но, что этот граф есть простой цикл длины 6. Тогда мы можем ввести
обозначения Qi = {x1, y1, z1}, Pi+1 = {x2, y2, z2} так, чтобы найденный
выше цикл имел вид (x2, x1, y2, y1, z2, z1), что и требовалось. �

Замечание 18. В ситуации, описанной в пункте 3 теоремы 3, вершина
x может входить в любое число разрезов. Так что, в отличие от случая
смежных вершин u и v, здесь ∆(G) не ограничен. Пример такого графа
изображен на рисунке 9.

u vx

. . .

. . .

Рис. 9. Пример графа, котором вершина x может
иметь сколь угодно большую степень.

2.3. Представление графа G в виде объединения трех незави-

симых uv-путей. В заключении мы докажем теорему, которая сде-
лает описание структуры графа G более наглядной.

Определение 21. Пусть u, v ∈ V (G). Независимыми uv-путями на-
зываются простые пути с началом в u и концом v, не имеющие общих
внутренних вершин.

Теорема 4. Множество вершин графа G можно представить в ви-
де объединения трех независимых uv-путей Cx = (u, x1, x2, . . . , xp, v),
Cy = (u, y1, y2, . . . , yq, v), Cz = (u, z1, z2, . . . , zr, v) (см. рис. 10), облада-
ющих следующими свойствами.
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1) Любое из множеств Si (а, следовательно, и любое множество
из M

+(G)) содержит ровно по одному элементу (вершине или ребру)
каждого из путей Cx, Cy, Cz.

2) Если i > j, то элемент каждого из путей, входящий в Si мо-
жет либо совпадать с элементом Sj, входящим в тот же путь,
либо быть ближе при движении по данному пути к вершине v.

Доказательство. Будем строить такие пути, добавляя по очереди
множества Si. Сначала рассмотрим тривиальный разрез S0, состоя-
щий из всех ребер, инцидентных вершине u. Обозначив смежные с u
вершины через x1, y1, z1, как это было сделано в лемме 18, мы получим
начальные ребра наших путей.

Опишем очередной шаг построения. Пусть мы уже построили пути
Cx,a=(u, x1, x2, . . . , xa), Cy,b=(u, y1, y2, . . . , yb), Cz,c=(u, z1, z2, . . . , zc),
где Qi = {xa, yb, zc} и для множеств S0, . . . , Si выполнялись свойства
1 и 2 из условия. Наша цель состоит в том, чтобы продлить эти пути
так, чтобы их концы составляли множество Qi+1 и для множества Si+1

выполнялось свойство 1. Отметим, что свойство 2 будет выполнено
автоматически, поскольку если множество Si+1 имело общий элемент с
каким-либо более ранним множеством, то по лемме 16 этот же элемент
есть и в Si и тогда он будет находиться в самом конце построенного на
данный момент пути. А те элементы Si+1, которые не встречались в
предыдущих множествах, будут добавлены в конец соответствующих
путей. Далее мы рассмотрим два случая: множества Si и Si+1 могут
иметь или не иметь общее ребро.

1. Пусть у разрезов Si и Si+1 есть общее ребро. Не умаляя общности
будем считать, что это ребро xa−1xa. Тогда продлевать путь Cx нам не
нужно. Рассмотрим вершины yb и zc. В терминологии замечания 15,
они образуют множество Q′

i. Далее возможны два подслучая. Если
Q′

i = P ′
i+1, то по лемме 21 имеем Si+1 ∈ M2(G) и нам нужно продлить

ровно один из путейCy и Cz единственным отличным от xa−1xa ребром
этого разреза. Если же Q′

i 6= P ′
i+1, то по лемме 21 каждая из вершин

множества Q′
i смежна с каждой вершиной множества P ′

i+1. Тогда мы
можем продлить каждый из путей Cy и Cz одним ребром до различных
вершин множества P ′

i+1, после чего продлить те из путей, которые
пришли в вершины, инцидентные ребрам разреза Si+1, еще и этими
ребрами.

2. Пусть у разрезов Si и Si+1 нет общих ребер. Тогда во всех опи-
санных в теореме 3 случаях можно установить такую биекцию между
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множествами Qi и Pi+1, чтобы соответствующие друг другу вершины
либо совпадали, либо были смежны. Так что мы можем продлить пути
так, чтобы их концы попали в различные вершины множества Pi+1.
После этого можно добавить к нашим путям ребра разреза Si+1.

Итак, мы описали процесс построения требуемых путей. Этот про-
цесс будем продолжать до тех пор, пока не будет добавлен тривиаль-
ный разрез Sm+1, после чего все пути придут в вершину v. �

z1 z2 z3 z4 z5 z6

y1 y2 y3 y4
y5 y6 y7 y8 y9 y10

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7u

v

Рис. 10. Разбиение графа G на независимые uv-пути.
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Pastor A. V. On critically 3-connected graphs with exactly two vertices
of degree 3. Part 2.

A graph G is critically 3-connected, if G is 3-connected and for any
vertex v ∈ V (G) the graph G − v isn’t 3-connected. R. C. Entringer and
P. J. Slater proved that any critically 3-connected graph contains at least
two vertices of degree 3. In the previous paper we classify all such graphs
with one additional condition: two vertices of degree 3 are adjacent. In this
paper we will consider the case of nonadjacent vertices of degree 3.
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