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ОБ ОСТОВНЫХ ДЕРЕВЬЯХ БЕЗ ВЕРШИН

СТЕПЕНИ 2 В ПЛОСКИХ ТРИАНГУЛЯЦИЯХ

§1. Введение

В работе будут использоваться стандартные обозначения. Множе-
ство вершин графа G мы будем обозначать через V (G), а их количе-
ство – через v(G). Везде в работе графы не содержат петель. Кратные
рёбра допускаются.

Плоский граф – это изображение графа на плоскости, в котором
вершины изобажены точками, а рёбра – несамопересекающимися ло-
маными, причем разные рёбра не имеют общих внутренних точек. Ча-
сти, на которые граф разбивает плоскость, называются гранями. Если
плоский граф двусвязен, то граница каждой его грани – простой цикл.
Верно и обратное: если граница каждой грани плоского графа – про-
стой цикл, то граф, очевидно, двусвязен.

Триангуляция – плоский граф, граница каждой грани которого –
треугольник. Известно, что любой плоский граф без петель с хотя бы
тремя вершинами можно триангулировать, то есть, добавить рёбер (но
не вершин) так, чтобы получилась триангуляция. Триангуляции зани-
мают важное место в теории графов, особенно в работах, касающихся
раскрасок планарных графов – стоит упомянуть различные подходы
к доказательству теоремы 4 красок и работы Томассена по списочным
раскраскам плоских графов [1, 2]. В индукционных доказательствах
часто появляются почти триангуляции.

Определение 1. Почти триангуляция – это двусвязный плоский
граф, в котором не более чем одна грань – не треугольник.

Триангуляция является частным случаем почти триангуляции. В
этой заметке мы предлагается простое и несколько неожиданное свой-
ство почти триангуляций, никак не связанное с предыдущими иссле-
дованиями.
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Теорема 1. Пусть G – почти триангуляция, v(G) > 3. Тогда G
имеет остовное дерево без вершин степени 2.

Есть немало статей, в которых обсуждаются различные вопросы об
остовных деревьях связных графов и свойствах этих деревьев. Ника-
ких результатов по остовным деревьям без вершин степени 2 автору
не известно.

Из нашей теоремы следует, что в плоской почти триангуляции G

есть остовное дерево, в котором более v(G)
2 листьев. В плоской триан-

гуляции на n вершинах не более 3n− 6 рёбер, то есть, средняя степень
вершин менее 6, а минимальная степень вершины – от 2 до 5. Инте-
ресно сравнить наш результат с доказанным в [3] – в связном графе
минимальной степени не менее 5 есть остовное дерево, в котором бо-
лее половины вершин – листья. Впрочем, этот результат имеет лишь
отдаленное сходство с теоремой 1.

§2. Доказательсто теоремы

Начнем с несложной леммы.

Лемма 1. Пусть m > 5, а плоский граф представляет собой цикл
v1v2 . . . vm, внутренняя область которого триангулирована непересе-
кающимися диагоналями. Тогда выполнено одно из двух следующих
утверждений.

1◦ Проведена диагональ vivi+3 (отрезающая четырёхугольник).
2◦ Проведены две диагонали vivi−2 и vivi+2 (отрезающие треуголь-

ники).

Доказательство. Хорошо известно, что граф T , вершины которого –
треугольники разбиения, а две вершины смежны, если и только если
соответствующие треугольники имеют общую сторону – дерево. Под-
весим дерево T за любую из его вершин w (то есть, разобьем вершины
на уровни L0 = {w}, L1, . . . , Lk, где вершины из Li имеют расстоя-
ние i до w). Таким образом, у любой вершины не более одного предка
(смежной с ней вершины из предыдущего уровня) и от 0 до 2 потомков
(смежных с ней вершин из следующего уровня).

Пусть k – максимальное такое число, что Lk 6= ∅. Рассмотрим вер-
шину a ∈ Lk и ее предка b ∈ Lk−1. Очевидно, a – лист дерева T . Пред-
положим, что b не имеет отличных от a потомков. Так как m > 5,
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тогда b имеет предка, а диагональ, отрезающая b от ее предка, отре-
зает ровно два треугольника: a и b (см. рисунок 1a). Таким образом,
выполнено 1◦.
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Рис. 1. Триангуляция цикла и соответствующее дерево.

Предположим, что b имеет еще одного потомка a′ ∈ Lk. Тогда a и a′

– листья дерева T . Следовательно, каждый из треугольников a и a′

отрезан диагональю от остальных, и эти две диагонали имеют общую
вершину (одну из вершин треугольника b, см. рисунок 1b). Таким об-
разом, выполнено 2◦. �

Доказательство теоремы 1. Не умаляя общности можно считать,
что единственная грань G, которая может быть не треугольником –
внешняя, а цикл C = a1 . . . an – ее граница (нумерация вершин – цик-
лическая). Доказывая утверждение для почти триангуляции G, будем
считать, что для всех меньших почти триангуляций (то есть, имеющих
меньше чем G вершин или столько же вершин, но меньше рёбер) оно
уже доказано. Базу для графов на 4 или 5 вершинах несложно про-
верить: все такие графы и их остовные деревья без вершин степени 2
изображены на рисунке 2. Далее считаем, что v(G) > 6 и рассмотрим
два случая.
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Рис. 2. Почти триангуляции с 4 и 5 вершинами и их
остовные деревья.
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1. Существует грань aiai+1x, где x /∈ V (C).
Тогда граф G′ = G − aiai+1 двусвязен, так как вершины ai и ai+1

лежат на цикле C′ = ai+1Caix. Очевидно, G′ – почти триангуляция с
внешним циклом C′ (см. рисунок 3), v(G′) = v(G) и e(G′) < e(G). Тогда
G′ имеет оcтовное дерево T без вершин степени 2, оно же подойдет и
для G.
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Рис. 3. Графы G и G′.

2. Для каждого ребра aiai+1 цикла C третья вершина внутренней
грани-треугольника, содержащей aiai+1, лежит на C.
Пусть H = G(V (C)) – индуцированный подграф G на вершинах цик-
ла C. Рассмотрим H как плоский граф с внешним циклом C. Очевид-
но, H двусвязен, а все внутренние грани H , содержащие рёбра внешне-
го цикла C – треугольные грани G. Тогда случай n = 3 невозможен, а в
случае n = 4 мы имеем G = H и доказываемое утверждение очевидно.

Границы нетреугольных внутренних граней H – циклы, не имею-
щие общих рёбер с C. Произвольно триангулируем все такие грани
диагоналями и получим триангуляцию H ′ внутренней области цикла
C (см. рисунок 4). Применим к графу H ′ лемму 1. Рассмотрим два
случая: выполнено утверждение 1◦ или утверждение 2◦ леммы 1.
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Рис. 4. Графы G, H и H ′.
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2.1. В H ′ проведена диагональ aiai+3.
Диагональ aiai+3 делит C на четырёхугольник M = aiai+1ai+2ai+3

и цикл Z. M разрезан в H ′ диагональю на два треугольника, содер-
жащих рёбра цикла C. Значит, оба этих треугольника – грани гра-
фа G. Тогда внутри M вершин графа G нет. Таким образом, граф
G′ = G− {ai+1, ai+2} – почти триангуляция с внешним циклом Z (см.
рисунок 5a). Так как v(G′) = v(G) − 2 > 4, для G′ можно применить
индукционное предположение и построить остовное дерево T ′ без вер-
шин степени 2.

Внутри M должна быть проведена одна из диагоналей aiai+2 и
ai+1ai+3 (разрезающая M на два треугольника) – пусть, скажем, aiai+2.
Вспомним, что ai ∈ V (T ′) и добавим к дереву T ′ вершины ai+1 и ai+2,
а также рёбра aiai+1 и aiai+2 – получится остовное дерево T графа G
без вершин степени 2 (новые вершины ai+1 и ai+2 – листья T , а степень
вершины ai увеличена на 2, а значит, не менее 3).
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Рис. 5. Графы G и G′, а также их остовные деревья T
и T ′ (выделены жирными линиями).

2.2. В H ′ проведены диагонали aiai+2 и aiai−2.
Эти две диагонали разрезают C на треугольники aiai+1ai+2 и aiai−1ai−2,
а также цикл Z. Оба треугольника содержат рёбра цикла C, а значит,
они – грани графа G. Таким образом, граф G′ = G − {ai+1, ai−1} –
почти триангуляция с внешним циклом Z (см. рисунок 5b). Так как
v(G′) = v(G)− 2 > 4, для G′ можно применить индукционное предпо-
ложение и построить остовное дерево T ′ без вершин степени 2. Вспом-
ним, что ai ∈ V (T ′) и добавим к дереву T ′ вершины ai−1 и ai+1, а
также рёбра aiai−1 и aiai+1 – получится остовное дерево T графа G
без вершин степени 2 (новые вершины ai−1 и ai+1 – листья T , а степень
вершины ai увеличена на 2, а значит, не менее 3). �
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