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§1. Введение

В работах [3, 4] было показано, что спектральный анализ дискрет-
ных периодических операторов на решетке Z

d является важным и по-
лезным инструментом для решения уже вероятностной задачи – изу-
чения асимптотического поведения ветвящегося случайного блужда-
ния с непрерывным временем на Z

d. Результаты об асимптотическом
поведении ветвящегося случайного блуждания с конечным числом ис-
точников ветвления можно найти в [3, 4] и упомянутых там работах.
Общий случай периодического случайного блуждания с ветвлением
рассмотрен в работе [2]. В этой работе был найден старший член асимп-
тотики при t→ ∞ среднего числа частиц M(v, u, t) в вершине u в мо-
мент времени t при условии, что в нулевой момент времени имеется
одна частица в вершине v.

В настоящей работе мы используем этот общий результат для вы-
числения старшего члена асимптотики среднего числа частиц уже для
конкретных графов. Рассматриваемые в работе графы соответствуют
кристаллическим решеткам графена и станена в модели сильно свя-
занных электронов (tight-binding model). В этой модели кристаллы
моделируются периодическими дискретными графами, а электромаг-
нитное взаимодействие – дискретным оператором Шрёдингера. Отме-
тим, что при рассмотрении случайного блуждания на графе матрица
интенсивностей переходов случайного блуждания соответствует дис-
кретному оператору Шрёдингера, а потенциал определяет интенсив-
ность ветвления в источниках.

Ключевые слова: ветвящееся случайное блуждание, двумерная периодическая
решетка, комбинаторный оператор Лапласа.
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Во втором параграфе мы приведем без доказательства результаты
работы [2]. Третий параграф посвящен исследованию асимптотическо-
го поведения среднего числа частиц для ветвящихся случайных блуж-
даний на графеновой решетке, а последний параграф – на станеновой.

§2. Асимптотическое поведение среднего числа

частиц

Нам понадобится основной результат (теорема 6) работы [2]. Мы
сформулируем его здесь не в полной общности, а только для случая
блуждания на решетке Z

2 и конечного числа возможных переходов из
каждой вершины.

Пусть G = (Z2, E) – граф с множеством вершин Z
2 и множеством

неориентированных ребер E . Предположим, что G – связный, не имеет
петель и инвариантен относительно сдвигов на неколлинеарные векто-
ры g1, g2 ∈ Z

2 (то есть векторы g1, g2 являются периодами графа G).
Также предположим, что граф G является локально конечным, то есть
в любом круге конечного радиуса может начинаться только конечное
число ребер. Через κv обозначим число ребер из E , выходящих из вер-
шины v.

Рассмотрим случайное блуждание с ветвлением на графе G. Это
случайное блуждание определяется матрицей переходных интенсив-
ностей

(

a(v, u)
)

v,u∈Zd
, где

a(v, u) =











−κv при v = u;

1 при (v, u) ∈ E ;
0 при v 6= u, (v, u) 6∈ E .

(2.1)

Оператор умножения на матрицу
(

− a(v, u)
)

v,u∈Zd
обычно называ-

ют комбинаторным оператором Лапласа. Переходные интенсивности
(2.1) удовлетворяют условиям (i)–(vi) работы [2]. Отметим, что в силу
условия локальной конечности графа Γ условие (v) можно заменить
на более сильное условие

∑

u∈Z2

‖u‖n|a(v, u)| <∞, v ∈ Z
2, (2.2)

для всех n ∈ N.
Назовем решеткой Γ множество

Γ = {g ∈ Z
2 : g = n1g1 + n2g2, n1, n2 ∈ Z}. (2.3)
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Одну и ту же решетку можно задать разными периодами g1, g2. Две
вершины u, v ∈ Z

2 будем называть Γ-эквивалентными, если v − u ∈ Γ.
Фундаментальной ячейкой будем называть множество

C = {x ∈ R
2 : x = x1g1 + x2g2, 0 6 xj < 1, j = 1, 2}, (2.4)

а фундаментальным множеством вершин – множество

Ω = Z
2 ∩ C. (2.5)

Обозначим число элементов Ω через p, а сами эти элементы через
vj , j = 1, . . . , p. Отметим, что при выборе других периодов g1, g2, зада-
ющих ту же решетку Γ, множества (2.4) и (2.5) могут измениться. При
этом площадь множества (2.4) не меняется, а в множестве (2.5) вер-
шины могут лишь сдвинуться на векторы решетки Γ, но оно все еще
будет содержать по одному представителю из каждого класса Z

2/Γ.
Для любой вершины v ∈ Z

2 существует единственное представление в
виде

v = vj + g, vj ∈ Ω, g ∈ Γ.

Размножение и гибель частиц в источнике ветвления в вершине
v ∈ Z

2 задается процессом Бьеноме–Гальтона–Ватсона (см., напри-
мер, [6]). Интенсивность деления на k потомков частицы в вершине v
обозначается bk(v). Для коэффициентов bk(v) выполнено

b1(v) 6 0, bk(v) > 0 при k 6= 1,

+∞
∑

k=0

bk(v) = 0.

Мы предполагаем, что источники расположены периодически на
графе G, то есть

bj(v) = bj(v + g), g ∈ Γ. (2.6)

Из условия периодичности вытекает, что достаточно определить ин-
тенсивности деления в источниках на любом наборе из p вершин, не яв-
ляющихся Γ-эквивалентными. Дополнительно предположим, что сле-
дующие величины конечны

βj =

+∞
∑

k=1

kbk(vj) <∞, vj ∈ Ω. (2.7)

Это условие означает, что число потомков в каждом источнике на
фундаментальном множестве вершин имеет конечный первый момент.
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Таким образом, каждая частица, находящаяся в некоторый момент
времени в точке v = vj + g, g ∈ Γ, независимо от остальных ча-
стиц в системе, может за время t перейти с вероятностью p(t, v, u) =
a(v, u)t+o(t) в точку u 6= v или произвести k 6= 1 потомков, находящих-
ся в точке v, с вероятностью pk(v) = bk(vj)t+ o(t), (при k = 0 считаем,
что число потомков равно 0, то есть частица погибает). Либо частица
может просто остаться в вершине v и не разделиться с вероятностью
1 + a(v, v)t + b1(vj)t + o(t). Отметим, что случайное блуждание, удо-
влетворяющее вышеперечисленным условиям, является однородным
марковским процессом.

Пусть в начальный момент t = 0 в системе находится одна частица
в точке v ∈ Z

2. Через M(v, u, t) обозначим среднее число частиц, нахо-
дящихся в точке u ∈ Z

2 в момент времени t. В работе [2] показано, что
величина M(v, u, t) является единственным решением задачи Коши

{

∂M
∂t (v, u, t) = −

(

∆M(v, u, t)
)

,

M(v, u, 0) = δu(v),
(2.8)

где оператор ∆ – это комбинаторный оператор Лапласа на графе G и
потенциалом, зависящим только от величин, определенных (2.7). Точ-
нее, для любой f ∈ ℓ2(Z2) выполнено

∆ = ∆0 +Q, где

(∆0f)(v) =
∑

u:(v,u)∈E

(

f(v)− f(u)
)

,

(Qf)(vj + g) = βjf(vj + g), g ∈ Γ.

(2.9)

Введем в рассмотрение вспомогательную матрицу

A(θ) =











a11(θ) + β1 a12(θ) · · · a1p(θ)
a21(θ) a22(θ) + β2 · · · a2p(θ)

...
...

. . .
...

ap1(θ) ap2(θ) · · · app(θ) + βp











, (2.10)

где коэффициенты матрицы ajk(θ), θ ∈ R
2, выражаются через коэф-

фициенты матрицы переходных интенсивностей как

ajk(θ) =
∑

g∈Γ

a(vj + g, vk) e
−i〈θ,g〉.

Обозначим через λ1(θ) старшее собственное значение матрицы A(θ).
Пусть ψj – это j-ая координата собственного вектора матрицы A(0),



АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ВЕТВЯЩИХСЯ ... 217

соответствующего старшему собственному значению λ1(0). В теоре-
ме 6 работы [2] показано, что при выполнении некоторых условий,
частным случаем которых являются условия (2.1), (2.2) и (2.6), для
функции M(v, u, t) справедливо следующее асимптотическое разложе-
ние при t→ ∞

M(v, u, t)
as
= eλ1(0)ttd/2

∞
∑

k=0

ck(v, u) t
−k, (2.11)

где все коэффициенты ck(v, u) могут быть вычислены явно, в частно-
сти, для любых g, h ∈ Γ

c0(vj + g, vs + h) =
|C|ψj ψs

(2π)d/2|
√

| detλ′′

1 (0)|
. (2.12)

Замечание. Чтобы привести старший коэффициент асимптотическо-
го ряда из теоремы 6 статьи [2] к виду (2.12), достаточно заметить,
что произведение объемов элементарных ячеек двух двумерных двой-
ственных решеток равно 4π2 (см., например, главу 2 в [1]). Мы пишем
и используем формулу в таком виде, чтобы не вводить двойственную
решетку и связанные с ней объекты.

§3. Графеновая решетка

Графен – двумерная аллотропная модификация углерода, образо-
ванная слоем атомов углерода толщиной в один атом, соединенных в
гексагональную двумерную кристаллическую решетку [7]. Его можно
представить как одну плоскость графита, отделенную от объемного
кристалла.

Обычно графен изображается как шестиугольная решетка (рис. 1).
Соответствующая решетка периодов Γ порождается, например, базис-
ными векторами g1 = (1, 0) и g2 = (0, 2). Фундаментальное множество
вершин состоит из двух элементов v1 = (0, 0) и v2 = (0, 1). Коэффици-
енты матрицы переходных интенсивностей определяются равенствами

a(v1, v1) = a(v2, v2) = −3,

a(v1, v2) = a(v1, v2 − g1) = a(v1, v2 − g2) = 1,

для всех остальных вершин u выполнено a(v1, u) = 0.
Предположим, что в точках v = v1+Γ находится источник с интен-

сивностью β1, а в точках v = v2 + Γ – источник с интенсивностью β2.
Соответствующая решетка изображена на рисунке 1.



218 К. С. РЯДОВКИН

HH

��

HH

��

��

HH

��

HH

r r r rHHH
HHH

HHH
HHHr r r r

r r r r���
���

���
���r r r rHHH

HHH
HHH

HHHr r r r

r r r r���
���

���
���

r r rHHH
HHH

HHHr r r

r r r���
���

���r r rHHH
HHH

HHHr r r

r r r���
���

���

r r r rHHH
HHH

HHH
HHHr r r r

r r r r���
���

���
���r r r rHHH

HHH
HHH

HHHr r r r

r r r r���
���

���
���

g2

g1

v1
v2

-







�

Рис. 1. Графеновая решетка.

Вспомогательная матрицаA(θ) в этом случае имеет следующий вид:

A(θ) =

(

−3 + β1 1 + e−iθ1 + e−2iθ2

1 + eiθ1 + e2iθ2 −3 + β2

)

.

Для старшего собственного значения λ1(0) матрицы A(0) получаем
выражение

λ1(0) =
1

2

(

− 6 + β1 + β2 +
√

36 + (β1 − β2)2
)

.

Матрица вторых производных при θ = (θ1, θ2)
T = (0, 0)T имеет вид

λ
′′

1 (0) =

{

∂2λ1(θ)

∂θj∂θk

∣

∣

∣

θ=0

}2

j,k=1

=
4

√

(β1 − β2)2 + 36

(

−1 1
1 −4

)

.

Тогда
√

| detλ′′1 (0)| =
√

32

(β1 − β2)2 + 36
.

Ненормированный собственный вектор ψ при (θ1, θ2) = (0, 0) может
быть выбран следующим образом

ψ =

(

1
6

(

β1 − β2 +
√

36 + (β1 − β2)2
)

1

)

. (3.1)
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Таким образом, формула (2.11) принимает вид

M(vj +g, vk+h, t) =
c0(vj , vk)

t
e

(

−6+β1+β2+
√

36+(β1−β2)2
)

t/2
(

1+O(t−1)
)

,

где j, k = 1, 2, g, h ∈ Γ. Коэффициент c0(vj , vk) равен

c0(vj , vk) =

√

(β1 − β2)2 + 36

32

ψjψk

π‖ψ‖ ,

где ψj – это j-ая координата вектора (3.1).

§4. Станеновая решетка

Станен является двумерным материалом и двумерным топологиче-
ским изолятором [8]. Он состоит из атомов олова, расположенных в
одном гексагональном слое, аналогично графену.

Удобно изображать станеновую решетку в виде шестиугольников
c дополнительными вершинами. Решетка с фундаментальным множе-
ством изображены на рисунке 2. Решетка Γ для станена порождается,
например, базисными векторами g1 = (2, 0) и g2 = (0, 2). Фундамен-
тальное множество вершин состоит из четырех элементов v1 = (0, 0),
v2 = (0, 1), v3 = (1, 0) и v4 = (1, 1). Коэффициенты матрицы переход-
ных интенсивностей определяется равенствами

a(v1, v1) = a(v2, v2) = −4,

a(v3, v3) = a(v4, v4) = −1,

a(v1, v2) = a(v1, v2 − g1) = a(v1, v2 − g2) = a(v1, v3) = a(v2, v4) = 1,

для всех остальных вершин u выполнено a(v1, u) = 0.
В случае графеновой решетки мы рассматривали источники общего

вида. В данном случае ответы для источников общего вида крайне
громоздкие, и для простоты мы рассмотрим только случай, когда β1 =
β2 = α, β3 = β4 = β. Также мы не приводим значения λ

′′

1 (0) в связи
с техническими сложностями данного вычисления. Отметим только,
что в [2] показано, что λ

′′

1 (0) 6= 0.
Вспомогательная матрица A(θ) в этом случае имеет следующий вид

A(θ) =









−4 + α 1 + e−iθ1 + e−2iθ2 1 0
1 + eiθ1 + e2iθ2 −4 + α 0 1

1 0 −1 + β 0
0 1 0 −1 + β









.
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Рис. 2. Станеновая решетка.

Для старшего собственного значения λ1(0) матрицы A(0) получаем
выражение

λ1(0) =
α+ β − 2 +

√

4 + (α− β)2

2
Ненормированный собственный вектор ψ при (θ1, θ2) = (0, 0) может

быть выбран следующим образом

ψ =









α− β +
√

4 + (α− β)2

α− β +
√

4 + (α− β)2

2
2









.

Таким образом, формула (2.11) принимает вид

M(vj + g, vk + h, t) =
c0(vj , vk)

t
e

(

α+β−2+
√

4+(α−β)2
)

t/2
(

1 +O(t−1)
)

,

где j, k = 1, 2, g, h ∈ Γ, а коэффициент c0(vj , vk) при конкретных зна-
чениях α и β может быть рассчитан численно с помощью (2.12).
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