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§1. Введение

Рассмотрим задачу Коши для уравнения

∂u

∂t
= A0u, u(0, x) = ϕ(x), (1)

где оператор A0 задается формулой

A0ϕ(x) = v.p.

∫

R

ϕ(x + y)− ϕ(x)

y2
dy,

а функция ϕ принадлежит соболевскому классу W 2
2 (R).

Отметим, что оператор A0 является псевдодифференциальным опе-
ратором с символом

a0(p) = v.p.

∫

R

cos (p y)− 1

y2
dy.

Известно, что для решения задачи Коши (1) справедливо вероят-
ностное представление

u(t, x) = Eϕ(x+ ξ(t)), (2)

где ξ(t) – стандартный процесс Коши.
В настоящей работе мы получим аналогичные вероятностные пред-

ставления для решения задачи Коши

∂u

∂t
= (−1)mAmu, u(0, x) = ϕ(x),

где m ∈ N, а оператор Am определяется как

Amϕ(x) = v.p.

∫

R

(
ϕ(x + y)− ϕ(x) −

m∑

j=1

ϕ(2j)(x)y2j

(2j)!

)
dy

y2m+2
.

Ключевые слова: случайные процессы, процесс Коши, эволюционное уравне-
ние, предельные теоремы.
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При каждом m оператор Am также является псевдодифференци-
альным оператором с символом

am(p) = v.p.

∫

R

(
cos (p y)− 1−

m∑

j=1

(−1)j(p y)2j

(2j)!

)
dy

y2m+2
.

Заметим, что при m > 1 получить в точности вероятностное пред-
ставление вида (2) невозможно, так как фундаментальное решение со-
ответствующего уравнения не будет вероятностной плотностью. В дан-
ном случае для получения вероятностного представления решения за-
дачи Коши мы воспользуемся методом, предложенным в [3, 6–9] и ос-
нованном на использовании теории обобщенных функций (см. [1]).

Случаи четных и нечетныхm, то естьm = 2k иm = 2k−1, мы будем
рассматривать отдельно. Случай m = 2k − 1 является более сложным
и требует использования комплекснозначных процессов.

Авторы выражают благодарность Н. В. Смородиной за внимание к
работе и полезные замечания.

§2. Основные обозначения и определения

Прямое преобразование Фурье в настоящей работе определяется как

ϕ̂(p) =

∞∫

−∞

ϕ(x) eipx dx,

а, соответственно, обратное преобразование как

ϕ(x) =
1

2π

∞∫

−∞

ϕ̂(p) e−ipx dp.

Через W k
2 (R) обозначим пространство Соболева функций, опреде-

ленных на R и имеющих квадратично суммируемые обобщенные про-
изводные до порядка k включительно (см. [11], с. 146). Стандартная
норма в пространстве W k

2 (R) определяется формулой

∥∥ψ
∥∥2
k
=

k∑

l=0

∫

R

|ψ(l)(x)|2 dx.
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Нам удобно использовать в пространстве W k
2 (R) другую норму, экви-

валентную стандартной (см. [11], с. 190),

∥∥ψ
∥∥2
Wk

2

=

∫

R

(1 + |p|2k) |ψ̂(p)|2 dp.

Оператор A, действующий по правилу

(Aϕ)(x) =
1

2π

∫

R

e−ipx Â(p) ϕ̂(p) dp,

называется псевдодифференциальным оператором с символом Â(p).
Для ограниченного оператора A :W k

2 (R)→W l
2(R) через ‖A‖Wk

2
→W l

2

обозначается соответствующая операторная норма.
Через C обозначим комплексную плоскость, а через C+ и C− –

верхнюю и нижнюю полуплоскости соответственно.

§3. Случай m = 2k

Пусть ν(dt, dx) – пуассоновская случайная мера на [0,∞)×R с ин-
тенсивностью

E ν(dt, dx) = dtΛ(dx) =
dt dx

x4k+2
.

Мера Λ удовлетворяет условию∫

R

min(x2, 1)Λ(dx) = ∞

и не является мерой Леви ни для какого процесса Леви.
Для каждого ε > 0 рассмотрим сложный пуассоновский процесс

ξε(t) вида

ξε(t) =

t∫

0

∫

|x|>ε

x ν(ds, dx).

По процессу ξε(t) построим полугруппу операторов P t
ε , полагая для

ϕ ∈ L2(R)
P t
εϕ(x) = E[(ϕ ∗ hε)(x+ ξε(t))],

где функция hε определяется своим преобразованием Фурье

ĥε(p) = exp

(
t

∫

|x|>ε

2k∑

j=1

(−1)j+1p2jx2j

(2j)!

dx

x4k+2

)
.
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Важно отметить, что функция ĥε(p) является быстро убывающей.

Лемма 1. 1. Для любого ε > 0 оператор P t
ε является псевдодиффе-

ренциальным оператором с символом q̂ε, где

q̂ε(p) = exp

(
t

∫

|x|>ε

cos (p x)− 1

x4k+2
dx

)
ĥε(p).

2. Для любых ε > 0, p ∈ R справедливо неравенство |q̂ε(p)| 6 1.

Доказательство. Преобразуем выражение для P t
ε ϕ(x) к интеграль-

ному виду

P t
ε ϕ(x) = E

1

2π

∞∫

−∞

ϕ̂(p)ĥε(p)e
−i p (x+ξε(t))dp

=
1

2π

∞∫

−∞

ϕ̂(p)ĥε(p)e
−ipx

Ee−i p ξε(t)dp =
1

2π

∞∫

−∞

ϕ̂(p)q̂ε(p)e
−i p xdp ,

где q̂ε(p) = ĥε(p)E e
−i p ξε(t).

Из теоремы Кэмпбелла (см. [5, §3.2]) следует, что

q̂ε(p) = exp

(
t

∫

|x|>ε

cos (p x)− 1

x4k+2
dx

)
ĥε(p).

Далее, имеем

q̂ε(p) = exp

(
t

∫

|x|>ε

cos(px)− 1

x4k+2
dx

)
exp

(
t

∫

|x|>ε

2k∑

j=1

(−1)j+1(p x)2j

(2j)!

dx

x4k+2

)

= exp

(
t

∫

|x|>ε

(
cos (p x)− 1 +

2k∑

j=1

(−1)j+1(p x)2j

(2j)!

)
dx

x4k+2

)
.

Сделаем в интеграле замену переменной s = |p|x. Тогда

q̂ε(p) = exp

(
t|p|4k+1

∫

|s|>ε|p|

(
cos s− 1 +

2k∑

j=1

(−1)j+1s2j

(2j)!

)
ds

s4k+2

)
.
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Из неравенства

cos s− 1 +
2k∑

j=1

(−1)j+1s2j

(2j)!
< 0 (3)

при любом вещественном s 6= 0 следует утверждение п. 2. �

Покажем теперь, что семейство uε(t, x) = P t
εϕ(x) сходится при ε→ 0

к точному решению задачи Коши u(t, x) = P tϕ(x), и получим оценку
скорости сходимости.

Теорема 1. Пусть l > 0, k ∈ N. Тогда существует константа

C > 0, такая что для любой функции ϕ ∈ W l+4k+2
2 (R) и всех t > 0

справедливо неравенство

‖uε(t, · )− u(t, · )‖W l
2
6 Ctε‖ϕ‖

W
l+4k+2

2

.

Доказательство. Для доказательства воспользуемся известной фор-
мулой теории возмущений (см. [4, гл. IX, §2, п. 1]).

Пусть A принадлежит классу операторов, определенных на гиль-
бертовом пространстве H , такому что для t > 0 существует ограни-
ченная полугруппа операторов

UA(t) = etA.

Пусть оператор B – некоторое возмущение оператора A, такое что
полугруппа UA+B(t) ограничена. Тогда справедлива формула

et(A+B) − etA =

t∫

0

eτ(A+B)Be(t−τ)Adτ. (4)

Применим формулу (4) для случая, когда etA = P t
ε , e

t(A+B) = etA2k .
Напомним, что эти операторы являются псевдодифференциальными
с символами q̂ε(p) и eta2k(p) соответственно. Из леммы 1 следует, что
‖etA‖Wd

2
→Wd

2
6 1 для любого d ∈ N и t > 0, а из (3) следует справед-

ливость неравенства ‖et(A+B)‖Wd
2
→Wd

2
6 1. Таким образом, остается

оценить норму ‖B‖
W

l+4k+2

2
→W l

2

.

Вычислим преобразование Фурье функции Bϕ(x)
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B̂ϕ(p) = 2ϕ̂(p)

ε∫

0

(
cos(py)− 1−

2k∑

j=1

(−1)j(py)2j

(2j)!

)
dy

y4k+2

= 2ϕ̂(p) |p|4k+1

ε|p|∫

0

(
cos y − 1−

2k∑

j=1

(−1)jy2j

(2j)!

)
dy

y4k+2
.

Оценим модуль соответствующего выражения в двух случаях:
ε|p| < 1 и ε|p| > 1. Если ε|p| < 1, то справедливо неравенство

|B̂ϕ(p)| 6
2

(4k + 2)!
|ϕ̂(p)| p4k+2 ε.

Если же ε|p| > 1, то справедливо неравенство

|B̂ϕ(p)| 6 C1 |ϕ̂(p)| |p|
4k+1,

где C1 – некоторая константа.
Теперь мы можем оценить величину ‖Bϕ‖2

W l
2

. Имеем

‖Bϕ‖2
W l

2

=

∫

|p|<1
ε

(1 + |p|2l)|B̂ϕ(p)|2 dp +

∫

|p|> 1
ε

(1 + |p|2l)|B̂ϕ(p)|2 dp

6

∫

|p|< 1
ε

(1 + |p|2l)
( 2

(4k + 2)!
|ϕ̂(p)|p4k+2ε

)2

dp

+

∫

|p|> 1
ε

(1 + |p|2l)
(
C1|ϕ̂(p)|p

4k+1
)2

dp

6 C2ε
2

∫

R

(1 + |p|2l)p8k+4|ϕ̂(p)|2dp, (5)

где C2 – некоторая константа. Заметим, что при l > 0 справедливо
неравенство

(1 + |p|2l)p8k+4

1 + |p|2l+8k+4
6

2p8k+4

1 + p8k+4
< 2. (6)

Из (5) и (6) следует, что
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‖Bϕ‖2
W l

2

6 Cε2
∫

R

(1 + |p|2l+8k+4)|ϕ̂(p)|2dp = Cε2‖ϕ‖2
W

l+4k+2

2

.

Окончательно получаем

‖P t
εϕ− P tϕ‖W l

2
6 Ctε‖ϕ‖

W
l+4k+2

2

. �

Следствие 1. Для любой функции ϕ ∈ L2(R) справедливо

‖P t
εϕ− P tϕ‖L2

−−−→
ε→0

0.

Доказательство. Так как операторные нормы ‖P t‖L2→L2
и ‖P t

ε‖L2→L2

не больше единицы, а класс СоболеваW 4k+2
2 (R) плотен в пространстве

L2(R), то утверждение следствия немедленно вытекает из утвержде-
ния теоремы 1 и теоремы Банаха–Штейнгауза (см. [2, II.1.18]). �

§4. Случай m = 2k − 1

Пусть ν(dt, dx) – пуассоновская случайная мера на [0,∞)×R с ин-
тенсивностью

Eν(dt, dx) = dtΛ(dx) =
dt dx

x4k
.

Отметим, что в данном случае мы не можем построить полугруппу
операторов P t

ε так, как это было сделано в предыдущем параграфе,
потому что в этом случае функция q̂ε будет иметь экспоненциальный
рост.

Введем сначала некоторые обозначения. Через P± обозначим про-
екторы Рисса, действующие из L2(R) на пространства Харди H2

+(C+)
и H2

−(C−) соответственно. На классе функций L1 ∩ L2 действие про-
екторов Рисса определяется следующими формулами

ϕ+(x) = P+ϕ(x) =
1

2π

0∫

−∞

e−ipxϕ̂(p)dp,

ϕ−(x) = P−ϕ(x) =
1

2π

∞∫

0

e−ipxϕ̂(p)dp.

Отметим, что функции P+ϕ, P−ϕ аналитически продолжаются в
верхнюю и нижнюю полуплоскости соответственно.
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Теперь для каждого ε > 0 определим сложные пуассоновские про-
цессы ξ+ε (t) и ξ−ε (t), полагая

ξ+ε (t) =

∫∫

[0,t]×[ε,∞)

x dν(s, x), ξ−ε (t) =

∫∫

[0,t]×(−∞,−ε]

x dν(s, x).

Случайные величины ξ+ε (t) и ξ−ε (t) независимы, так как они задают-
ся стохастическими интегралами по непересекающимся множествам.

Построим теперь полугруппу операторов P t
ε , полагая для ϕ ∈ L2(R)

P t
εϕ(x) = Eϕ− ∗ hε(x + σ−ξ

+
ε (t) + σ+ξ

−
ε (t))

+ Eϕ+ ∗ hε(x+ σ+ξ
+
ε (t) + σ−ξ

−
ε (t)),

где σ+ = e
iπ

4k−1 , σ− = e−
iπ

4k−1 , а функция hε определяется своим
преобразованием Фурье

ĥε(p) = exp

(
− t

4k−1∑

j=1

∞∫

ε

(−i|p|σ−y)
j

j!

dy

y4k
− t

4k−1∑

j=1

−ε∫

−∞

(−i|p|σ+y)
j

j!

dy

y4k

)
.

Несложно заметить, что функция ĥε(p) может быть переписана в
виде

ĥε(p) = exp
(
− 2t

4k−1∑

j=1

∞∫

ε

cos
( (4k + 1)πj

8k − 2

)(|p|y)j
j!

dy

y4k

)
.

Определенная таким образом функция ĥε(p) является быстро убы-
вающей, так как коэффициент при старшей степени |p|4k−1 равен ну-
лю, а при степени |p|4k−2 отрицателен.

Лемма 2. Для любого z > 0 справедливы неравенства

1. Re
(
eizσ+ −

4k−2∑
j=0

(izσ+)j

j!

)
6 0. 2. Re

(
e−izσ

− −
4k−2∑
j=0

(−izσ
−
)j

j!

)
6 0.

Доказательство. Доказательство леммы приведено в диссертации
М. В. Платоновой (см. [10, с. 66]). �

Лемма 3. 1. Для любого ε > 0 оператор P t
ε является псевдодиффе-

ренциальным оператором с символом

r̂ε(p) = exp
(
t

∞∫

ε

(
e−i|p|σ

−
y − 1

) dy
y4k

)
exp

(
t

−ε∫

−∞

(
e−i|p|σ+y − 1

) dy
y4k

)
ĥε(p).
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2. Для любых t, ε, p справедливо неравенство

∣∣r̂ε(p)
∣∣ 6 1.

Доказательство. Преобразуем выражение для P t
εϕ(x) к виду

P t
εϕ(x) =

1

2π

∞∫

0

ϕ̂−(p)e
−ipx

E e−ipσ
−
ξ+ε (t)

E e−ipσ+ξ−ε (t)ĥε(p) dp

+
1

2π

0∫

−∞

ϕ̂+(p)e
−ipx

E e−ipσ
−
ξ−ε (t)

E e−ipσ+ξ+ε (t)ĥε(p) dp.

Из теоремы Кэмпбелла (см. [5, §3.2]) следует, что

E e−ipσ+ξ+ε (t) = exp

(
t

∞∫

ε

(
e−ipσ+y − 1

) dy
y4k

)
, p < 0,

E e−ipσ
−
ξ−ε (t) = exp

(
t

−ε∫

−∞

(
e−ipσ

−
y − 1

) dy
y4k

)
, p < 0,

E e−ipσ
−
ξ+ε (t) = exp

(
t

∞∫

ε

(
e−ipσ

−
y − 1

) dy
y4k

)
, p > 0,

E e−ipσ+ξ−ε (t) = exp

(
t

−ε∫

−∞

(
e−ipσ+y − 1

) dy
y4k

)
, p > 0.

Тогда

P t
εϕ(x) =

1

2π

∞∫

−∞

e−ip x ϕ̂(p) r̂ε(p) dp.

Из последней формулы следует, что оператор P t
ε является псевдо-

дифференциальным оператором с символом r̂ε(p).

Так как в выражении для ĥε(p) нет члена порядка |p|4k−1, то из
леммы 2 следует неравенство

∣∣r̂ε(p)
∣∣ 6 1. �
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Покажем теперь, что семейство uε(t, x) = P t
εϕ(x) сходится при ε→ 0

к точному решению задачи Коши u(t, x) = P tϕ(x), и получим оценку
скорости сходимости.

Теорема 2. Пусть l > 0, k ∈ N. Тогда существует константа

C > 0, такая что для любой функции ϕ ∈ W l+4k
2 (R) и всех t > 0

справедливо неравенство

‖uε(t, · )− u(t, · )‖W l
2
(R) 6 Ctε‖ϕ‖

W
l+4k
2

(R).

Доказательство. Применим формулу (4) для случая, когда etA=P t
ε ,

et(A+B) = e−tA2k−1 . Напомним, что эти операторы являются псевдо-
дифференциальными с символами r̂ε(p) и e−ta2k−1(p) соответственно.
Из леммы 3 следует, что ‖etA‖Wd

2
→Wd

2
6 1 для любого d ∈ N и t > 0, а

из неравенства

cos s− 1 +

2k−1∑

j=1

(−1)j+1s2j

(2j)!
> 0

следует справедливость неравенства ‖et(A+B)‖Wd
2
→Wd

2
6 1. Таким об-

разом, остается оценить норму ‖B‖
W

l+4k+2

2
→W l

2

.

Вычислим преобразование Фурье функции Bϕ(x). Имеем

B̂ϕ(p) = −ϕ̂(p)|p|4k−1

∫

γ

(
eiz − 1−

4k−2∑

j=1

(iz)j

j!

)
dz

z4k
,

где

γ =
{
z ∈ C : arg z ∈

[
0,

π

4k − 1

]
∪
[π(4k − 2)

4k − 1
, π

]
, |z| = ε|p|

}

∪{z ∈ C : Im z = 0, |Re z| 6 ε|p|}.

Оценим модуль соответствующего выражения в двух случаях:
ε|p|<1 и ε|p| > 1. Заметим, что в случае, если ε|p| < 1, справедли-
во неравенство

|B̂ϕ(p)| 6 C1ε|p|
4k|ϕ̂(p)|.

Если ε|p| > 1, тогда

|B̂ϕ(p)| = |ϕ̂(p)||p|4k−1

∣∣∣∣
∫

γ

(
eiz − 1−

4k−2∑

j=1

(iz)j

j!

)
dz

z4k

∣∣∣∣ 6 C2|p|
4k−1|ϕ̂(p)|.
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Теперь мы можем оценить величину ‖Bϕ‖2
W l

2

. Имеем

‖Bϕ‖2
W l

2

=

∫

|p|<1
ε

(1 + |p|2l)|B̂ϕ(p)|2dp+

∫

|p|> 1
ε

(1 + |p|2l)|B̂ϕ(p)|2dp

6

∫

|p|<1
ε

(1 + |p|2l)
(
C1ε |ϕ̂(p)|p

4k
)2

dp+

∫

|p|> 1
ε

(1 + |p|2l)
(
C2|ϕ̂(p)|p

4k−1
)2

dp

6 C3ε
2

∫

R

(1 + |p|2l)p8k|ϕ̂(p)|2dp, (7)

где C3 – некоторая константа. Заметим, что в случае l > 0

(1 + |p|2l)|p|8k

1 + |p|2(l+4k)
6

2|p|8k

1 + |p|8k
< 2. (8)

Тогда из (7) и (8) следует, что

‖Bϕ‖2
W l

2

6 C2ε2
∫

R

(1 + |p|2(l+4k))|ϕ̂(p)|2dp = C2ε2‖ϕ‖2
W

l+4k
2

.

Окончательно получаем

‖P t
εϕ− P tϕ‖W l

2
6 Ctε‖ϕ‖

W
l+4k
2

. �

Следствие 2. Для любой функции ϕ ∈ L2(R) справедливо

‖P t
εϕ− P tϕ‖L2

−−−→
ε→0

0.

Доказательство. Так как операторные нормы ‖P t‖L2→L2
и ‖P t

ε‖L2→L2

не больше единицы, а класс Соболева W 4k
2 (R) плотен в пространстве

L2(R), то утверждение следствия немедленно вытекает из утвержде-
ния теоремы 2 и теоремы Банаха–Штейнгауза (см. [2, II.1.18]). �
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Nikolaev A. K., Platonova M. V. Nonprobabilistic analogues of the
Cauchy process.

It is known that a solution of the Cauchy problem for an evolution
equation having a convolution operator with a generalized function |x|−2,
in the right-hand side admits a probabilistic representation in the form
of the expectation of a trajectory functional of the Cauchy process. We
construct similar representations for evolution equations having a convo-
lution operator with a generalized function (−1)m|x|−2m−2 for arbitrary
m ∈ N.
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