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Это исследование продолжает тематику работы [1]. В настоящей
работе рассматривается специальный класс сложных пуассоновских
процессов с переключениями и доминирующими слагаемыми. Будет
изучаться предельное поведение таких процессов при a → ∞, где a –
некоторый параметр, входящий в структуру этих процессов.

Имеется последовательность независимых одинаково распределен-
ных двумерных случайных векторов. Эти векторы представляют собой

смеси двух векторов. С вероятностью 1− 1

a
эти векторы имеют среднее

ноль и конечную дисперсию, а с вероятностью
1

a
они произвольны, но

снабжены коэффициентом
√
a, что характеризует их доминирование.

Переключения с одной координаты случайного вектора на другую
происходят в моменты, определяемые независимыми бернуллиевски-
ми величинами, независящими от исходных величин и пуассоновского
процесса. Эти же величины задают и смесь вышеприведенных коорди-
нат. При этом, если выпадает единица, то переключение не происхо-
дит, а осуществляется переключение, если выпадает ноль. Таким об-
разом, процесс с переключениями начинается как классический слож-
ный пуассоновский процесс с набором из первых координат случайных
векторов. Затем в распределенный по геометрическому распределе-
нию момент времени слагаемые заменяются на величины из другой
координаты независимых одинаково распределенных векторов, и уже
в соответствии с этими величинами происходит дальнейшее развитие
процесса. Через независимый геометрически распределенный момент
времени слагаемые заменяются на величины из исходной координаты

Ключевые слова: бернуллиевские величины, цепь Маркова, сложный пуассо-
новский процесс с переключениями и доминирующими слагаемыми, предельное
распределение.
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и так далее. При переключении в сумму входят слагаемые с коэффици-
ентом

√
a, что приводит к наличию редких доминирующих слагаемых.

В работе изучается предельное поведение сложного пуассоновского
процесса с переключениями, когда время увеличивается в a раз. При
подходящей нормировке предельным процессом является броуновское
движение с переключающейся дисперсией и скачками.

Можно рассматривать и более сложные пуассоновские процессы с
переключениями, когда выбор слагаемых осуществляются из трех и
более координат одинаково распределенных многомерных случайных
векторов. Однако общий подход к изучению предельного поведения
распределений сложных пуассоновских процессов с переключениями,
и скачками предложенный в настоящей работе не меняется, хотя при-
водит к определенным усложнениям.

1. Сложный пуассоновский процесс с переключениями и до-

минирующими слагаемыми. Процесс Пуассона N(t), t > 0, с ин-
тенсивностью λ1 > 0 может быть представлен в следующем виде:

N(t) := max
{
l :

l∑

k=1

τk 6 t
}
1[0,t](τ1),

где τk, k = 1, 2, . . . , – независимые экспоненциально распределенные с
параметром λ1 случайные величины.

Пусть χk, k = 1, 2, . . . , – независимые бернуллиевские случайные
величины:

P(χ1 = 1) = 1− 1

a
P(χ1 = 0) =

1

a
.

Предположим, что ~Xk = (Xk(1), Xk(−1)), k = 1, 2, . . . , – независи-
мые одинаково распределенные случайные векторы, такие что

Xk(l) = χkZk(l) + (1 − χk)
√
aYk(l), l = 1,−1. (1.1)

Пусть величины Zk(l), Yk(l), k = 1, 2, . . . , не зависят от величин χk.
Предположим, что последовательности величин χk, k = 1, 2, . . . ,

Zk(l), Yk(l), l = 1,−1, k = 1, 2, . . . , и процесс Пуассона N(t), t > 0 не
зависят между собой.



48 А. Н. БОРОДИН

Переключающий процесс La(t), t > 0, определяется следующим об-
разом. Изначально можно положить χ0 = 0. Обозначим через ζ1 слу-
чайную величину, равную количеству величин χj , j = 1, 2, . . . , при-
нявших значение 1 до первого появления 0. Эта величина имеет гео-
метрическое распределение:

P(ζ1 = m) =
(
1− 1

a

)m 1

a
, m = 0, 1, . . . ,

и

P(ζ1 > m) =
(
1− 1

a

)m
, m = 0, 1, . . . .

Пусть ζ2 равна количеству величин χj , j = 1, 2, . . . , принявших значе-
ние 1 после момента ζ1 + 1 до первого появления 0 и т.д. Мы получим
последовательность независимых одинаково распределенных случай-
ных величин ζk, k = 1, 2, . . . , характеризующих интервалы времени
между последовательными появлениями нулевых значений среди ве-
личин χj , j = 1, 2, . . . . Эти интервалы имеют длину 1 + ζk.

Обозначим

ρa(t) := max
{
l : l +

l∑

k=1

ζk 6 t
}

1[0,t](1 + ζ1), ρa(0) = 0.

Именно в моменты скачков этого процесса будут осуществляться пе-
реключения.

Выбор состояний, в которые происходит переключение, задается
однородной цепью Маркова d(n), n = 0, 1, . . . , с множеством состоя-
ний {1,−1}, и переходными вероятностями p1,1 = p1, p1,−1 = 1 − p1,
p−1,1 = 1− p−1, p−1,−1 = p−1.

Сначала заметим, что так как переходные вероятности марковской
цепи d(n) не зависят от n, то при фиксированном l справедливо пред-
ставление

d(l + k) = dld(l)(k), (1.2)

где семейство марковских процессов {dlj(k)}j=1,−1, k = 0, 1, 2, . . . , не
зависит от σ-алгебры σ(d(v), 0 6 v 6 l), порожденной цепью d(v) при
v = 1, . . . , l, имеет начальное значение dlj(0) = j, j = 1,−1, и те же

переходные вероятности, что и исходная цепь, т.е. цепь d0j (k).
В результате переключающий процесс определяется формулой

La(t) := d(ρa(t)), t > 0.
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Нас интересует процесс

Ba(t) :=

t∫

0

XN(s)

(
La(N(s))

)
dN(s) =

N(t)∑

k=1

Xk

(
La(k)

)
, t > 0,

который будем называть сложным пуассоновским процессом с пере-

ключениями и доминирующими слагаемыми.
Пусть d(0) неслучайная величина, которой придаются значения 1

или −1. Выбор d(0) = 1 означает, что суммирование начинается с ве-
личины X1(1), а d(0) = −1 означает, что суммирование начинается с
величины X1(−1), при условии, что χ1 6= 0. Иначе сразу происходит
переключение на величины из противоположной координаты векто-

ра ~X1.
Процесс Ba(t) не является марковским. Однако, если рассмотреть

двумерный процесс добавив к Ba(t) компоненту, отвечающую за пере-
ключения, то получится двумерный марковский процесс.

Положим

Ta(t) := La(N(t)) = d(ρa(N(t))).

Теорема 1.1. Двумерный процесс

~Qa(t) =
(
Ta(t), x +Ba(t)

)
, ~Qa(0) = (d(0), x),

является однородным марковским процессом. Преобразование Лапла-

са по времени от характеристической функции переходной вероят-

ности этого процесса имеет вид

λ

∞∫

0

e−λt
E
{
exp(iαTa(t) + iβBa(t))

∣∣ ~Qa(0) = (l, x)
}
dt

=
λeiβx

Da

((
λ+ λ1(1− f−l(β)(1 − a−1))− λ1a

−1p−lϕ−l(β
√
a)
)
eilα

+ λ1a
−1(1− pl)ϕ−l(β

√
a)e−ilα

)
, α ∈ R, β ∈ R, (1.3)

где

Da : =
(
λ+ λ1(1− f1(β)(1 − a−1))− λ1a

−1p1ϕ1(β
√
a)
)

×
(
λ+ λ1(1− f−1(β)(1 − a−1))− λ1a

−1p−1ϕ−1(β
√
a)
)

− λ2
1a

−2(1− p1)(1 − p−1)ϕ1(β)ϕ−1(β),

fl(β) := EeiβZ1(l), ϕl(β) := EeiβY1(l), l = 1,−1.
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Доказательство. Марковость процесса ~Qa(t), t > 0, будет установ-
лена в дальнейшем, а сначала мы рассмотрим как устроены его пере-
ходные вероятности.

В силу аддитивности второй координаты процесса, начальное значе-

ние x процесса ~Qa(t) участвует в (1.3) в виде множителя eiβx, поэтому
значение x можно полагать равным нулю.

Обозначим El математическое ожидание при условии d(0) = l.
Применяя теорему Фубини, левую часть (1.3) при x = 0 можно

представить выражением El exp(i(~γ, ~Qa(τ))), где ~γ := (α, β) ∈ R, а τ
– не зависящий от рассмотренных выше процессов экспоненциально
распределенный с параметром λ > 0 случайный момент времени.

Пусть при l = 1,−1

Il := Il(λ, α, β, λ1, a
−1) := El exp(iαTa(τ) + iβBa(τ)), (1.4)

где характеристическая функция берется при условии d(0) = l.
Заметим, что при k 6 ζ1 согласно (1.1) имеем Xk(l) = Zk(l), и

Xk(ζ1 + 1) =
√
aYk(ζ1 + 1).

Для краткости будем использовать обозначение E{ξ;A} :=E{ξ1A}.
Пусть начальное значение d(0) = l. Поскольку ρa(ζ1 + 1) = 1 и

La(ζ1 + 1) = d(1), то в силу (1.2) при k > 1 имеем d(k) = d1d(1)(k − 1) и
справедливо равенство

Il = El

{
exp

(
iαl + iβ

N(τ)∑

k=1

Zk(l)
)
;N(τ) 6 ζ1

}

+E

{
exp

(
iβ

ζ1∑

k=1

Zk(l)
)
exp

(
iαd1d(1)(ρa(N(τ)) − 1)) + i

√
aβYζ1+1(d(1))

)

× exp

( N(τ)∑

k=ζ+2

Xk

(
d1d(1)(ρa(k)− 1)

))
; ζ1 < N(τ)

}
=: L1 + L2.

Поскольку при |s| 6 1

E sN(τ) = E

∞∑

k=0

sk
(λ1τ)k

k!
e−λ1τ = Eeλ1(s−1)τ =

λ

λ+ λ1(1 − s)
,

то

L1 = eiαlE
{(

fl(β) (1 − a−1)
)N(τ)

}
=

λeiαl

λ+ λ1(1− fl(β)(1 − a−1))
.
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Для L2 получим

L2 =

∞∑

m=0

E

{
1{ζ1=m} exp

(
iβ

m∑

k=1

Zk(l)
)}

E

{
exp

(
iαd1d(1)(ρa(N(τ)) − 1))

)

× exp
(
iβ
√
aYm+1(d(1))+iβ

N(τ)∑

k=m+2

Xk(d
1
d(1)(ρa(k)− 1)))

)
1{m<N(τ)}

}
.

При ζ1 = m и k > m + 1 распределения величин ρa(k) − 1 и ρa(k −
m− 1) совпадают, и при N(τ) > m совпадают распределения величин
ρa(N(τ)) − 1 и ρa(N(τ) −m− 1), поэтому

L2 =

∞∑

m=0

(
1− 1

a

)m 1

a
fm
l (β)

×
∑

v=1,−1

pl,vϕv(β
√
a)E

{
exp

(
iαd1v(ρa(N(τ) −m− 1))

)

× exp
(
iβ

N(τ)∑

k=m+2

Xk(d
1
v(ρa(k −m− 1)))

)
1{m<N(τ)}

}

=
1

a

∞∑

m=0

(
1− 1

a

)m
fm
l (β)

×
∑

v=1,−1

pl,vϕv(β
√
a)Ev

{
exp

(
iαd1v(ρa(N(τ) −m− 1))

)

× exp
(
iβ

N(τ)−m−1∑

k=1

Xk(d
1
v(ρa(k)))

)
1{m<N(τ)}

}
.

(1.5)

Индекс v у математического ожидания означает, что выполняется
условие d(0) = v. Здесь использовалась теорема Фубини и тот факт,
что при любом фиксированном m случайные последовательности ζj ,
j = 1, 2, . . . , и ζj+m, j = 1, 2, . . . , одинаково распределены, а также,
что для произвольной последовательности lk, k = 1, 2, . . . , составлен-
ной из 1 и −1, случайные последовательности Xj(lj), j = 1, 2, . . . , и
Xj+m+1(lj), j = 1, 2, . . . , одинаково распределены.
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Поскольку

P(N(τ) = k) = λ

∞∫

0

e−λt (λ1t)k

k!
e−λ1t dt

=
λλk

1

k!(λ+ λ1)k+1

∞∫

0

uke−u du =
λ

λ+ λ1

(
λ1

λ+ λ1

)k

, k = 0, 1, 2 . . . ,

то

Ev

{
exp

(
iαdv(ρa(N(τ) −m− 1))

)

× exp
(
iβ

N(τ)−m−1∑

k=1

Xk(d
1
v(ρa(k)))

)
1{m<N(τ)}

}

=
∞∑

r=m+1

λλr
1

(λ+ λ1)r+1
Ev

{
exp

(
iαd1v(ρa(r −m− 1))

)

× exp
(
iβ

r−m−1∑

k=1

Xk(d
1
v(ρa(k)))

)}

=
(

λ1

λ+ λ1

)m+1

Ev

{
exp

(
iαd1v(ρ(N(τ)))

)
exp

(
iβ

N(τ)∑

k=1

Xk(d
1
v(ρa(k)))

)}

=
(

λ1

λ+ λ1

)m+1

Ev

{
exp(iαTa(τ) + iβBa(τ))

}
=

(
λ1

λ+ λ1

)m+1

Iv.

Напомним, что Iv определено в (1.4).
В результате при l = 1,−1 имеем

Il =
λeiαl

λ+ λ1(1 − fl(β)(1 − a−1))
+

1

a

∞∑

m=0

(1− a−1)mfm
l (β)

(
λ1

λ+ λ1

)m+1

×
∑

v=1,−1

pl,vϕv(β
√
a)Iv =

λeiαl

λ+ λ1(1 − fl(β)(1 − a−1))

+
a−1λ1

λ+ λ1(1− fl(β)(1 − a−1))

∑

v=1,−1

pl,vϕv(β
√
a)Iv .

Выражая из этой системы уравнений величины Il, получаем (1.3).
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Нам понадобятся еще дополнительные выражения, которые следу-
ют из (1.3). Положим при l = 1,−1 и r = 1,−1

Il,r := Il,r(λ, β, λ1, a
−1) := El

{
eiβBa(τ); d(ρa(N(τ))) = r

}
. (1.6)

Тогда из (1.3) выводим, что

Il,l =
λ

Da

((
λ+ λ1(1 − f−l(β)(1 − a−1))− λ1a

−1p−lϕ−l(β
√
a)
)

(1.7)

Il,−l =
λ

Da
λ1a

−1(1− pl)ϕ−l(β
√
a), α ∈ R, β ∈ R, (1.8)

Перейдем к доказательству марковости процесса ~Qa(t). Рассмотрим
произвольный набор векторов ~γv ∈ R

2, v = 1, 2, . . . , k, и вектор ~γ =
(α, β) ∈ R

2. В силу предложений 6.3 и 6.4 гл. I из [2] нам достаточно
доказать, что для произвольных 0 < s1 < s2 < · · · < sk = s < t, x ∈ R

и l = 1,−1 выполняется следующее равенство

L(k,~γ) := E

{
exp

(
i

k∑

v=1

(~γv, ~Qa(sv)) + i(~γ, ~Qa(t))
)∣∣∣~Qa(s) = (l, x)

}

(1.9)

= E

{
exp

(
i

k∑

v=1

(~γv, ~Qa(sv))
)∣∣∣~Qa(s)=(l, x)

}
E

{
ei
(
~γ, ~Qa(t)

)∣∣∣ ~Qa(s)=(l, x)
}
.

Это равенство как раз и характеризует марковское свойство, состоя-
щее в том, что при фиксированном значении процесса в настоящий
момент времени (момент s) прошлое процесса до этого момента не
зависит от значения в любой будущий момент времени (момент t).

Равенство (1.9) можно переписать в виде

L(k,~γ) = L(k,~0)L(0, ~γ), (1.10)

где ~0 = (0, 0) – вектор с нулевыми координатами.
Процесс ρa(t), t > 0, является процессом с независимыми однород-

ными приращениями, поскольку приращение на интервале [s, t] опре-
деляется величинами χj , s 6 j < t, а все величины χj , j > 1, незави-
симы и одинаково распределены. Тогда нетрудно убедиться, что ком-
позиция ρa(N(t)), t > 0, тоже является процессом с независимыми
однородными приращениями.
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Из (1.2) вытекает, что

L(k,~γ) = eiβx
∞∑

m=0

∞∑

n=0

E

{
1{N(s)=m}1{N(t)−N(s)=n} exp

(
i

k∑

v=1

(~γv, ~Qa(sv))
)

× exp
(
iαd

ρa(m)
l (ρa(m+ n)− ρa(m))

)

× exp
(
iβ

m+n∑

k=m+1

Yk(d
ρa(m)
l (ρa(k)− ρa(m)))

)∣∣∣∣~Qa(s) = (l, x)

}

= eiβx
∞∑

m=0

∞∑

n=0

E

{
1{N(s)=m}exp

(
i

k∑

v=1

(~γv, ~Qa(sv))
)∣∣∣∣~Qa(s) = (l, x)

}

×E

{
1{N(t)−N(s)=n}e

iαd0
l (ρa(n))

× exp
(
iβ

n∑

k=1

Xk(d
0
l (ρa(k)))

)∣∣∣∣~Qa(s) = (l, x)

}

= eiβxE
{
exp

(
i

k∑

v=1

(~γv, ~Qa(sv))
)∣∣∣ ~Qa(s) = (l, x)

}

×E

{
exp

(
iαd0l (ρa(Ñ(t− s))

)
exp

(
iβ

Ñ(t−s)∑

k=1

Xk(d
0
l (ρa(k)))

)}
,

где Ñ(t−s) := N(t)−N(s) является процессом Пуассона, не зависящим
от N(s). Здесь использовался тот факт, что распределения величин
ρa(k) − ρa(m) и ρa(k − m) совпадают и, что любой фиксированный
сдвиг m у индексов последовательностей величин Xk не меняет их
распределения.

В результате имеем

L(k,~γ) = eiβxE
{
exp

(
i

k∑

v=1

(~γv, ~Qa(sv))
)∣∣∣~Qa(s) = (l, x)

}

×E
{
exp

(
i(~γ, ~Qa(t− s))

)∣∣ ~Qa(0) = (l, 0)
}
. (1.11)

Обозначим при x = 0

ρl(t,~γ) := El exp(i(~γ, ~Qa(t))).
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В силу (1.4)

ρl(t,~γ) = L−1
λ

( 1
λ
Il(λ, α, β, λ1, a

−1)
)
,

где L−1
λ – оператор обратного преобразования Лапласа по λ.

В силу (1.11) имеем следующее равенство

L(k,~γ) = L(k,~0)eiβxρl(t− s,~γ). (1.12)

Поскольку L(0,~0) = 1, то (1.12) влечет, что L(0, ~γ) = eiβxρl(t − s,~γ),
и, следовательно, выполняется (1.10). Отсюда вытекает марковость

процесса ~Qa(t), а поскольку характеристическая функция L(0, ~γ) пе-
реходной вероятности зависит только от разности t−s, то этот процесс
является однородным. Теорема 1.1 доказана. �

2. Предельное поведение сложного пуассоновского процесса

с переключениями. Рассмотрим предельное поведение при a → ∞
процесса

~Ra(t) :=
(
Ta(at), x+

1
√

a
Ba(at)

)
, t > 0.

При малой вероятности переключений a−1, мы в a раз увеличиваем
время, при котором рассматривается процесс и в

√
a уменьшаем зна-

чения сложного пуассоновского процесса с переключениями.
В качестве предельного процесса выступает процесс

~Vl(t) :=
(
L(N(t)), Sl(t)

)
, t > 0,

где L(t) = d(N(t)), d(0) = l, l = −1, 1, и

Sl(t) : = x+
√
λ1

t∫

0

σd(N(s)) dW (s) +

t∫

0

YN(s)(d(N(s)) dN(s)

= x+
√
λ1

t∫

0

σd(N(s)) dW (s) +

N(t)∑

k=1

Yk(d(k)), t > 0 (2.1)

– процесс броуновского движения с переключающейся дисперсией и
скачками.

Теорема 2.1. Предположим, что выполняется представление (1.1),
в котором EZ1(l) = 0 и EZ2

1 (l) = σ2
l , l = −1, 1, а Yk(l) – произвольные

одинаково распределенные случайные величины. Тогда, в предположе-

нии что d(0) = l, конечномерные распределения процесса ~Ra(t), t > 0,

сходятся при a→∞ к конечномерным распределениям процесса ~Vl(t).
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Доказательство. Рассмотрим сначала предельное поведение вели-
чин

~Ra(τ) :=
(
Ta(aτ), x +

1
√

a
Ba(aτ)

)
, при a→∞.

Поскольку начальное значение x второй компоненты этого вектора
аддитивно входит в выражение, то можно рассматривать предельное
поведение лишь при x = 0. При замене τ на aτ параметр λ меняется на
λ/a. Для сходимости совместных распределений двумерных векторов
достаточно изучить предельное поведение при a → ∞ их характери-
стических функций:

E exp
(
i
(
~γ, ~Ra(τ)

))
= Il(λ/a, α, β/

√
a, λ1, a

−1), ~γ = (α, β).

Используя асимптотическое разложение характеристической функции
fl(β), при малых β, имеем

aλ1

(
1− fl(β/

√
a)
(
1− 1

a

))
= aλ1

(
1−

(
1− β2σ2

l

2a
+ o

( 1
a

))(
1− 1

a

))

= λ1 + λ1β
2σ2

l /2 + o(1).

Тогда в соотношениях (1.3), (1.7), (1.8), взятых с соответствующей за-
меной параметров, можно перейти к пределу. Обозначим

Jl(λ, α, β, λ1) := lim
a→∞

Il(λ/a, α, β/
√
a, λ1, a

−1). (2.2)

и

Jl,r(λ, β, λ1) := lim
a→∞

Il,r(λ/a, β/
√
a, λ1, a

−1). (2.3)

В результате, при l = 1,−1 получим соотношения

Jl(λ, α, β, λ1) =
λ

D

(
(λ+ λ1 + λ1β

2σ2
−l/2− λ1p−lϕ−l(β))e

ilα

+λ1(1 − pl)ϕ−l(β))e
−ilα

)
, (2.4)

Jl,l(λ, β, λ1) =
λ

D
(λ+ λ1 + λ1β

2σ2
−l/2− λ1p−lϕ−l(β)), (2.5)

и

Jl,−l(λ, β, λ1) =
λ

D
(λ1(1− pl)ϕ−l(β)), (2.6)

где

D = (λ+λ1+λ1β
2σ2

−1/2−λ1p−1ϕ−1(β))

×(λ+ λ1 + λ1β
2σ2

1/2− λ1p1ϕ1(β)) − λ2
1(1− p1)(1 − p−1)ϕ1(β)ϕ−1(β).

Сравнивая теперь выражение (2.4) с формулой (2.17), µl = 0, рабо-
ты [3], и используя эту формулу, а также соответствие σl ←→

√
λ1σl/2,
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мы видим, что функция Jl(λ, α, β, λ1) является преобразованием Фу-

рье случайного вектора ~Vl(τ). Таким образом, при x = 0 и d(0) = l
имеем

Jl(λ, α, β, λ1) = E exp
(
iαd(N(τ)) + iβSl(τ)

)
,

и, аналогично,

Jl,r(λ, β, λ1) = E
{
exp

(
iβSl(τ)

)
; d(N(τ)) = r

}
.

Для преобразований Лапласа (1.3) данной работы и (2.17) рабо-
ты [3], отвечающих допредельному и предельному процессам соответ-
ственно, имеются явные выражения для обратных преобразований,
см., например, (2.18) из [3]. Это позволяет из сходимости (2.2) вывести
сходимость обратных преобразований Лапласа, т. е., что при a→∞

El exp
(
iαTa(at) +

iβ
√

a
Ba(at)

)
→ E exp

(
iαd(N(t)) + iβSl(t)

)
.

Это влечет сходимость переходных вероятностей марковского процес-

са
(
Ta(at), x+

1
√

a
Ba(at)

)
к переходным вероятностям марковского про-

цесса
(
d(N(t)), x+ Sl(t)

)
, t > 0, l = −1, 1.

Следующие рассуждения, по сути дела, устанавливают сходимость
конечномерных распределений рассматриваемого процесса к конечно-
мерным распределениям предельного процесса, основываясь на сходи-
мости переходных вероятностей.

Не умаляя общности можно рассмотреть случай d(0)=1 и Ba(0)=0.
Для произвольных 0 < s1 < · · · < sk−1 = s < sk = t, и r = 1,−1,
рассмотрим следующее выражение:

Lr(k,~sk, ~βk, λ1, a
−1) := E1

{
exp

(
i

k∑

v=1

(~γv, ~Qa(sv))
)
; d(ρa(N(sk))) = r

}
,

где ~sk := (s1, . . . , sk), ~βk := (β1, . . . , βk) и ~γv := (αv, βv). Аналогич-
но (1.11) имеем

Lr(k,~sk, ~βk, λ1, a
−1) =

∑

l=−1,1

∫

R

E1

{
exp

(
i

k∑

v=1

(~γv, ~Qa(sv))
)
;
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d(ρa(N(s))) = l, Ba(s) ∈ dx, d(ρa(N(t))) =r
}

=
∑

l=−1,1

∫

R

E1

{
exp

(
i

k−1∑

v=1

(~γv, ~Qa(sv)) + iβkx
)
; d(ρa(N(s)))= l, Ba(s)∈dx

}

×eiαkrE

{
exp

(
iβk

N(t)−N(s)∑

m=1

Ym

(
d0l (ρa(m))

))
; d0l (ρa(N(t)−N(s))) = r

}

= eiαkr
∑

l=−1,1

Ll(k − 1, ~sk−1, ~β
⋆
k−1, λ1, a

−1) ρl,r(t− s, βk, λ1, a
−1). (2.7)

Здесь ~β⋆
k−1 = (β1, . . . , βk−2, βk−1 + βk), и

ρl,r(t, β, λ1, a
−1)) := El

{
eiβBp(t); d(ρa(N(t))) = r

}
.

В силу (1.6),

ρl,r(t, β, λ1, a
−1)) = L−1

λ (λ−1Il,r(λ, β, λ1, a
−1)). (2.8)

Мы хотим для любого целого k доказать при a→∞ сходимость

E1 exp
(
i

k∑

v=1

(
αvTa(asv) +

βv
√

a
Ba(asv)

))
→ E exp

(
i

k∑

v=1

(
~γv, ~V1(sv)

))
,

что соответствует сходимости конечномерных распределений. В силу
принятых обозначений, для этого нам достаточно при r = −1, 1 дока-
зать сходимость

Lr(k, a~sk, ~βk/
√
a, λ1, a

−1)

→ E

{
exp

(
i

k∑

v=1

(
~γv, ~V1(sv)

))
; d(N(sk))=r

}
. (2.9)

Докажем это по индукции. При k = 1

Lr(1, a~s1, β1/
√
a, λ1, a

−1) = ρ1,r(as1, β1/
√
a, λ1, a

−1)).

Тогда из (2.3) и (2.8) вытекает, что при s1 = t и a→∞

ρl,r(as1, β1/
√
a, λ1, a

−1)) = L−1
λ

(
λ−1Il,r(λ/a, β1/

√
a, λ1, a

−1)
)

→ L−1
λ

(
λ−1Jl,r(λ, β1, λ1)

)
= E

{
eiβ1Sl(t); d(N(t)) = r

}
. (2.10)
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Предположим теперь, что сходимость (2.9) имеет место при k − 1
и докажем ее при k. Из сделанного предположения и формул (2.7),
(2.10) следует, что

Lr(k, a~sk, ~βk/
√
a, λ1, a

−1)

→ eiαkr
∑

l=−1,1

E

{
exp

(
i

k−1∑

v=1

(
~γv, ~V1(sv)

))
; d(N(sk−1)) = l

}

×E
{
eiβkSl(t−s); d0l (N(t− s)) = r

}
=: L,

где ~γv = (αv, βv), v = 1, . . . , k− 2, и ~γk−1 = (αk−1, βk−1 +βk). Убедимся
теперь, что L совпадает с выражением, стоящим в правой части (2.9).
Тем самым (2.9) будет доказано по индукции.

Мы преобразуем правую часть (2.9) в выражение для L. Рассмот-
рим процесс определенный в (2.1). Как и ранее полагаем S1(0) = 0.
При 0 6 s < t на множестве {d(N(s)) = l} справедливо следующее
представление

S1(t) : = S1(s) +
√
λ1

t−s∫

0

σ
d
N(s)
l

(Ñ(v))
dW̃ (v)

+

t−s∫

0

Y
Ñ(v)+N(s)(d

N(s)
l (Ñ(v))) dÑ (v) = S1(s) + S̃(t− s), (2.11)

где Ñ(v) := N(v + s) − N(s), W̃ (v) = W (v + s) − W (s). Важно, что

при фиксированном s процессы Ñ(v) и W̃ (v), v > 0, распределены
так же как исходные процессы Пуассона и броуновского движения, и,

кроме того, они не зависят от процесса ~V1(q), 0 6 q 6 s. Важно, что при

любом m на множестве {N(s) = m, d(N(s)) = l} весь процесс S̃(t−s) не

зависят от процесса ~V1(q), 0 6 q 6 s, и его распределение не меняется
с изменением m, а, следовательно, независимость сохраняется и на

множестве {d(N(s)) = l}. Коме того на этом множестве процесс S̃(t−s)
распределен также как процесс Sl(t− s) определенный в (2.1).

Тогда в силу (2.11) для 0 < s1 < · · · < sk−1 = s < sk = t имеем
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E

{
exp

(
i

k∑

v=1

(~γv, ~V1(sv))
)
; d(N(t)) = r

}

=
∑

l=−1,1

∫

R

E

{
e
i

k∑
v=1

(
~γv ,~V1(sv)

)
; d(N(s)) = l, S1(s) ∈ dx, d(N(t)) = r

}

= eiαkr
∑

l=−1,1

∫

R

E

{
e
i
k−1∑
v=1

(
~γv,~V1(sv)

)
+iβkx

; d(N(s)) = l, S1(s) ∈ dx

}

×E

{
exp

(
iβk

√
λ1

t−s∫

0

σ
d0
l
(Ñ(v)) dW̃ (v)

+ iβk

t−s∫

0

Y
Ñ(v)(d

0
l (Ñ(v))) dÑ (v)

)
; d0l (Ñ(t− s)) = r

}
.

Ясно, что полученное в правой части выражение совпадает с L. Тео-
рема 2.1 доказана. �

Рассмотрим процесс Ua(t) :=
1
√

a
Ba(at), t ∈ [0, T ], который являет-

ся второй компонентой двумерного процесса ~Ra(t) на интервале [0, T ].
Наряду со сходимостью конечномерных распределений процесса Ua(t),
t ∈ [0, T ], что следует из теоремы 2.1, можно установить слабую схо-
димость этих процессов в пространстве Скорохода D[0, T ] к процессу
броуновского движения с переключающейся дисперсией.

Теорема 2.2. Предположим, что выполняется представление (1.1),
в котором EZ1(l) = 0, EZ2

1(l) = σ2
l , EY1(l) = 0 и EY 2

1 (l) = δ2l , l =
−1, 1. Тогда в предположении, что d(0) = l, процессы Ua(t), t ∈ [0, T ],
слабо сходятся при a→∞ в пространстве D[0, T ] к процессу Sl(t).

Доказательство. Нам достаточно установить относительную ком-
пактность семейства процессов Ua(t), t ∈ [0, T ]. Для этого, согласно
теореме 15.6 из [4], достаточно проверить следующее условие: при лю-
бых s < v < t

E
(
(Ua(t)− Ua(v))

2(Ua(v)− Ua(s))
2
)
6 C(t− s)2,
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где C – некоторая константа. Левая часть этого соотношения имеет
вид

δa :=
1

a2
E

{( N(at)∑

k=N(av)+1

Xk

(
d(ρa(k)))

))2( N(av)∑

m=N(as)+1

Xk

(
d(ρa(m)))

))2}
.

Для вычисления и оценки этого выражения воспользуемся независи-
мостью векторов (Xk(1), Xk(−1)), k = 1, 2, . . . , от последовательности
d(ρa(k)), k = 1, 2, . . . , и процесса Пуассона N(t), t > 0. Применим тео-
рему Фубини. Фиксируем значения величин N(as), N(av), N(at), зна-
чения последовательности d(ρa(k)), k = 1, 2, . . . , и вычислим сначала
математическое ожидание по величинам Xk(l), l = −1, 1, k = 1, 2, . . . ,
принимая во внимание их независимость при разных k. Воспользуемся
представлением (1.1). Поскольку EX1(l) = 0 и

EX2
1 (l) =

(
1− 1

a

)
σ2
l + δ2l 6 σ2

l + δ2l ,

то в результате имеем

δa 6
2

a2
max
l=−1,1

(σ4
l + δ4l )E{(N(at)−N(av))(N(av)−N(as))}

=
2

a2
max
l=−1,1

(σ4
l + δ4l )E(N(at)−N(av))E(N(av)−N(as))

= 2λ2
1 max
l=−1,1

(σ4
l + δ4l )(t− v)(v − s) 6

λ2
1

2
max
l=−1,1

(σ4
l + δ4l )(t− s)2.

Здесь мы воспользовались тем, что процесс Пуассона является про-
цессом с независимыми однородными приращениями и EN(t) = λ1t.
Теорема 2.2 доказана. �
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